TIIK  Cil FT  OF 
PlIOK.     Al.KXANDI-U  ZlWKT 


-  -  


il 


â 


■y 


Digitized  by  Google 


1 


•.b  r.w-Misr  le  -.1   y.-  y  .  •   :  _i  -         -,  -  — !  :  1  1  ■  ■•■>■ — ■■  •   :  _  -*i     •  ■'  ' 


j 


I 


Digitized  by  Googl 


RÉSUMÉ 


LEÇONS  D'ANALYSE 

DOIfftftlfl 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 
PAR  M.  NAVIER, 

MtWftMl    DU   \.  ICAOèMtfc  »l*  «tUSC*».  rHOTMlV*  b'AJULlSE  Kl  bC  HLnVuli    »  l  tCOLC 
J  MLVtKCBMIQtlK  .  IftfMCTIVIl  em»IO**AlBt  l»t»  *OST»  IT  lltVHÉU.  »!C 

SI  IVI  DE  NOTES, 
PAR  M.  J.  LIOUVILLE, 

HtMlire  4e  I  Intlilul  .  ArauViuio  des  science*) .  ï>roîe«»eiir  ô  l'École  Polytechnique. 


PARIS. 

CARIUAN-OOELRY  ET  V  DALMONT  , 

IIHAlnK*  DK9  COIlPt  HOT10S   ni  S  PORTS  ET  CHAtSSÉES  HT  DU  MtttS 

(Ju.ii  d»\s  Augustin*,  n°*  39  et  4L 

1840. 


Digitized  by  Google 


RÉSUMÉ 

nts 

LEÇONS  D'ANALYSE, 

DON  X K ES 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


1 


PARIS -IMPRIMERIE  DE  F  AIN  ET  TlIlMU. 
Rue  Racine.  *8.  pr*»  «le  I  Odéon 


i 

"S 


Digitized  by  Google 


RÉSUMÉ       f\  ^ 


LEÇONS  D'ANALYSE 


î>  OSSKKS 


A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE.  ' 


•  '  r 


PAR  M  NAVIER, 

l»t  EClESCEt,  UOHEtEOR  DAWAXTEE  ET  I 
roLTTEr.MNIQI  E  .  IKSPtCTfclB  BHUEIOEfUIftR  BU  FOUT»  ET  CBAOMEEE,  ETC. 


ME  MERE  DE  L'ACADÉMIE  DES  «ClEJICEt ,  PEOPEEEEOR  D'AXAXTtl      t   ne   Utoi;   i    a      r    !  ' 


Sl'IVl  DE  NOTES, 
PAR    M.    J.  LIOUVILLE, 

d*  I  InoMnl  (Aradémio  des  «clcite*  ).  profentear  «  lïrole  Polytechnique 


PARIS. 

CARILIAN  GOEURY  ET  VR  DALMONT . 

LIBRAIRES  DES  CORPS  ROYAl'X    1>ES  PONTS   ET    GRAISSEES  ET  PES  MINE*  , 

Quai  dos  Augustin* ,  nM»  30  et  M . 

1840. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


AVERTISSEMENT 


On  donne  ici  le  texte  des  leçons  de  M.  Navier, 
tel  qu'il  se  trouve  dans  les  feuilles  lithographiées 
distribuées  aux  élèves  de  l'École  polytechnique. 
On  n'a  pas  cru  pouvoir  y  faire  aucun  changement  : 
seulement  on  a  profité  de  quelques  corrections 
ou  additions  laissées  par  M.  Navier  lui-même.  Les 
épreuves  ont  été  revues  en  partie  par  M.  Liouville 
et  en  partie  par  M.  Catalan.  Les  notes  placées  à 
la  Cn  du  volume  sont  de  M.  Liouville.  L'auteur 
aurait  désiré  les  rendre  plus  nombreuses  et  leur 
donner  plus  d'étendue,  mais  ses  occupations  ne 
lui  permettant  pas  de  se  livrer  actuellement  à  ce 
travail ,  il  y  reviendra  plus  tard  et  en  fera  le  sujet 
d'un  supplément  à  l'ouvrage  de  M.  Navier. 


a 


40644S 


I 


Digitized  by  Google 


TABLE 

■ 

DES  MATIÈRES. 


COURS  DE  LA  PREMIÈRE  ANNÉE. 

Pa«*t 

L  Des  fonctions  en  général.  Des  fonctions  dérivées  et  des 

différentielles   1 

H.  Différentiation  des  fonctions  simples  d'une  seule  variable,  iu 

i°  Fonction  y=xm%  m  désignant  nne  constante.  .  i3 

u°  Fonction  logarithmique  j  =  log.  x   18 

3°  Fonction  exponentielle  y  —  a*,  n  désignant  une 

constante   19 

4°  Fonctions  trigonométriques-y:=sin.  x  et      cos.  x.  30 

HI.  Différentiation  des  fonctions  composées  on  fonctions  de 

fonctions  d'nne  seule  variable   ai 

Usage  des  règles  précédentes   a5 

IV.  Différentiation  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 

pendantes  34 

V.  Différentiation  des  fonctions  implicites   41 

VI.  Différentielles  des  divers  ordres  pour  Les  fonctions  d'une 

seule  variable   4^ 

Différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  simples.  54 

VU.       Différentielles  des  divers  ordres  pour  les  fonctions  de 

plusieurs  variables   6a 

VIII      Différentielles  des  divers  ordres  pour  les  fonctions  im- 
plicites  67 

IX.  Changement  de  la  variable  indépendante   2°_ 

1 


Bd  by  Google 


—  VIII  — 

X.  Expression  générale  du  développement  d'une  fonction 

suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  Théorème 

de  Taylor     7$ 

Des  cas  où,  pour  certaines  valeurs  particulières  de  la 
variable,  la  série  de  Taylor  ne  donne  point  le 

développement  de  la  fonction  91 

Valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  la  forme 

indéterminé  -  q5 

o 

XI.  Développement  des  fonctions  simples  d'une  variable.  .  .  101 

i°  Fonction  xm  101 

2°  Fonction  logarithmique  log.  *  10a 

3°  Fonction  exponentielle  a*  107 

4°  Fonctions  trigonométriques  sin.  x  et  cos.  x.  ...  109 

XII.  Relations  qui  existent  entre  les  fonctions  exponentielles 

et  les  fonctions  trigonométriques  112 

Formule  de  Motvre.  Résolution  des  équations  bi- 
nômes 1 16 

Remarques  sur  les  expressions  imaginaires.  Expres- 
sions générales  des  logarithmes  et  des  sinus  et 

cosinus  12$ 

Expressions  des  puissances  du  cosinus  et  du  sinus 
d'un  arc  en  fonction  des  cosinus  ou  des  sinus  des 
arcs  multiples  i35 

XIII.  Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions  de 

plusieurs  variables  i3y 

XIV.  Maxima  et  miniroa  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 

variables  i43 

Cas  où  il  existe  des  relations  entre  les  variables.  .  159 

XV.  Différentielles  de  l'aire  et  de  l'arc  d'une  courbe  plane.  .  164 

XVI.  Du  contact  des  courbes  planes  167 

XVII.  Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes.  Asymptotes.  17a 

XVIII.  Cercle  oscillateur.  Développées  des  courtes  planes.  .  .  .  184 

Développées  192 

Exemples  de  l'application  des  résultats  précédents.  195 

XIX.  Courbes  planes  rapportées  aux  coordonnées  polaires.  .  .  199 

Courbes  nommées  spirales  20? 

XX.  Points  singuliers  des  courbes  planes  209 

XXI.  Plans  tangents  et  normales  aux  surfaces  courbes  2i5 


Digitized  by  Google 


1 


IX  — 

Pat*». 


XXII-    Courbe*  a  double  courbure.  .   ??5 

Plan  oscillateur.  Rayons  de  la  première  courbure  et 

de  la  seconde  courbure  23 1 

Développées  346 

Exemple  de  l'application  des  résultats  précédents.  256 

XXIII.  Intégration  des  fonctions  différentielles  les  plus  simples 

d'une  seule  variable    268 

XXIV.  Intégration  des  fonctions  rationnelles  entières  et  frac- 

tionnaires 281 

XXV.  Intégration  des  fonctions  différentielles  affectées  d'un 

radical  du  second  degré.  Différentielles  binômes.  .  .  .  ao4 
Différentielles  binômes.  3oi 

XXVI.  Intégration  des  fonctions  différentielles  logarithmiques , 

exponentielles  et  circulaires  3o6 

XXVII.  Intégration  par  séries   .  .  .  .  3i4 

XXVIII.  Intégrales  définies  3i8 

XXIX.  Usage  des  intégrales  définies  pour  l'évaluation  des  lon- 

gueurs des  courbes,  des  aires  et  des  volumes  327 

i°  Aires  des  courbes  planes   .  .  .  327 

■x°  Longueurs  des  courbes  planes  336 

3°  Longueurs  des  courbes  à  double  courbure.  .  .  .346 

4°  Volumes  des  solides  de  révolution  347 

5"  Aires  des  surfaces  de  révolution  349 

6°  Volumes  des  solides  d'une  figure  quelconque.  .  .  353 
70  Aires  des  surfaces  d'une  figure  quelconque.  .  .  .  36i 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google' 


TABLE 


DES  MATIÈRES. 


COURS  DE  LA  DEUXIÈME  ANNÉE. 

XXX.  Intégrales  définies.  Différentiation  et  intégration  sons  le 

signe/   i 

XXXI.  Conditions  d'intégrabilité  pour  les  fonctions  différentielles 

du  premier  ordre  à  plusieurs  variables  indépendantes. 
Intégration  de  ces  fonctions  lorsqu'elles  satisfont  aux 
conditions  d'intégrabilité.  .  .   i(> 

XXXII.  Équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  varia- 

bles  a  7 

Équations  différentielles  du  premier  ordre  où  le  coeffi- 
cient différentiel  n'entre  qu'à  la  première  puissance.  36 
Théorème>  des  fonctions  homogènes.  Intégration 

des- équations  homogènes  

Équations  du  premier  ordre  dans  lesquelles  se 
trouvent  la  seconde  puissance  ou  les  puissances 

supérieures  du  coefficient  différentiel  5i 

Solutions  particulières  des  équations  différentielles 
simples  du  premier  ordre  à  deux  variables.  ...  54 
XXXU1.   Équations  différentielles  à  deux  variables  du  second 

ordre  et  des  ordres  supérieurs  70 

Intégration  des  équations  différentielles  les  plus 

simples  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs.  78 
Intégration  des  équations  linéaires  à  deux  varia- 
bles d'un  ordre  quelconque  87 


Digitized  by  Google 


  XII   


XXXIV.  Elimination  des  variables  entre  les  équations  différen- 

tielles simultanées.  Intégration  des  équations  linéai- 
res simultanées  io3 

XXXV.  Intégration  par  séries  des  fonctions  différentielles.  .  .  m 

XXXVI.  Equations  aux  différences  ordinaires  du  premier  ordre 

à  trois  variables  119 

XXXVII.  Équations  aux  différences  partielles  du  premier  ordre.  .  123 

Intégration  des  équations  linéaires  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  i3i 

XXXVIII.  Équations  aux  différences  partielles,  linéaires  et  à 

coefficients  constants,  d'un  ordre  quelconque.  ...  149 
Démonstration  de  la  convergence  des  séries  de  sinus 
d'arcs  multiples ,  exprimant  la  valeur  d'une 
fonction  arbitraire  entre  des  limites  données.  .  166 

XXXIX.  Méthode  des  variations  170 

Des  cas  où  il  existe  des  relations  données  entre  les 

variables   199 

Exemples  de  l'application  du  calcul  des  variations.  2o3 

XL.  Calcul  des  différences  finies   216 

Diffcrentiation  des  fonctions   .  ,       .  22  1 

Sommation  des  suites  2  34 

Intégration  des  équations  aux  différences  finies, 

linéaires  et  à  coefficients  constants  u38 

XLI.         Formules  d'interpolation  243 

Approximation  des  quadratures  2 5'» 

XLII .   Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  sur  une  surface.  .  26 1 

XLIII.  De  la*  courbure  des  surfaces  2<i3 

Des  lignes  de  courbure  27 3 

De  la  surface  lieu  des  centres  de  courbu.'e  283 

Exemple  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure 

et  des.  rayons  de  courbure  288 

XLIV .  Des  surfaces  les  plus  simples  dont  l'équation  aux  différences 

partielles  est  du  premier  ordre   296 

Surfaces  cylindriques  3oi 

Surfaces  coniques  307 

Surfaces  de  révolution   .  3 10 

Surface  gauche  décrite  par  une  ligne  droite  horizon- 
tale, passant  toujours  par  une  même  verticale      .     3 14 


Digitized  by  Google 


  XIII   


NOTKS. 


I .         Sur  la  formule  de  Maclaurin  319 


II.        Sur  les  fractions  qui  se  présentent  sous  la  forme  ~.  .  .  .  3a  1 


ce 


III.  Sur  quelques  intégrales  définies  3q3 

IV.  Sur  l'évaluation  approchée  du  produit  i.a.3  ..x,  lorsque  x 

est  très-grand  33a 

V.  Sur  une  application  singulière  de  la  théorie  des  intégrales 

doubles  à  la  démonstration  d'un  théorème  d'algèbre.  •  •  34o 

VI.  Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  différentielles.  .  345 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


RÉSUMÉ 

DES 

LEÇONS  D'ANALYSE 

DONNÉES 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


I.    DES  FONCTIONS  EN  GÉNÉRAL. 
DES  PONCTIONS  DÉRIVÉES  ET  DES  DIFFÉRENTIELLES. 

* 

1.  L  analyse  algébrique  considère  les  relations  qui 
existent  entre  des  quantités  connues  et  des  quantités  w- 
connues ,  relations  qui  sont  exprimées  par  des  équations. 
Elle  a  pour  objet  principal  de  trouver  les  valeurs  déter- 
minées des  inconnues  qui  satisfont  à  des  équations  don- 
nées. En  général  chaque  inconnue  prend  une  valeur  uni- 
que lorsque  les  équations  sont  du  premier  degré,  ou 
plusieurs  valeurs  différentes  lorsque  les  équations  sont 
d'un  degré  plus  élevé  :  mais  ces  valeurs  sont  toujours 
des  quantités  déterminées  réelles  ou  imaginaires. 

LanaJyse  différentielle  et  intégrale,  et  toutes  les 
parties  des  mathématiques  qui  en  dépendent,  considè- 
rent les  relations  qui  existent  entre  les  quantités  con- 

1 


stantes  (c'est-à-dire4  qUi  conservent  toujours  une  même 
valeur  )  et  les  quantités  variables.  Ces  relations  sont 
toujours  exprimées  ou  censées  exprimées  par  des  équa- 
tions. Mais  le  nombre  des  quantités  appelées  variables 
étant  plus  grand  que  celui  des  équations,  ces  quantités 
peuvent  prendre  une  infinité  de  valeurs  différentes, 
qui  sont  seulement  assujetties  à  satisfaire  aux  équations 
données. 

2.  Admettons  que  la  question  dont  on  s'occupe  com- 
porte n  équations ,  et  qu'il  y  ait  un  nombre  m  de  varia- 
bles plus  grand  que  n.  Gomme  n  équations  ne  peuvent 
déterminer  que  n  inconnues ,  il  y  aura  m — n  variables 
dont  les  valeurs  demeureront  arbitraires.  Mais  quand 
on  aura  fixé  ces  valeurs  à  volonté,  celles  desn  autres 
variables  se  trouveront  entièrement  déterminées.  C'est 
ce  qu'on  exprime  en  disant  que  ces  dernières  variables 
sont  fonctions  des  premières.  En  général  on  distingue 
dans  chaque  question  :  1°  les  variables  indépendantes 
auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  quelconques  ; 
2rt  les  variables  dont  les  valeurs  sont  déterminées  quand 
on  s'est  donné  celles  des  premières ,  et  qui  en  sont  des 
fonctions.  On  peut  choisir  à  volonté  celles  des  variables 
qui  seront  indépendantes;  mais  les  formes  du  calcul 
exigent  que  ce  choix  étant  fait ,  rien  ne  soit  changé  à  cet 
égard  dans  le  cours  de  l'opération  ;  ou  du  moins  un  tel 
changement  exigerait  des  précautions  et  des  transfor- 
mations particulières. 

Pour  fixer  les  idées ,  considérons  deux  variables  x,y, 
entre  lesquelles  il  existe  une  seule  équation.  La  valeur  , 
de  l'une  de  ces  variables .  de  x  par  exemple ,  peut  être 
prise  arbitrairement;  mais  à  celte  valenr  arbitraire  cor-  J 
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respondra  toujours  une  valeur  déterminée  pour^.  Ainsi 
x  sera  la  variable  indépendante  »  et  y  une  fonction  de  x. 

Si  l'on  avait  trois  variables  x,  y,  z,  et  une  seule 
équation  entre  ces  variables,  on  pourrait  regarder  x 
et  y  comme  indépendante!  ,  et  z  serait  fonction  de  x  et 
y.  Mais  s'il  existait  deux  équations  entre  x,  y  et  *,  la 
seule  variable  x  serait  indépendante ,  et  les  variables^  et 
z  seraient  chacune  fonction  de  x. 

Ces  notions  s'étendront  facilement  aux  cas  où  l'on 
aurait  un  plus  grand  nombre  de  variables  et  d'équations. 

3.  On  exprime  qu'une  quantité  y  est  fonction  d'une 
autre  quantité  x  (  c'est-à-dire  que  y  doit  prendre  une 
valeur  déterminée  quand  on  donne  à  x  une  valeur  ar- 
bitraire) en  écrivant 

y  =/(  x  )  ou  y=*V  (x),  etc. 

Lorsque  2  est  fonction  de  deux  variables  x,  y,  on  écrit 

z=f(*iy)  ou  2  =  F(x^); 
et  ainsi  de  suite. 

Une  expression  analytique  formée  d'une  manière 
quelconque  des  variables  x,  y,  z  et  d'autres  quantités 
constantes  s'exprimera  donc  par  F  (xty,  z),  en  sorte 
qu'une  équation  quelconque  entre  les  variables  xfy,  z 
est  représentée  par 

F(x,.r,z)  =  0. 

Si  cette  équation  est  résolue  par  rapport  à  z,  elle 
prendra  la  forme  z=f{x,y). 

4.  Soit  la  relation  donnée, 

.  y=f(*)'< 
admettons  que  l'on  attribue  à  la  variable  indépendante 


x- toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  «jusqu'à +oo  , 
et  considérons  les  valeurs  correspondantes  que  pren- 
dra la  fonction^.  La  géométrie  donne  le  moyen  de  se 
représenter  facilement  la  succession  de  ces  valeurs.  On 
peut  prendre  x  pour  une  abscisse  comptée  à  partir 
d'une  origine  fixe  sur  un  certain  axe ,  et  y  pour  lordon- 
née  correspondante  comptée  sur  un  axe  perpendiculaire 
au  premier.  Les  valeurs  dey  correspondantes  à  celles  de 
x  dans  l'équation  donnée^  =  f  (x)  appartiendront  à  une 
ligne  MN  {fig.  1),  dont  la  figure  indiquera  la  marche 
des  valeurs  dont  il  s'agit.  Il  est  nécessaire  d'avoir  tou- 
jours présent  à  l'esprit ,  non  pas  telle  valeur  particu- 
lière de  x  et  la  valeur  correspondante  de  y,  mais  l'en- 
semble des  videurs  correspondantes  de  ces  deux  variables . 

5.  Parmi  les  propriétés  que  peut  offrir  la  fonction 
y=zf(x),  ou  la  ligne  qui  représente  cette  fonction  ,1a 
plus  remarquable,  celle  qui  est  l'objet  principal  du  cal- 
cul différentiel ,  et  dont  la  considération  se  reproduit 
constamment  dans  toutes  les  applications  de  ce  calcul  à 
la  physique  et  aux  arts ,  est  le  degré  de  rapidité  avec  le- 
quel la  fonction  varie  lorsque  la  variable  indépendante 
x  vient  à  varier.  Ce  degré  de  rapidité  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction,  quand  on  fait  croître  la  variable  , 
peut  différer,  non-seulement  d'une  fonction  à  une  au- 
tre ,  mais  encore  pour  la  même  fonction  ,  suivant  la  va- 
leur attribuée  à  la  variable,  à  partir  de  laquelle  on 
suppose  que  l'accroissement  de  cette  variable  a  lieu. 
Pour  nous  former  des  notions  précises  sur  ce  point , 
attribuons  à  x  une  voleur  déterminée  représentée  par 
OP  ,  à  laquelle  correspondra  une  valeur  également 
déterminée  y=f  (x),  représentée  par  MP.  Supposons 
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ensuite  que  x  augmente  à  partir  de  cette  valeur  d'une 
quantité  quelconque  que  nous  désignerons  par  ûx,  et 
qui  sera  représentée  par  PQ.  La  fonction  variera  en 
conséquence  d'une  certaine  quantité  que  nous  désigne- 
rons également  par     en  sorte  que  Ton  aura 

ou 

V=/(x+Aa:)-/(x). 

La  nouvelle  valeur  affectée  par  la  fonction  y  est  re- 
présentée dans  la  figure  par  NQ,  etNR  représente  ±y  ou 

A  y 

la  variation  subie  par  cette  fonction.  Le  rapport  ~ 

de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable , 
dont  l'expression  est 

A  X  Ajt 

est  représenté  par  la  tangente  trigonoraétrique  de  l'an- 
gle NMR  formé  par  la  sécante  MN  avec  Taxe  des  x. 

A  y 

6.  Il  est  visible  que  le  rapport  ^  est  l'expression 

naturelle  de  la  propriété  dont  nous  avons  parlé,  c est- 
a-dire du  degré  de  rapidité  avec  lequel  la  fonction  y 
croît  quand  on  fait  croître  la  variable  indépendante 
x  ear  plus  la  valeur  de  ce  rapport  sera  grande  , 
plus  l'accroissement  de  la  fonction  sera  considérable 
quand  on  fera  croître  la  variable  de  la  quantité  don- 
née ix.  Mais  il  est  bien  important  de  remarquer 

que  la  valeur  de  —  (  à  l'exception  du  seul  cas  où  la 

ligne  MN  serait  une  ligne  droite)  dépendra  non-seule- 
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ment  de  la  râleur  attribuée  à  xy  c'est-à-dire  du  point  M 

où  Ton  s'est  placé  sur  la  courbe ,  mais  encore  de  la 

grandeur  absolue  attribuée  à  l'accroissement  &x.  Si 

nous  laissions  cet  accroissement  arbitraire  ,  nous  se- 

'  ^  y 

rions  dans  l'impossibilité  d'assigner  au  rapport  —  dont 

il  s'agit  aucune  valeur  précise  ,  et  il  est  absolument  né- 
cessaire d'adopter  une  convention  qui  fasse  disparaître 
à  cet  égard  toute  indécision. 

Supposons  qu'après  avoir  donné  à  ïx  une  valeur  quel- 
conque, à  laquelle  répondra  une  certaine  valeur  pour 
et  une  certaine  direction  de  la  sécante  MN,  on  diminue 
progressivement  la  valeur  de  sxt  en  sorte  que  cet  ac- 
croissement finisse  par  devenir  égal  à  zéro.  L'accroisse- 
ment correspondant  Aj' variera  en  conséquence,  et  tendra 
également  en  général  à  devenir  égal  à  zéro.  Le  point  N 
tendra  à  se  confondre  avec  le  point  M  ,  et  la  sécante  M?i 
à  coïncider  avec  la  tangente  MT  menée  à  la  courbe  au 

point  M.  Quant  au  rapport  ^  des  deux  accroissements, 

il  s'approchera  également  d'une  certaine  limite  ,  qui  est 
représentée  par  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 
TMR  formé  par  la  tangente  MT  avec  l'axe  des  abscisses. 

Si  la  variation  $x  était  négative  et  diminuait 
l'abscisse  x  au  lieu  de  l'augmenter,  on  pourrait  faire 
les  mêmes  remarques.  A  mesure  que  la  valeur  absolue 
de  cette  variation  serait  supposée  plus  petite  et  s'appro- 
chant  davantage  de  zéro,  la  variation  correspondante 
de  l'ordonnée  approcherait  également  de  zéro,  La 
sécante  menée  par  les  deux  points  de  la  courbe  corres- 
pondants aux  abscisses  v  -h  Sx  et  x  tendrait  de  plus  en 
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plus  à  se  confondre  avec  la  tangente  mené*  au  point  M 
correspondant  à  l'abscisse  jc.  Enfin  la  valeur  du  rapport 

^—  des  deux  variations  s'approcherait  indéfiniment  de 

ia  limite  dont  on  a  parlé  cwlessus,  c'est-à-dire  de  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  compris  entre  la 
tangente  de  la  courbe  et  Taxe  des  abscisses. 

7.  On  voit  que  lorsque  l'accroissement  sx ,  et  par  con- 
séquent l'accroissement  correspondant  ,  diminuent 
progressivement  et  tendent  à  devenir  égaux  à  zéro  ,  le 

rapport  —  de  ces  accroissements  s'approche  en  général 
d'une  limite  dont  la  valeor  est  finie  et  déterminée.  Or  la 

valeur  du  rapport  —  correspondante  à  cette  limite  doil 

être  considérée  comme  donnant  la  mesure  véritable  et 
précise  de  la  propriété  dont  il  a  été  question  n"  5  .  c'est- 
à-dire  de  la  rapidité  avec  laquelle  la  fonction  varie  quand 
on  feit  croître  la  variable  indépendante  :  car  il  ne  reste 
dans  l'expression  de  cette  valeur  ri  en  d'arbitraire  ;  elle  ne 
dépend  plus  des  valeurs  absolues  des  deux  accroissements 
44C  et  ày  ,  ni  de  la  figure  de  la  courbe  à  une  certaine 
distance  finje  de  part  et  d'autre  du  point  JVJ.  Elle  dépend 
seulement  de  la  direction  de  la  courbe  en  ce  point,  c'est- 
à-dire  de  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  J'axe  des  ab- 
scisses. Le  rapport,  ainsi  déterminé  ,  exprime  ce  que 
Newton  nommait  Ifjjluxion  de  l'ordonnée.  Quant  à  la  ma- 
nière d'enj^rouver  dans  chaque  cas  particulier  )a  valeur, 
il  est  visible  qu'il  suffit  de  considérer  l'expression  géné- 
rale 

il 

1T  M'  1 


f 
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et  de  voir  quelle  est  la  limite  dont  cette  expression  s'ap- 
proche à  mesure  que  Ax  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  petites  ,  et  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  Cette  limite 
sera  une  certaine  fonction  de  la  variable  indépendante  x, 
dont  la  nature  dépend  de  celle  delà  fonction  donnée  f{x). 

8.  Il  est  nécessaire  de  distinguer  le  cas  où  Ton  regarde 
ainsi  l'accroissement  ax  de  la  variable  indépendante 
comme  s'approcbant  indéfiniment  de  zéro ,  ou  ayant  une 
valeur  indéterminée  plus  petite  que  tout  nombre  donné. 
Cet  accroissement  est  dit  alors  infiniment  petit.  L'ac- 
croissement correspondant  &y  a  aussi  alors  en  général 
une  valeur  plus  petite  que  tout  nombre  donné  ,  ou  infi- 
niment petite  y  dont  le  rapport  avec  ax  est  déterminé. 
Ce  rapport  doit  être  regardé  comme  s'approcbant  indé- 
finiment de  la  limite  dont  il  a  été  question  ci-dessus  ,  ou 
différant  de  cette  limite  d'une  quantité  moindre  que  tout 
nombre  donné. 

La  considération  de  la  limite  dont  il  s'agit  étant  très- 
importante  ,  les  géomètres  lui  ont  affecté  des  dénomina- 
tions et  des  signes  particuliers.  Les  variations  àx  et  A  y 
sont  appelées  en  général  les  différences  de  la  variable  x  et 
de  la  fonction^  ,  parce  qu'on  considère  Ax  comme  la  dif- 
férence de  deux  valeurs  consécutives  de  x ,  et  zy  comme 
la  différence  des  deux  valeurs  correspondantes  de^.  Mais 
si  Ax  et  ày  sont  supposées  infiniment  petites ,  ces  diffé- 
rences sont  alors  appelées  les  différentielles  des  variables 
x  ety  ;  et  pour  distinguer  ce  cas  on  emploie  la  caractéris- 
tique d  à  la  place  de  a  ,  en  écrivant  dx  et  dy.  La  limite 

vers  laquelle  tend  le  rapport  —,  à  mesure  que  ax  dif- 

dr 

fère  de  moins  en  moins  de  zéro ,  est  exprimée  par 
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dy 

La  fonction  de  xqui  donne  la  valeur  de  la  limite  ^  est 

appelée  coefficient  différentiel ,  ou  ,  d'après  Lagrange  , 
fonction  dérivée ,  parce  qu'elle  dérive  de  la  fonction  pri- 
mitive f{x) ,  et  peut  se  déduire  de  cette  fonction  par  des 
érations  déterminées. 
En  considérant  sous  ce  dernier  point  de  vue  la  limite 
dont  il  s'agit,  Lagrange  représente  la  fonction  dérivée  de 
y  ou  f(x)  par  y  ou  par  f  [x] ,  notations  qui  sont  fré-  . 
quemment  employées  par  les  géomètres. 

9.  Remarquons  que  la  distance  NR,  qui  représente  la 
différence  Ap,  est  composée  de  deux  parties  TR  et  NT , 
qui  toutes  deux  tendent  à  devenir  nulles  quand  A  x  ap-  / 

proche  d'être  égal  à  zéro.  Comme  l'angle  TJCR  a  pour 

iy  dy 

tangente  trigonométrique  la  limite  de  —,  ou  ~  ,  on 

a  TR  =^ai.  Quant  à  la  ligne  NT,  puisqu'elle  de- 
vient nulle  en  même  temps  que  bx ,  on  peut  la  représen- 
ter en  général  par  wi-r ,  *»  désignant  une  fonction  de  x  et 
de  ix.  Nous  écrirons  donc  généralement 

Tant  que  les  accroissements  àx  et  ùy  conserveront  des 

valeurs  subsistantes ,  aussi  petites  qu'on  le  voudra  ,  la 

quantité  w  conservera  elle-même  une  valeur  semblable  ; 

mai*  si  l'on  pose  ax=0  ,  on  aura  w=0 ,  puisque  ,  dans 

à  y  dy 
cette  hypothèse ,  le  rapport  ~  devient  égal  à 

Si  donc  qn  veut  indiquer  que  l'on  considère  ,  non  pas 

â  y 

la  valeur  véritable  du  rapport  —  ,  mais  la  limi'e  vers 
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laquelle  tend  cette  valeur  lorsque  et  &y  tendent  à  de- 
venir égaux  à  zéro ,  ce  que  l'on  fait,  comme  on  la  dit  ci* 
dessus  ,  en  remplaçant  s x  par  dx  et  ly  par  dy ,  il  faudra 

dy 

supposer  h  nulle  ,  et  écrire  simplement  dy  ss  ~^dx. 

C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  différentielle  de 
la  fonction  y  est  égale  au  produit  de  la  différentielle  dx 

dy 

de  la  variable  indépendante  par  la  limite^  du  rapport 

ùy 

—  des  différences  correspondantes  des  deux  variables  ; 

dy 

et  c'est  par  cette  raison  que  cette  limite  ^  est  nommée 

coefficient  différentiel.  Le  principe  dont  il  s'agit  est  mis 
en  évidence  par  la  nature  de  la  notation  que  nous  pré- 
sentons ici  et  que  les  géomètres  ont  généralement  adop- 
tée d'après  Leibnitz. 

10.  En  résumant  les  notions  précédentes  et  considé- 
rant une  fonction  quelconque  y  d'une  seule  variable  in- 
dépendante jr,  on  doit  se  représenter  la  variable  x  comme 
croissant  progressivement  depuis  —  «jusqu'à  -f  oc,  et  pre- 
nant successivement  des  valeurs  dont  chacune  surpasse  la 
précédente  de  la  quantité  dx  supposée  infiniment  petite, 
c'est-à-dire  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée.  Cette 
quantité  dx ,  exprimant  la  différence  de  deux  valeurs 
consécutives  de  x,  peut  être  supposée  à  volonté  constante 
ou  variable  dans  toute  l'étendue  de  La  série.  Mais  quand 
il  s'agit  d'une  variable  indépendante  ,  il  est  plus  simple  , 
et  dans  l'esprit  du  calcul  différentiel ,  de  supposer  lâ  dif- 
férentielle dx  constante,  A  mesure  que  Top  passe  ainsi 
d'une  valeur  a  de  x  à  une  autre  valeur  A,  par  un  nombre 
infini  de  termes  intermédiaires  séparés  par  l'intervalle 
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constant  dx ,  on  passe  également  de  la  valeur  b  de  la 
fonction  y,  correspondante  à  la  valeur  a  dex,  à  la  valeur 
B  correspondante  à  la  valeur  A.  Chaque  fois  que  x  croît 
delà  différentielle  dx,  y  varie  de  la  différentielle  corres- 
pondante dy,  qui  peut  être  positive  ou  négative.  Nous  re- 
gardons la  différentielle  dx  ,  qui  est  arbitraire»  comme 
constante  ,  et  nous  lui  attribuons  toujours  la  même  va- 
leur, quelle  que  soit  x.  Mais  xetdx  étant  données  ,  dy 
dépendra  de  la  nature  de  la  fonction.  On  connaîtra  cette 
dernière  différentielle  quand  on  aura  déterminé,  enfonc- 
er 

tion  de  la  variable  x," l'expression  de  la  limite      du  rap- 

ày        m  d  y 

port       ,  puisque  1  on  a  toujours  dy  =  — ~  d  x.  Cette 

d  y 

limite^  exprime  et  mesure  la  rapidité  avec  laquelle  la 

valeur  de  la  fonction  varie  dans  les  diverses  parties  de  son 
cours ,  à  mesure  que  la  variable  varie  elle-même. 

1 1 .  Nous  n'ajouterons  ici  qu'une  remarque  dont  l'évi- 
dence est  bien  frappante.  C'est  que  les  différentielles  in- 
diquées ci-dessus  par  dx  et  dy  représentent  toujours 
des  quantités  de  même  nature  que  les  quantités  repré- 
sentées par  les  variables  x  ety.  Ainsi  dans  la  géométrie, 
lorsque  x  représente  une  ligne,  une  aire,  un  volume, 
\a  différentielle  dx  représente  elle-même  une  ligne ,  une 
*we  ou  un  volume.  Les  différentielles  sont  des  quantités 
censées  plus  petites  que  toute  grandeur  donnée;  mais 
cette  hypothèse  n'altère  pointla  nature  de  ces  quantités  : 
dx  et  ày  sont  toujours  homogènes  avec  x  et  y,  c'est-à- 
dire  présentent  toujours  le  même  nombre  de  dimensions 
de  l'unité  au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  de  ces  varia- 
bles sont  exprimées.  ^ 
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II.  DIFFÊRENTIATION   DES   FONCTIONS  SIMPLES  D  UNE 

SEULE  VARIABLE. 

12.  Diffêrentier  une  fonction,  que  nous  désignons 
toujours  par 

.r =/(*), 

c'est  chercher  l'expression  de  sa  différentielle  dy,  ou  de 
la  variation  infiniment  petite  que  subira  j-  lorsque  la  va- 
riable indépendante  x  croîtra  de  sa  différentielle  dx. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  précédent,  cette 
recherche  se  réduit  à  considérer  le  rapport 

*y  A*) 

AX  AX  ' 

dy 

et  à  déterminer  la  limite  -f-  ,  dont  la  valeur  de  ce  rap- 

port  «  approche  indéfiniment  à  mesure  que  ax  approche 
de  devenir  égale  à  zéro.  On  aura  en  effet  pour  la  diffé- 
rentielle cherchée 

Or  il  existe  dans  l'analyse  un  petit  nombre  de  fonctions 
simples  ou  élémentaires  pour  lesquelles  l'expression  de 
la  limite  dont  il  s'agit  exige  une  recherche  spéciale. 
Quand  on  l'aura  effectuée  pour  ces  fonctions ,  une  fonc- 
tion quelconque,  qui  sera  toujours  composée  des  pre- 
mières, ne  présentera  plus  de  difficultés. 

13.  Ces  fonctions  simples  sont:l°  la  fonction  x", 
c'est-à-dire  la  variable  élevée  à  une  puissance  marquée 
par  l'exposant  m,  qui  peut  représenter  tout  nombre 
constant  entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  négatif. 
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2»  La  fonction  logarithmique  ,  ou  log.  x.  Oh  sait  que 
on  entend  par  log.  x  l'exposant  île  la  puissance  à  la- 
quelle on  doit  élever  un  certain  nombre  constant,  appelé 
la  base  du  système  ,  pour  obtenir  le  nombre  x  ;  en  sorte 
que  a  désignant  cette  base,  on  a  aloBa  ==x.  Par  consé- 
quent ,  en  donnant  la  fonction  log.  x  ,  il  faut  toujours 
donner  la  base  a  du  système  auquel  appartient  le  loga- 
rithme. 

3°  La  fonction  exponentielle  a",  dans  laquelle  la  va- 
riable est  l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  un  nombre 
constant  doit  être  élevé. 

U?  Les  fonctions  trigonométriques  sin .  xet  cos.  x,  dans 
lesquelles  x  désigne  un  arc  quelconque  compté  d'une 
origine  fixe  sur  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon 
est  égal  À  l'unité. 

Nous  allons  considérer  successivement  ces  diverses 
fonctions. 

* 

i«  Fonction  jrxzbc*  ,  m  désignant  une  constante. 

11».  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'exposant  m  est 
un  nombre  entier  positif.  Il  est  très-facile  alors  de  trou-  , 
ver  la  différentielle  de  la  fonction  y.  La  formule  générale, 
rappelée  n°  12,  donne 

(  x+bx)n  —xm 

bx 

ou  en  développant  le  terme  {x+*x)m  par  la  formule  du 
binômt  de  Newton,  qui  est  démontrée  dans  les  éléments 
d  algèbre  pour  le  cas  de  l'exposant  m  entier  et  positif, 

g*.,*-.  +  ?±!=v      m(m-1  y -*>  ^  ixy+  

J<*  2  2.3 
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Or,  quand  Ar  tend  k  devenir  nulle,  tous  les  termes 
second  membre  tendent  également  à  devenir  nuls ,  & 

l'exception  du  premier.  La  limite  du  rapport  ,  c  est- 
à-dire  le  coefficient  différentiel  ou  la  fonction  dérivée  de 


est  donc 


et  Ton  a  par  conséquent ,  pour  la  différentielle  de  cette 
fonction , 

dy  =  mxm~l.  dx. 

15.  Cette  formule  donne  également  l'expression  de  la 
différentielle  demandée ,  quelle  que  soit  la  constante  m. 
Pour  le  démontrer ,  observons  que  Ton  a  (  x-hfcr  )m  =re 

/       &X\ m  &Y 

—  j  »  d'où  il  suit  que  la  quantité  ~  peut  être 
fnise  sous  la  forme 

ÏX  IX 
X 

A  X 

Soit  fait  pour  abréger  —  =  7.  On  voit  qu'il  s'agit  de 

x 

trouver  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  le  rap- 
(  1*4*2  )m  ——1 

port  lorsque  la  quantité  «  tend  à  devenir  égale 

à  zéro.  Or,  a  étant  supposée  infiniment  petite ,  on  peut 
écrire  évidemment 


'h 

n 

deviendrait  nulle  en  même  temps  que  «.  L'expression 
précédente  de  ~  devient  alors 


■ 
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eu  sorte  que  tout  se  réduit  à  trouver  la  limite  du  rap- 
t 

port  -. 

a 

16.  Pour  y  parvenir,  considérons  l'éxpression 

i 

<  «+«)" 

■ 

et  proposons-nous  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 
sa  valeur  lorsque  a  tend  à  devenir  égale  à  zéro.  «  étant 
regardée  comme  pouvant  prendre  une  valeur  quelconque, 
pourvu  qu  élle  soit  plus  petite  que  toute  grandeur  don- 
née ,  on  peut  écrire  a  =  -î ,  en  désignant  par  i  un  nombre 

entier  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  L'expression 
dont  il  s'agit  devient  alors  » 


<•♦'.>• 

et  en  la  développant  par  la  règle  du  binôme ,  on  a 
ou,  ce  qui  est  la  même  ebose  , 

■+o-«*v+HM^  ,A„;A  ")'~- 

9 

Mais  quand  on  suppose  que  i  augmente  indéfiniment , 
les  numérateurs  de  chacun  des  termes  de  ce  développe- 
ment tendent  tous  à  devenir  égaux  à  l'unité.  D'où  l'on 
conclut  que  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  l'ex- 
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1 

pression  proposée  lorsque  a  tend  à  devenir  nulle, 

est  exprimée  par  la  série 

Cette  série  est  évidemment  convergente,  c'est-à-dire 
qu'en  prenant  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus 
grand ,  les  résultats  approcheront  continuellement  d'un 
certain  nombre  irrationnel  qui  ne  sera  pas  dépassé.  En 
effet ,  tous  les  termes  étant  positifs ,  leur  somme  aug- 
mente progressivement  à  mesure  que  l'on  en  prend  un 
plus  grand  nombre ,  et  l'on  distingue  facilement  deux 
limites  entra  lesquelles  cette  somme  est  comprise.  Sa 
valeur  est  plus  grande  que  2,  et  plus  petite  que  2  aug- 

ii  ,     ,   .  1111, 

mente  de  la  progression  géométrique  g^i^g^ïë  "etc* 

La  somme  de  cette  dernière  progression  étant  égale  à 
l'unité  quand  on  la  suppose  prolongée  à  l'infini ,  on  voit 
que  la  valeur  de  la  série  est  comprise  entre  2  et  3.  Le 
calcul  en  est  facile ,  -et  en  se  bornant  à  six  décimales  on 
trouve 

Ce  nombre  étant  d'un  grand  usage  dans  J'analyse,  les 

géomètres  le  représentent  par  la  lettre  e. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  l'expression 
i 

—  ♦ 
(l*f  2)*  a  pour  limite,  lorsque  a  tend  à  devenir  égaleà  zéro, 

un  certain  nombre  représenté  par  <?,  dont  l'expression 

est 
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et  l'on  peut  remarquer  que  cette  proposition  subsiste 
également  lorsque  a  est  négatif.  Car  on  peut  écrire 

«désignant  une  quantité  infiniment  petite  qui  devient 
nulle  en  même  temps  que  ;  d'où  Ton  tire 

i  i 

(l-*f  *=  (1+07  (*+«): 

la  limite  du  second  membre  étant  le  nombre  e ,  ce  nom- 
bre est  également  la  limite  du  premier  membre. 

17-  Cela  posé,  revenons  à  l'équation  écrite  n°  15 

(!+«)•»=  1+6. 

En  prenant  des  deux  parts ,  dans  un  système  quelconque, 
le  logarithme ,  il  viendra 

log.  ft+6) 

mlog.(l+«)=log.(l+6),     d'où  1^.(1+a)=^. 

Mais  en  supposant  a  et  6  infiniment  petits,  on  a  à  la  limite 

i  i 

et  par  conséquent  •>  * 

hog.(l^)==log.e,  îlog.(l+€)=log.e,  d'où'g^-^  1 
Donc 

—   —    M.  »  , 

a 

Ainsi  Ton  trouve  en  général  pour  le  coefficient  difléren- 
tiel  ^  l'expression 

i 

y 
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qui  avait  été  obtenue  dans  le  n°  H  pour  le  cas  de  l'expo- 
sant m  entier  et  positif,  et  d'où  Ton  conclut 

</(r)=wj*-',  dx. 

* 

18.  Nous  remarquerons  deux  cas  particuliers,  qui  se 
présentent  fréquemment  et  que  l'on  doit  avoir  présents 

à  la  mémoire.  1° Lorsque  m=^la  formule  précédente 
donne 

«  v—  7  dx 

dV~x=d{x%)  = 


2^x' 


2o  Lorsque  m  =  —  1 ,  elle  donne 

1  dx 

i*  Fonction  logarithmique^  =log.  x. 
19.  La  formule  générale  du  no  12  donne 

logYl  +  —  ^ 

tyy     iog.  (j+Ax)  — log.x  _    °  V      x  J 

àx  AX  A  X 

Mais  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  16 ,  on  a  ,  lorsque  Ax  de- 

/      Ax\  &x. 
vient  extrêmement  petit,  log.  (  1+— j=— log.  e. 


Donc 


dv      1  dx . 

£=-log.e,      et  ^«-k*.. 


20. 'Le logarithme  est  supposé  pris  dans  un  système 
quelconque  ;  si  on  le  prend  dans  le  système  dont  la  base 
est  le  nombre  e ,  log.  'eetk,  et  Ion  a  simplement 


dx 

d  .  log.  x  =  — . 


x 
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Ce  dernier  système  est  celui  des  logarithmes  appelés 
ou  hyperboliques  ,  ou  népériens ,  du  nom  de  Neper , 
inventeur  des  logarithmes,  et  qui  sont  généralement  em- 
ployés dans  l'analyse.  Nous  les  désignerons  simplement 
par  la  caractéristique  / ,  afin  de  les  distinguer  des  loga- 
rithmes pris  dans  un  système  quelconque  qui  seront  dé- 
signés par  la  caractéristique  log.  Ainsi  l'on  aura 

d.loç.x  log.e       ^       d.lx   i 

dx  x  dx  x 


3°  Fonction  exponentielle/-^*,  a  désignant  une  constante. 
21.  Nous  avons  ici ,  d'après  la  formule  du  n°  12  , 

à  y  _  a^^—a*      aA'—i  ^ 

ÛJ  Ax  àx 

Soit  {ait  &r=x;  nous  pourrons  écrire 

€  étant  considéré ,  aussi  bien  que  « ,  comme  une  quan- 
tité qui  peut  approcher  indéfiniment  de  zéro.  Donc 

—  =  —  a*  ; 

Ax  a 

et  il  s'agit  de  connaître  la  limite  vers  laquelle  tend  le 

rapport  -  lorsque  a  et  6  tendent  à  devenir  nulles.  Pre- 
nant des  deux  parts ,  dans  un  système  quelconque  ,  les 
logarithmes  dans  l'équation 

a*=l+Ô, 

on  a 

alog.a  =  log.  (1+6), 
et  par  conséquent 

«.  log.(l+6) 
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Or,  d'après  le  n°  17,  la  limite  de  est  [0g  e. 

Donc  à  la  limite 

€  log.g 

«Toù  l'on  conclut 

d*  =  p±.a.,      et  d.a.J%±.a-dx. 
dx      log.  c  log.  e 

22.  Si  les  logarithmes  sont  hyperboliques  ou  népé- 
riens, log.  e=l,  et  Ton  a  simplement 

d.am  =  la.a'dx. 

Donc  lorsque  la  constante  a=e  (i/o/ez  ci-dessus  n°  16), 

d  .em  =  e*dx, 

La  fonction  em  se  reproduit  par  différentiation,  le  coef- 
ficient diflérientiel  ou  la  fonction  dérivée  ne  différant 
point  de  la  fonction  elle-même. 

Au  reste  ,  on  verra  ,  n°  35 ,  que  la  différentielle  de  a* 
peut  se  déduire  immédiatement  de  celle  de  log.  x. 

4e  Fonctions  trigonométricjues =  sin.  x  tijr  =  cos.  x. 

23.  En  posant 

y=z  sin.x 

nous  aurons 

by      sin(x-HAJr) — sin.x  sin.^Âx 
àx  ~  ;  àx 


lorsque  ax  approche  indéfiniment  de  zéro ,  le  rapport 
de  sin.  7  à  x  à  lare  7  Ax  tend  vers  l'unité,  qui  est  sa  li- 
mite :  la  limite  de  7^  est  donc 

àx 

dy 

-f-  =  cos.  x  ; 
«  dx 
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tfoù  Ion  conclut  que 

d.  sin  x  =.  cos.  x  .  dx. 


De  même  en  posant 

y  =  cos.  x , 

on  a 

Ar      cos. {x+ix)  —  cos. x         sin.  [Sx  .    /       1  \ 

—  =  =  —  sin .  I  x  +  -  A  x  ) , 

àx  Ax  ;ax        V      2  / 

dont  la  limite  est  # 

^=  —  sin.x;      d'où     <f.cos.x  = — sin.x</x. 
dx 


Ainsi  \a  fonction  dérivée  de  sin.  x  est  cos.  x  ;  et  récipro- 
quement ,  la  fonction  dérivée  de  cos.  x  est  sin.  x  ,  mais 

pris  avec  le  signe  — . 

D'ailleurs,  la  différentielle  de  sin'.  x  étant  connue,  on 

en  déduit  immédiatement  celle  de  cos.  x.  C'est  ce  qu'on 

verra  au  n<>  33. 

III.    DIFFERE  NTIATION   DES    FONCTIONS    COMPOSÉES  OU 
FONCTIONS  DE  FONCTIONS  D'rJNE  SEULE  VARIABLE. 

2%.  Les  fonctions  dont  on  vient  de  s'occuper  doivent 
ttre  regardées  comme  les  éléments  simples  dans  lesquels 
h  résolvent  toutes  les  expressions  de  l'analyse  (du  moins 
tant  que  l'on  ne  considère  pas  la  partie  de  cette  science  , 
qui  tst  du  ressort  du  calcul  intégral  ).  En  effet ,  toute 
format  est  composée  des  fonctions  dont  il  s  agit ,  com- 
binées  entre  elles  ,  soit  par  le  moyen  des  signes  qui  in- 
diquent les  opérations  ordinaires  de  l'algèbre ,  soit  par 
l'usage  des  caractéristiques  log. ,  sin. ,  cos. ,  que  Von  peut 
regarder  comme  indiquant  d'autres  opérations  plus  corn- 


pliquées  ,  et  dont  l'exécution  a  été  facilitée  par  la 
struction  des  tables.  La  recherche  directe  de  l'expression 
de  la  différentielle  des  trois  fonctions  x",  log.  x  et 
sin.  x ,  a  dû  nous  occuper  d'abord  :  on  peut  y  ramener 
la  détermination  .des  deux  quantités  d.  a*t  d.  cos.  x  que 
nous  avons  obtenues  tout  à  l'heure  par  des  procédés  par- 
ticuliers. A  l'égard  des  autres  fonctions  plus  composées , 
il  existe  des  règles  faciles ,  par  le  moyen  desquelles  on 
réduit  la  recherche  de  leur  différentielle  à  la  recherche 
de  la  différentielle  d'une  fonction  plus  simple  contenue 
dans  la  première.  En  appliquant  ces  règles ,  on  parvient 
progressivement  aux  derniers  éléments  dans  lesquels  la 
fonction  proposée  peut  se  résoudre,  et  qui  se  trouvent 
toujours  (en  exceptant  certaines  expressions  dont  on 
s'occupera  en  traitant  du  calcul  intégral  )  l'une  des  fonc- 
tions simples  qui  ont  été  le  sujet  de  l'article  précédent. 
Sachant  donc  differentier  ces  fonctions ,  on  sait  égale- 
ment diff'érentier  toutes  les  autres. 

Pour  faire  connaître  les  règles  dont  on  vient  de  parler, 
soit  en  premier  lieu 

p  désignant  une  fonction  quelconque  de  x.  Il  s'agit 
d'avoir  la  différentielle  de  la  variable j',  qui  est  ici  ce  que 
l'ou  nomme  une  fonction  de  fonction  de  la  variable  in- 
dépendante x  ;  c'est  à-dire  la  variation  infiniment  petite 
que  subit  y  lorsque  x  augmente  de  la  quantité  infini- 
ment petite  dx.  En  revenant  toujours  au  principe  énoncé 
n°12,  et  désignant  par  a*/  l'accroissement  de  la  fonction  *> 
correspondant  à  l'accroissement  Lx  de  x  ,  on  aura 

\  — —  ■■->■■ 
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«fui  peul  s'écrire 

*r  __/(*m^)— y»  ^ 

Supposant  ensuite  que  4x  s  approche  indéfiniment  de 
zéro,  on  devra  à  la  limite  remplacer  ~  par  ~,  et 
./Ï"+*Q— /(*)       dy  _ 

 T»  P31"  7Ï' Dooc   

dy      dy    dv  dy    du  ' 

dx~T»'dï>    dou    dy  =  T»  Tx  ** 


ii  le  coefficient  différentiel  demandé  s'obtient 

dx 

ici  en  prenant  d'abord  le  coeificient  difierentiel  — 

du 9 

comme  si  f  désignait  une  varial)Ie  indépendante ,  puis 

multipliant  par         qui  est  le  coefficient  différentiel 

de  la  fonction  *>  pris  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante x. 

a  j    dv  ,  >       dy  d  u 

A  cause  de  —  dx-^dv,  1  équation  rf^  =     .  —  .  r/x 

revient  à  celle-ci  rfp  =  £  du  dont  la  forme  est  la  même 

que  si  fêtait  la  variable  indépendante.  En  posant,  par 
exemple  ,  jr=v"  ,  et  se  rappelant  la  formule  du  n*  17, 
on  en  conclut  que  d(um)  =z  mi>»-*d\>,  quelle  que  soit  la 
fonction  u. 

25.  Si  l'on  avait 

■ 

p  étant  fonction  de  u  et  u  fonction  de  x,  on  aurait 
d'abord ,  d'après  la  règle  précédente ,  ^  ==  ^  Mais 
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dp       d  p  (1  v 
d'après  cette  même  règle  ^  =  ~^        :  donc 

dy     ^  ct   ^      4y  dP  dv 

dx      dp  dvdx9  dp  dv  dx 

Et  ainsi  de  suite. 

26.  Soit  en  second  lieu 

u  et  v  désignant  deux  variables  qui  sont  elles-mêmes 
des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x  :  il  s  agit 

dy 

toujours  de  trouver  le  coefficient  différientiel  -j^.  Remar- 
quons que  la  différence  Ay  ou  f{u+&u,v+lv) — f\utv) 
de  la  fonction  proposée  est  identiquement  égale  à 

f(u+Au,v)  —f(u,v)  +f{u+Au,v+Av)  — f{u+Au,v). 
Donc 

by     f{u+iutv)—f{u,v)    f  (//-h*  u ,  tH- A  f  ) — f{u+ Au,  f  ) 

Quant  à  la  limite  vers  laquelle  tend  cette  expression  lors- 
que àx  tend  à  devenir  égale  à  zéro ,  celle  du  premier 

terme  est  évidemment,  d'après  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus, 
dy  du 

-r-  -j- .  La  limite  du  second  terme ,  si  Au  était  con- 
du  dx 

.  d.JXu+bu^v)  dv 
stante  ,  serait  ^  ^  :  mais  comme  devient 

nulle  en  même  temps  que  ax,  cette  dernière  quantité 

ne  diffère  point  de  — j  j— ,  ou—-—.    Do  près 

^  .  >     »?     «j:  dx  r 

cela 

dy     dy  du     dy  dv  / dy  du     dy  dv\, 

-t-  =  -t"  -7-  +  -7-  -7-1    et    dy  =  [  -r-  -7-  4-  -r*  -7-  I  ^j:. 

On  voit  donc  que  le  coefficient  différentiel  demande 
s'obtient  en  prenant  successivement  les  coefficients  diffe- 
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rentiels  par  rapport  aux  deux  fonctions  u  et  v ,  c'est-à- 
dire  en  regardant  successivement  u  seule  comme  varia- 
ble ,  et  v  seule  comme  variable,  et  ajoutant  les  résultats. 

27.  Si  l'on  avait 

y  =/(*,!<,  „), 

les  trois  variables  t ,  u ,  v  étant  des  fonctions  de  la  va- 
riable indépendante  x ,  une  méthode  semblable  (*)  con- 
duirait à  l'expression 

dy      dy  dt     dy  du     dy  dv 

dx      dt  dx     du  dx     dv  dx  ' 

dt  »  »      -  ■  * 

ou 

Vit  dx    du  dx     dv  dx) 

et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de 
fonctions  dépendantes  de  la  variable  x. 

Usage  des  règles  précédentes. 

28.  Les  seules  règles  qui  viennent  d'être  exposées , 
réunies  aux  résultats  présentés  dans  l'article  II ,  suffisent 
pour  trouver  la  différentielle  d'une  expression  analy- 
tique quelconque.  Nous  ajoulerous  ici  quelques  remar- 
ques propres  à  faciliter  ce  genre  d'opérations. 

Lorsque  la  fonction  est  composée  d'une  autre  fonction 
combinée  avec  une  constante  par  addition  ,  soustraction 
o\i  multiplication ,  la  notion  seule  de  la  différentielle 
suffit  pour  indiquer  le  résultat.  Ainsi 

y  =  a  -f  v       donne       dy  =  dv 
y  =  a  —  v  dy  = — dv 

y  =  av  dy  =  adv. 


O  II  faudrait  observer  alors  qnc  la  di  (1er  en  ce  d^est  identiquement 
égale  a  /(<  +  àt,uf*>)  —  /(i,*,*)  +  /(f  +  Af.w+Ai*,*')  —f(t+M,n,v)  + 
/ [t  JJ_  A/, m       Au, v  +  A»')  —  /(/+  st,u  +  Au ,.•  ). 
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On  a  déjà  vu  (nD2fc)  que 

d{vm)=  m^"'.  dv}  ! 

m  étant  une  constante  quelconque. 

29.  Lorsque  la  fonction  est  composée  de  plusieurs 
fonctions  ajoutées  entre  elles,  multipliées  ou  divisées 
les  unes  par  les  autres ,  le  résultat  se  déduit  de  la  règle 
des  n°*  26  et  27.  Désignant  toujours  par  t,  u,  u  des  fonc- 
tions de  la  variable  indépendante  x, 

y  =  u+v  donne     dy  =  du+di> 

y  —  uv  dp  z=vdu+udv 

y  =  tuv  dy  =  uvdt*h  tvdu  tudv 

u  .      du      udt>     vdu — udv 

v 


La   dernière  expression  s'obtient  en  observant  que 

d.- =  d.ir-*=  r. 

v  V 

Si  Ton  veut  que  la  différentielle  djr  soit  exprimée  au 

moyen  de  la  différentielle  dx  de  la  variable  indépen- 

dt  du 

dante ,  on  remplacera  dt ,  du  et  dv  par  —  dx ,  —  dx,  et 

dv  _ 
—  dx. 
dv 

m  m  t  t  V 

30.  Nous  considérerons  maintenant  les  combinaisons 
les  plus  simples  auxquelles  donne  lieu  l'usage  des  fonc- 
tions logarithmiques,  exponentielles  et  trigonométri- 
ques ,  que  les  géomètres  appellent  communément  Jonc- 
tions transcendantes. 

La  marche  à  suivre  pour  obtenir  la  différentielle  con- 
siste toujours  à  mettre  la  fonction  proposée  sous  des 
formes  semblables  à  celles  des  fonctions  générales  qui 
ont  été  considérées  dans  les  n°*  2fc  et  suivants ,  c'esl-à- 
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dite  à  distinguer  les  quantités  que  I  on  regardera  comme 
fonctions  les  unes  des  autres,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne 
aux  fonctions  les  plus  simples.  Soit 

y  =  l(ix). 
Cette  formule  revient  à 

y  =  lv  y    et  1  on  a    v  =£=  Ix. 

Donc ,  d  après  les  n°*  20  et  24- , 

dy  _  1       <fr  _  1 

d'où 

<T        1  ,  dx 

dy  = 


rfx      a: .  ix  x .  /x 

31.  Soit 


y  =  aha 


qui  revient  a 

y  =  a',    en  posant    v  =  b*. 

D  après  les  nM  23  et  24 ,  on  aura  donc 
dx  =  Ua*>     dx-  =  WbM> 

ou 

dy 

-j-  =  la.lb.a*.b>)    et  dy^la.lb.ak'.b'.dx. 


dx 

32.  Soit  encore 


s 

*  et  v  désignant  deux  fonctions  de  la  variable  indépen- 
dante x.  Appliquant  la  règle  du  n°  26,  c  est-à-dire  dif- 
férenciant successivement  par  rapport  à  u  seule  et  par 

rapport  à  y  seule  ,  on  aura  ~  =  vu9-1 ,  ~  =  lu.  u*. 

du  ds> 

Donc ,  en  ajoutant  les  résultats 


dy  =  w(^du  +  lu  €lS^. 


33.  Soitjr=rsin.(x-|-  7*),  «désignant  la  demi-circonfé- 
rence du  cercle  dont  le  rayon  est  1  :  en  posant  y=x+7ir, 
on  aura 

dy  dv  M 

d  où  résulte 

=  cos.  (x*f  *  tt)  3= — sin.  x,  et  dy  =  —  sin.  xox* 

Or,  le  sinus  de  x+Ttr  est  égal  à  cos.  x.  Nous  retombons 
donc  sur  la  formule  déjà  démontrée 

d.  cos .  x  =  —  si  n .  xdx . 

On  trouve  ensuite  pour 

sin.  x  dx 

y  =  tang.  x  =  ,   — 

°         cos.  jt  cos.  x 

cos.  x  ,  rfx 

y  =  cot.  x  =   .  <(x  =  : — r — 

sin.  x  sin.\z- 

1              ,       sin .  x .  dx 
y  =  sec.  x  =   dy  =  ;  

COS.X  COS.  JC 

1  ,  cos.  x.  dx 

y=  cosec.  x=  -   a^  =  : — -— . 

sin.x  sin.x 

Zh.  En  supposant 

.                    _      rf.sin.jr*      cos.x  dx 
ty  =  fsin.x,  ona  rf/  =  -  =  dx  = 


sin.x       sin.x  tang.j? 

d.cos.x         sin.x  da* 

y  =  /cos.  x         «r  =  =  dx  = —  . 

cos.x  cos.x  cot.x 

35.  Les  géomètres  appellent  fonction  inverse  de  la 
fonction  f{y)  la  fonction  de  u,  que  l'on  obtient  en  résol- 
vant par  rapport  à  \>  1  équation  u=f  (v).  Ainsi  la  fonc- 
tion arc.  sin.  x  est  inverse  de  la  fonction  sin.  x.  On  ob- 
tient facilement  la  différentielle  de  la  fonction  inverso 
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quand  on  connaît  celle  de  la  fonction.  En  effet ,  sup- 
posons 

y  =  arc.sin.  x, 

et  proposons-nous  de  trouver  la  différentielle  dy.  On  a 
donc 

x  =  sin.^; 

et  prenant  les  coefficients  différentiels  de  part  et  d'au- 
tre (*) ,  en  regardant  dans  le  second  nombre  y 
une  fonction  de  x,  et  appliquant  la  règle  du  n°  24- 

dr 

t=cos.r.^. 

On  en  déduit 

dy        i  1 


dx     cos.  y      J/j  x* 

  *   *  • 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  autres  fonc- 
tions trigonomé  triques,  ou  trouve 

dx                                 dx  dx 
a  aic.eo5.x=s — darc.cot.x=—  ;     c^.arc.coséc  x=  .  


dx  dx 
d . arc.  sin.  x  =   = ,    J.arc.tang.  x  =  — - - ,    d  .  arc.  séc.  x  =s- 


(*)  Quand  deux  fonctions  f  (x) ,  F  {x),  sont  égales  entre  elles, 
soit  -pour  tontes  les  valeurs  de  x,  soit  dans  une  certaine  étendue  des 
valeurs  de  cette  variable  »  leurs  dérivées  (  et  par  suite  leurs  différen- 
tielles) sont  aussi  égales  entre  elles  dans  cette  même  étendue, 
puisque  des  deux  équations 

/(x)=F(x),  /(x+Ax)=F(x+Ax), 

on  tire 

/(x+Ax)  —  /(x)       F(x+ax)  —  F(x) 

AX  AX  ' 

d'où  résulte ,  en  passant  à  la  limite,  /'(x)=F'(x),Ct  Q  ,  F ,  D. 
On  aurait  encore  /'  (x)  =  F'  (x),  si  la  différence  /(x)— F  (  x) ,  au 
lieu  d'être  nulle ,  était  exprimée  par  une  constante  C. 
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La  considération  des  fonctions  inverses  pourrait  servir 
aussi  à  ramener  la  recherche  de  la  différentielle  de  a* 
à  celle  de  log.x.  En  effet  de  l'équation y=a*  on  conclut 
log.  /=log.  a  .  x.  Donc ,  en  prenant  la  différentielle 
des  deux  membres 

log.e.—  =  \oa.a.dxy    ou    dy  =         .  a'dx. 
y  log« 

36.  Il  convient  d'avoir  présentes  à  la  mémoire  les 

expressions  des  différentielles  très -simples  que  nous 

réunissons  dans  le  tableau  suivant  : 

dx 

d(ax+6)=adx        d.$inx=co$y.dr        d  .  arc. .  s  in  x  = 


Quant  aux  diiïérentielles  des  fonctions  plus  compo- 
sées 9  on  doit  les  former  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  30» 

37.  Soit  par  exemple 

on  décomposera  cette  fonction  comme  il  suit  : 

y=u-,     u  =  av+b,     ^  =  xm. 

Appliquant  les  règles  précédentes ,  il  viendra 

dy  =  ntr~  •  du ,     du  =  adv,     du  =  mx^^dx  ; 
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et  en  substituant 

du  —  a.  mxm~ldx 

dy=n (aJT'-hb)»-'  .  amxm—'dx. 

Mais  l'usage  du  calcul  montrera  bientôt  qu'il  est  su- 
perflu de  poser  ces  équations ,  et  que  Ton  peut  opérer 
immédiatement  sur  les  quantités  contenues  dans  la  fonc- 
tion proposée.  Ainsi  Ton  difierentiera  d  abord  par  rap- 
port à  axm'\'b,  ce  qui  donnera 

dy^niaar+b)*-1  .  d(ax~  +  b). 

Puis  pour  former  la  différentielle  d  (  ax~-¥b  ),  on  dif- 
férentiel par  rapport  à  .r"*,  ce  qui  donnera 

d{ax~  +  b)  =  a .  d{ x~) . 

Enfin  l'on  a 

d{x*)=imx™~*dx. 

La  substitution  successive  de  ces  valeurs  conduit  à 
celle  de  dj.  • 
Soit 

ax 

r  =  sin.  — -zz=. 

Pour  suivre  l'esprit  des  règles  énoncées  ,  on  doit  donc 
écrire 

^  =  sm./,    /  =  — ,    u  =  vv,    *»=1 — ûV, 

u 

ce  cmi  décompose  la  fonction  proposée  dans  les  fonc- 
tions simples  qui  y  sont  contenues,  fonctions  dont  on 

connaît  immédiatement  les  différentielles.  On  aurait 

ainsi 


I 


-  3a  — 

et  en  substituant 

a.xdx 


du  —  — 


dt  = 


kw^' 

adx  :  * 


'   7- 


dy  =  cos.  - 

kl— a**' 

Mais  sans  poser  les  équations  précédentes ,  on  peut 
opérer  immédiatement  sur  les  fonctions  contenues  dans 
la  fonction  proposée.  Ainsi  différentiant  par  rapport  à 
ax 

,  on  a 


kï=?P 

Vx—a'x*     Vkl—  aV/ 
Considérant  ensuite     flJ      comme  une  fraction  de  la 
forme  -  ,  on  a 

rf  /_ff_\  =  ^  1  —  a V. adx—ax. d V\  —a'x% 


On  remarque  ensuite  que 


k  1  — aV  = 

2kï=S\? 

et  enfin  que 

rfMV)=-.rf,  2xdx. 


Donc  en  substituant  chaque  expression  dans  l'expression 
précédente,  il  vient 
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axdjr 


^  /  ax  x  _  *  adx 
dy  =  cos. 


Soit  encore 


• 


e  désignant  ,  comme  on  l'a  indiqué  n<>  16 ,  la  base  des  lo- 
garithmes népériens ,  et  u>  v  deux  fonctions  de  la  va- 
riable indépendante  x.  Difiérentiant  en  premier  lieu  par 

rapport  à  au*  tang.  — — on  a 


_  ««t.Ung  . —       /  U  \ 

djr=ze  +    </^aa\tang. ;J. 

Le  produit  au  tang.  jjrj^;  étant  diilérentié  par  rapport 


u* 


aux  deux  facteurs  au*  et  tanz.  —t — ?,  il  vient 

d  [a  u\  tang.  =  tang.  ^d(au*)^au*.d^.^ 

On  7x  ensuite 


u*  u*-\-v* 
d(au\  =  a.Zudu,  et  rftang.— ;  =   —  ; 

COS. 


».  —  = 

u*-hu 

u*     _  2udu—u*.  d{u*+i>*) 

u*+S  "  (n'+vT  * 

S 


I 

t 
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et  enfin 

d  {u%+t?)  =  2  (udu+vdv). 

Substituant  chaque  résultat  dans  l'expression  précé- 
dente ,  il  vient 

i*'  VLuv{ydu — udv) 

u*  2uv{vdu — u</t>) 


d  tang 


,/  «*  \  /  u*  u*v{vdu—udi>)  \ 
d[  rtu'.tang.— )=2^/  tang.— -^aH-  -r  1» 

«„>.ung.    *'          /           u%       ,      u'v(vdu — udv)  \ 
dy  =  e  «»  +  -.  2*/  tang.-— .«^4-  -r"  V 

(uWcos.'_J 


ACn  que  la  différentielle  demandée  dj  soit  exprimée  au 
moyen  de  la  différentielle  dx  de  la  variable  indépen- 
dante, on  mettra  ensuite  à  la  place  de  du  sa  valeur 

du  »ii       i»  dv 

j£  dx  ,  et  a  la  place  de  dv  sa  valeur  ^  dx. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  faire  con- 
naître la  marche  de  l'opération  dont  il  s'agit ,  opération 
qu'un  fréquent  usage  rend  très-facile. 

IV.  D1FFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS 
VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

38.  Nous  concevons  ,  en  revenant  aux  notions  pré- 
sentées dans  le  n°  2  ,  qu'il  existe  une  seule  équation 
entre  plusieurs  variables.  Toutes  les  valeurs  de  c<»$ 
variables  sont  alors  arbitraires,  à  l'exception  d'une  seule. 
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La  variable  dont  on  suppose  la  valeur  déterminée  par 
l'équation  ,  après  que  l'on  s'est  donné  arbitrairement  les 
valeurs  de  toutes  les  autres ,  est  fonction  de  ces  der- 
nières, qui  sont  les  variables  indépendantes.  Cette  rela- 
tion s'exprime  en  écrivant 

u,  f,  x,  y,.,  désignant  les  variables  indépendantes,  et  z 
la  variable  qui  est  fonction  des  autres.  On  doit  donc  ima- 
giner qu'à  chacune  des  variables  u,  \>tx,  y,...  sont  attri- 
buées toutes  les  valeurs  comprises  entre  — -  oe  et  4-  oo,  et 
se  représenter  la  des  valeurs  correspondantes 

que  prendra  la  fonction  z. 

39.  Lorsque  les  variables  indépendantes  sont  au 
nombre  de  deux  seulement ,  et  que  l'on  a 

la  géométrie  donne  encore  le  moyen  de  se  représenter 
d'une  manière  sensible  la  succession  des  valeurs  de  la 
fonction  z.  Concevons  dans  l'espace  trois  axes  qui  se  croi- 
sent à  angles  droits  en  un  point  o  ,  jig.  2.  On  regardera 
les  variables  indépendantes  x  et  y  comme  deux  abscisses 
<Unt  le9  valeurs  arbitraires  sont  portées  en  op  et  oq 
les  premiers  axes  r  et  z  comme  une  ordonnée  dont  la 
valeur  déterminée  par  la  relation  z—f  (x ,  y)  est  portée 
en  or  sur  le  troisième  axe.  Lesdenx  valeurs  attribuées  à 
xety  déterminent  un  point  m  situé  dans  le  plan  des 
xy,  et  en  élevant  au  point  m  une  perpendiculaire  au 
plan  des  xy,  dont  la  longueur  roM  soit  égale  à  or,  la  po- 
lition  du  point  M  sera  telle  qu'il  aurait  respective- 
ment pour  projections  sur  chacun  des  axes  les  points 


l 
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p ,  q  y  r ,  ou  qu'il  serait  la  commune  intersection  de 
trois  plans,  dont  le  premier  serait  mené  par  le  point  p 
parallèlement  au  plan  desjr,  le  second  par  le  point  q 
parallèlement  au  plan  des  xz,  le  troisième  par  le  point  r 
parallèlement  au  plan  des  xy.  En  attribuant  à  x  et  y 
toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  oo  jusqu'à  -+-  »,  le 
point  m  prendra  toutes  les  positions  possibles  dans 
l'étendue  du  plan  des  xy.  Les  valeurs  de  z  détermine- 
ront les  positions  correspondantes  du  point  M  ,  et  l'en- 
semble de  ces  positions  formera  une  surface  dont  la  fi- 
gure fera  juger  de  la  nature  de  la  fonction  z=f  {xyy)  , 
et  de  la  marche  progressive  de  ses  valeurs. 

Lorsque  le  nombre  des  variables  indépendantes  sur- 
passe 2 ,  il  n'est  plus  possible  de  trouver  ainsi  dans  la 
géométrie  une  image  sensible  de  la  nature  et  des  pro- 
priétés de  la  fonction.  Diverses  recherches  de  physique 
donnent  lieu  à  considérer  trois  et  même  quatre  variables 
indépendantes  ;  mais ,  lorsque  le  nombre  de  ces  variables 
est  plus  considérable  ,  les  questions  n'appartiennent  plus 
qu'à  l'analyse,  dont  rien  ne  restreint  la  généralité,  et  qui 
embrasse  toutes  les  combinaisons  auxquelles  peut  don- 
ner lieu  la  considération  des  grandeurs. 

fcO.  La  différentiation  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes  dépend  des  mêmes  notions  qui  ont 
été  présentées  dans  les  articles  précédents.  Chaque  va- 
riable indépendante  u,  \>yx> y est  supposée  croître  pro- 
gressivement par  différences  infiniment  petites  du ,  d\\ 
dx ,  dy,>..  dont  chacune  conserve  une  valeur  constante  , 
mais  qui  n'ont  entre  elles  aucuns  rapports  déterminés. 
La  variable  z  varie  en  conséquence  de  la  quantité  infi- 
niment petite  dz ,  dont  la  valeur  s'obtient  toujours  par 
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la  considération  de  la  limite  du  rapport  des  accroisse- 
ments de  la  fonction  et  de  chaque  variable  indépendante. 
Soit  la  fonction 

En  supposant  que  x  c\j  croissent  respectivement  des 
quantités  quelconques  &x  et  &yt  la  variation  correspon- 
dante de  la  fonction  pourra  se  décomposer  en  deux 
parties ,  Tune  provenant  de  la  variation  x  seule  ,  l'autre 
de  la  variation  dey  ;  en  effet  on  peut  écrire 

As=[/(x+Ax,^-/(x,r)]^ 
ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

^3—  l±j:-\  ùy 

ix  ùy 

Admettons  maintenant  que  les  différences  ùx  et 
zjr  s'approchent  indéfiniment   de  zéro ,    le  rapport 

f(j>b±xj)—f(xKr)  , 

  aura  pour  limite  ,  conlormcment  a 

ùx  A 

ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  1,  ^ — et  le  rapport 

f(x+àXJ-+ty)—f(x+*Xjr) 

—  —  aura  pour  limite ,  d  après  le 

même  raisonnement  qui  a  été  fait  dans  le  n°  26.  — :  . 

n  dy 

L'expression  de  la  différentielle  demandée  est  donc 

dz=d.f(x,X)  d.fjx.y) 

dy  dy  J' 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

dz  dz 
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41.  Si  la  fonction  proposée  contenait  trois  ou  un  plus 
grand  nombre  de,  variables,  on  lui  appliquerait  les  meniez 
considérations  ;  en  sorte  que  posant 

on  a  également 

dv  dx  ^  djr 

que  l'on  écrit  d'une  manière  plus  simple 

d  z  d  z  dz 

Et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de 
variables. 

dz 

Remarquons  que  ,  dans  cette  formule  ,  le  terme  —  dv 

représente  la  différentielle  de  la  fonction  proposée 
que  l'on  trouverait  en  regardant  y  comme  seule  variable  ; 
c'est  ce  que  l'on  nomme  la  différentielle  partielle  de  la 
fonction  z  prise  par  rapport  à  v.  De  même  les  termes 

~  dx  et  ^  dy  représentent  les  différentielles  partielles 

de  la  fonction  z  prises  respectivement  par  rapport  à  x  et 
à  y.  La  somme  de  ces  différentielles  partielles"  forme  la 

différentielle  totale  dz.  Les  fractions  ~r ,  -r  >  ~r  sont  ici 
M  du  dx  dy 

des  signes  analytiques  qui  représentent  respectivement 
les  coefficients  différentiels  de  la  fonction  z  pris  en  regar- 
dant i/  seule  comme  variable  ,  x  seule  comme  variable  , 
y  seule  comme  variable.  Le  dz  qui  est  au  numérateur 
représente  la  différentielle  partielle  de  z  prise  par  rap- 
port à  r ,  à  x  ou  à  y,  et  ne  doit  pas  être  confondu  avec 
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le  dz  qui  est  dans  le  premier  membre  de  l'équation , 
et  qui  représente  la  différentielle  toUje  de  la  fonc- 
tion z. 

Remarquons  que ,  d'après  l'indépendance  des  valeurs 
des  variables  x,  jr,  rien  n'oblige  à  supposer  qu  elles  va- 
rient toutes  à  la  fois.  Ainsi  celui  qui  demande  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  z=f(vy  x,y,  )  indiquera  si  cette 
différentielle  doit  être  totale  ,  auquel  cas  ell  e  est  expri- 
mée généralement  par  la  formule  précédente  ,  ou  bien  si 
elle  doit  être  prise  par  rapport  à  une ,  ou  à  quelques- 
unes  seulement  des  variables.  On  supprimerait  alors , 
dans  la  formule  dont  il  s'agit ,  les  termes  relatifs  aux  va- 
riables qui  seraient  censées  ne  point  subir  d'accrois- 
sements. 

42.  La  difTérentiation  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes  étant  ramenée ,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, à  di  fie  rentier  la  fonction  par  rapport  à  une  des 
variables  seule,  on  appliquera  sans  difficulté,  dans  cha- 
que cas  particulier,  les  règles  exposées  dans  l'article  pré- 


43.  Lorsque  la  fonction  proposée  ne  contient  que  deux 
variables  indépendantes ,  comme 

lts  diverses  parties  de  la  différence  totale 

,       dz  ,       dz  , 

sont  représentées  parla  géométrie,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu*n°  39.  Soit  m  (fig.  3)  le  point  du  plan  des 
xjr,  dont  l#s  coordonnées  op,  oq  représentent  x  et  y,  et 
M  le  point  de  la  surface  projetée  en  m ,  dont  l'ordonnée 
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or  représente  la  valeur  de  fonction  z.  Les  accroissements 
&x  et  Ar  seront  représentés  par  mu  et  mj/\  Soit  m  ri  la 
projection  sur  le  plan  des  xz  de  la  courbe  d'intersection 
de  la  surface  par  un  plan  mené  par  le  point  M  parallè- 
lement au  plan  des  xz.  Soit  également  m  ri  la  projection 
sur  le  plan  desyz  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sur- 
face par  un  plan  mené  par  le  point  M  parallèlement  au 
plan  desyz.  Il  est  visible  que  rir  représente  la  varia- 
tion crue  subirait  l'ordonnée  z ,  si  l'abscisse  x  seule  crois- 
sait de  &x  ou  mu'  ;  et  que  nV  représente  la  variation  que 
subirait  cette  même  ordonnée  si  l'abscisse  j  seule  crois- 
sait de  AjouTOpi".  La  variation  totale  de  l'ordonnée  zt 
c'est-à-dire  celle  qui  résulte  de  l'accroissement  simultané 
des  deux  abscisses  ,  est  représentée  par  la  différence  en- 
tre l'ordonnée  du  point  M  de  la  surface  qui  se  projette 
en  m  et  l'ordonnée  du  point  de  cette  même  surface  qui 
se  projette  en  n.  Lorsque  les  accroissements  sont  suppo- 
sés infiniment  petits ,  rir  exprime  la  partie  ~  dx  de  la 

différentielle  totale  ,  et  le  coefficient  différentiel  ~  pris 

par  rapport  à  x  est  représenté  par  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l'angle  rimr1 '.  De  même  ri'r"  représente  la 
dz 

partie  ^-  dy  de  la  différentielle  totale,  et  le  coefficient 

différentiel  ~  pris  par  rapport  à  y  est  représenté  par  la 

tangente  trigonométnquede  l'angle  ri'm'V.  Olfvoit  que, 
dans  le  cas  des  accroissements  infiniment  petits ,  la  varia- 
tion de  l'ordonnée  z  ,  lorsqu'on  passe  du  pofct  de  la  sur- 
face projeté  en  m  au  point  projeté  en  n ,  est  toujours  la 
somme  des  variations  qui  ont  lieu  respectivement  quand 


■ 
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on  passe  du  point  projeté  en  m  aux  deux  points  proje- 
tés en  y!  et  p  '.  On  reviendra  dans  la  suite  sur  ces  consi- 
dérations ,  auxquelles  il  sera  donné  un  plus  grand  déve- 
loppement. 

V.  DIFFÉRENT!  ATI0X  DES  FONCTIONS  IMPLICITES. 

Mt.  Une  fonction  est  appelée  explicite  lorsque  son  ex- 
pression analytique  est  donnée  au  inoven  des  quantités 
constantes  et  variables  dont  dépend  sa  valeur.  Ainsi  I  on 
dit  que  la  fonction  z  des  deux  variables  x,y  est  explicite, 
ou  que  cette  fonction  est  donnée  explicitement,  si  l'on  a 
l'équation 

Mais  si  la  fonction  z  est  engagée  avec  les  variables  xT  y 
dans  une  équation  telle  que 

F(x,y,  s)  =  o, 

qui  n'est  point  résolue  par  rapportai,  cette  fonction  est 
aiors  appelée  implicite,  et  l'on  dit  que  sa  valeur  est  don- 
née implicitement  ;  on  entend  par  cette  expression  que 
la  valeur  de  la  fonction  z  ,  quoique  déterminée  quand  on 
a  fixé  celle  des  variables  x  ely,  n'est  point  représentée 
une  expression  analytique  fonnée  de  ces  variables. 
On  peut  difl'érentier  les  fonctions  implicites  aussi  faci- 
icmcQt  que  les  autres ,  c'est-à-dire  obtenir  l'expression 
o*e  la  différentielle  de  la  fonction  sans  résoudre  l'équa- 
tion  dans  laquelle  elle  est  engagée. 

devenons  aux  notions  qui  ont  été  présentées  dans  le 
n°  2.  La  nature  de  chaque  question  détermine  toujours 
le  nombre  des  variables ,  aussi  bien  que  les  variations 


qui  existent  entre  elles ,  et  qui  sont  exprimées  par  des 
équations.  Le  nombre  des  variables  étant  m ,  et  le  nom- 
bre des  équations  étant  n,  m — n  des  variables  sont  indé- 
pendantes ;  les  n  autres  variables  sont  fonctions  des  pre- 
mières. On  a  distingué  celles  des  variables  qui  sont  re- 
gardées comme  indépendantes  ,  et  celles  qui  en  sont  des 
fonctions  ;  et  cette  distinction  subsiste  dans  tout  le  cours 
de  l'opération  sans  aucun  changement. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  le  cas  simple  d'une 
seule  variable  indépendante  x  et  de  la  fonction  j",  entre 
lesquelles  il  existe  l'équation 

f(x,y)  =  o. 

Cette  équation  devant  subsister,  quelle  que  soit  la 
valeur  attribuée  à  x,  on  aura  évidemment 

en  désignant  toujours  par  Aj-  la  variation  delà  fonction j\ 
correspondant  a  l'accroissement  attribué  à  x.  On  aura 
donc  aussi 


AX 


équation  qui  subsistera ,  quelle  que  soit  ôx,  et ,  par  con- 
séquent, qui  aura  lieu  pour  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  premier  membre ,  lorsque  &x  tend  à  devenir  égale  à 
zéro.  Or,  cette  limite  n'est  autre  chose  que  le  coefficient 

différentiel  ^  du  premier  membre  de  l'équation 

proposée,  dont  l'expression  est  ici,  d'après  le  n°  26  et  en 
remarquant  que  y  est  fonction  de  la  variable  indépen- 
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T  dj\xjr)     d.f{x.y)  dy 

Jante  x,      ^x  '  *  "dy^"dx        3       °  e(luatl0ir 

d.f{x,y)   ,   df{x,y)  dy  _n 
dx~  +  dx  ~  °" 

<jue  Ton  écrit  souvent  pour  abréger 

dl+iLdj:  =  0 

dx      dy  dx  ' 

■ 

en  indiquant  seulement  par  la  lettre  j  la  l'onction  pro- 
posée f{x,y) ,  et  dont  on  déduit 

d>  dx 
dx~~~  (if 

dy 

pour  l'expression  du  coefficient  dill'érentiel  ou  de  la 
fonction  dérivée  àej. 

Aous  remarquerons  d'ailleurs  que  ce  coefficient  diffé- 
rentiel se  trouvera  exprimé  au  moyen  des  deux  variables 
r  et  y. 

.  ,  df    df  dy 
La  quantité  ^  +  —  —  n  est  autre  chose  que  la 

^iSérentielle  de  la  fonction  f,  où  Ton  a  supprimé  le  fac- 
teur constant  dx.  Cette  différentielle  est  égale  à  zéro,  et 
il  est  évident,  en  effet,  que  l'équation^x,  y)=o  devant 
subsister  pour  une  valeur  quelconque  de  x ,  l'expression 
d'une  variation  finie  ou  infiniment  petite  que  subit  la 
fonction  y  (j,^) ,  par  l'effet  d'un  accroissement  fini  ou 
infiniment  petit  attribué  à  x,  doit  être  nulle.  En  génc- 
l'équation  f=o ,  f  désignant  une  fonction  quel- 
que de  plusieurs  variables ,  entraîne  toujours  Féqua- 
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tion  df=o ,  en  désignant  par  df  la  différentielle  de  la 
fonction  f,  qui  peut  être  totale  ou  partielle. 

45.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  Ton 
aurait  plusieurs  fonctions* et  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. Soient ,  par  exemple  ,  les  deux  équatioirs* 

.T,  ~)  =  o, 

dans  lesquelles  v  et  x  soient  des  variables  indépendantes, 
y  et  z  des  fonctions  de  v  et  x ,  données  implicitement 
par  ces  équations.  Les  différentielles  des  deux  fonctions 
f  et  F  devant  être  nulles  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
on  aura  en  les  prenant  conformément  aux  règles  exposées 
dans  les  articles  précédents,  et  se  rappelant  que  y  et  z 
sont  fonctions  de  v  et  x , 

dydv    dzdv)        \dx    dy  dx  dzdx) 
fdF^dF  dy^dF  dz\  +  dF  d?  +dF  d  z\ 

ydv* dy  d\>    dzdv)   V    \dx    dydx^dzdx)  °* 

Dans  chacune  de  ces  équations,  Ion  peut  supposer 
séparément  dv=o,  ou  dx=o;  Elles  équivalent  donc  à  qua- 
tre équations  distinctes  qui  déterminent  les  valeurs  des 

quatre  coefficients  différentiels  partiels  ^~  ,  ~ ,  — . 
^  1  du  dx  dv1  dx 

Ces  coefficients  différentiels  se  trouvent  exprimés  au 
moyen  des  quatre  variables  v,  x,  y,  z. 

Les  valeurs  des  coefficients  différentiels  partiels  des 
fonctions  y  et  z  étant  ainsi  obtenues  ,  on  formera  les  dif- 
férentielles totales  de  ces  fonctions  ,  en  substituant  les 
valeurs  dont  il  s\'»git  dans  les  expressions  générales 
/       dy  dy  dz  d  z  ■ 
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Ces  considérations  s'étendront  facilement  aux  cas  où 
il  y  aurait  un  plus  grand  nombre  de  variables  et  d  équa- 
tions. 

VI.  DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES  FOUR  LES 
FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE. 

46.  Nous  considérons  en  premier  lieu  une  seule  va- 
riable indépendante  x  et  la  fonction  y  dépendante  de 
cette  variable ,  en  écrivant  toujours 

y  =/(•*•)  ; 

et  pour  rendre  les  notions  plus  sensibles ,  nous  suppo- 
sons que  Ion  ait  sous  les  yeux  la  représentation  géomé- 
Irique  de  la  fonction ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n°  5.  L  abscisse  OP  ,jig.  k  ,  représente  xy  et  l'ordonnée 
PM  représente  y. 

Cela  posé ,  admettons  que  x  croisse  de  la  quantité 
quelconque  tx  représentée  par  PP'.  La  nouvelle  valeur 
de  y y  que  nous  désignerons  par  yt ,  sera  représentée  par 
PM'f  et  M  Q  représentera  ày. 
On  aura 

*y=y—y- 

Supposons  ensuite  que  x  croisse  encore  à  partir  de 
la  valeur  OF  de  la  même  quantité  tx  ,  qui  sera  repré- 
sentée par  P*P"=PP'.  La  nouvelle  valeur  dey,  que  nous 
désignerons  par^,,  sera  représentée  par  P"M",  et  M"Q' 
représentera  6y, .  On  aura 

—y^—y^- 

Remarquons  que  si  Ton  prolonge  la  sécante  MM  jus- 
qu'en S,  l'intervalle  SQ'  sera  égal  à  M'Q  ou  Ay.  Donc 


r 
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M"S  représente  la  différence  de  ùyt  et  ùy.  Comme  on 
a  représenté  par  &y  la  différence  des  deux  valeurs  de  y 
qui  répondent  h  x  et  x  +àx  l'analogie  conduit  à  re- 
présenter par  &ùy  ou  par  A*y  la  différence  des  deux  va- 
leurs de  &y  qui  répondent  à  x  et  x+àx.  Nous  écrivons 


On  acquiert  une  idée  plus  nette  des  quantités  que 
nous  considérons  ici  en  formant  le  tableau  suivant  : 


VALEORS 
DE  X. 

VALEURS 
CORRESPONDANTES 
DE 

DIFFERENCES 
DE  CES  VALEURS. 

DIFFBRERCES  | 

dbs  diff£rehces. 

X 

x-f  Ax 

y 
y. 

4r=r.— : r 

x+aAx 

*y*=y,—y, 

Nous  ajouterons  que  les  géomètres  nomment  ày  la 
différence  première  ou  la  différence  du  premier  ordre 
de  la  fouction  y  ;  et  $y  la  différence  seconde  ou  la  dif- 
férence du  second  ordre  de  cette  même  fonction. 

47.  Admettons  maintenant  que  la  différence  bx  de 
la  variable  indépendante  diminue  progressivement,  et 
tende  à  devenir  égale  à  zéro.  Les  deux  points  M',  M' 
tendront  à  se  confondre  avec  le  point  M;  les  deux  va- 
leurs yt  et  y%  à  devenir  égales  h. y;  et  les  trois  différences 
V»  fy*  '  e*  **  devenir  en  niéme  temps  égales  à  zéro. 
Mais  il  est  bien  important  de  remarquer  que  la  diffé- 
rence seconde  s'y  diminuera  beaucoup  plus  rapidement 
que  les  différences  premières  ây  et  âyt;  en  sorte  que 
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àx  ,  tkj  et  àjr,  étant  devenues  très-petites  par  rapport  à 
.  l'unité ,  ù>*y  sera  devenue  très-petite  par  rapport  à  ax  , 
ôy  ou  Ay,. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que 
l'exposition  de  tïy  peut  s'écrire  ainsi 

\Ax      ax  / 

Or,  en  supposant  que  Ax  décroisse  et  tende  à  devenir 

&y  Ay 

nulle,  les  quanti  tés  ~  et  —  s  approcheront  toutes  deux 

dy 

de  la  même  limite ,  qui  est        Donc  la  valeur  de  tfy, 

formée  de  deux  facteurs  qui  ont  pour  limite  commune  o, 
diminuera  beaucoup  plus  rapidement  que  l'un  de  ces 
facteurs,  et  quand  tous  deux  seront  très-petits,  sera 
elle-même  très-petite  par  rapport  à  l'un  ou  à  l'autre. 
48.  La  même  expression  de  &'y  peut  aussi  s'écrire 

àJC      AX,  v, 

—s— (AJ:)  • 

Lorsque  Ax  diminue  en  s'approchant  de  zéro  et  devient 
plus  petite  que  toute  grandeur  donnée  ,  ce  que  nous 
exprimons  en  représentant  cette  différence  par  dx,  cha- 

Ay  Ay 

cune  des  quantités  ^;ct^  a  pour  limite  le  coeiBcient 

Ar.__  Ar 

différentiel  ^;  et  le  rapport— a  pour  limite  le 

1  •  if  r  dy  djT 

coefficient  différentiel  de  la  fonction  c'est-à-dire 
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Ainsi,  en  représentant  par  iTj  ce  que  devient  à'jr  lors- 
que ax  devient  dx ,  on  a 

c/y  est  appelé  la  différentielle  du  second  ordre  de  la 
fonction  y.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  Ton  est 
dans  l'usage  d  écrire  simplement  Ax'  ou  dx*  pour  expri- 
mer le  carré  de  ax  ou  de  dx.  Il  n'est  point  à  craindre 
que  l'expression  dx1  soit  confondue  avec  la  différen- 
tielle de  la  fonction  x\  qui  serait  représentée  par  d  (x»), 
ou  par  d.x\ 

dy 

La  fonction  -~  est  le  coefficient  différentiel  du  pre- 

_     .    .    r  rfx         _  _ 

mier  ordre  de  la  1  onction  jr,  et  ^   est  le  coefficient 

différentiel  du  second  ordre  de  cette  même  fonction. 
L'analogie  conduit  à  le  représenter  d'une  manière  plus 

simple  en  écrivant  — .  Ainsi  la  différentielle  du  second 

ordre  est  exprimée  par 

c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  au  produit  du  carré  de  dx 
par  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion proposée  ;  ou  par  la  fonction  que  Ton  trouverait 
en  prenant ,  conformément  aux  règles  de  l'article  III , 
le  coefficient  différentiel  de  jr,  puis  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  celui-ci. 

Lorsqu'on  exprime  d'après  Lagrangc  le  coefficient  dif- 
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férentiel  ou  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  parjr'  ou 
par  f  {x) ,  ou  exprime  de  même  lu  coefficient  différen- 
tiel ou  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  par  y  ou 

par  f  [x). 

m 

49.  Il  est  évident ,  d'après  ce  qui  précède ,  que  l'on 
obtiendra  la  différentielle  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion proposée  en  differentiant  deux  fois  de  suite  cette  fonc- 
tion ,  la  différentielle  dx  étant  regardée  dans  la  seconde 
diffcrentiation  comme  un  facteur  constant. 


50.  Nous  pouvons  supposer  le  tableau  du  n0  46  con- 
tinué en  considérant  quatre  valeurs  consécutives  de  x 
séparées  par  l'intervalle  constant       ,  ce  qui  donnera 


I  val tons 

II  de  x. 

VALEURS 
COBRES- 
PONDANTES 

oe  y. 

DIFFÉRENCES 
PREMIÈRES. 

differ  eiices 
secordes. 

OIFFÉREBCES 
TROISIEMES. 

I|  x 

r 

1  jc+Sjc 

r. 

±y=y,—y 

1  X+'iiX 

y> 

Ar  .=>■«— y, 

I  x-f  3a-t 

±y,=y—y\ 

On  remarquera  également  que  quand  \x  tend  à  devenir 
nulle  ,  les-valeurs  de  y, ,  y% ,  y3  tendent  à  devenir  égales 
ajr,  cl  que  les  différences  premières  ,  secondes  et  troi- 
sièmes tendent  aussi  toutes  à  devenir  nulles.  Mais  de 
même  que  ±y  diminue  beaucoup  plus  rapidement  que 
&y,  il  est  facile  de  voir  que  ù?y  diminue  beaucoup  plus 
rapidement  que  ïy.  En  effet,  l'expression  de  £y  peut 
s'écrire 

4 


• 
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ou  bien 

Or ,  à  mesure  que  x  tend  à  devenir  égal  à  zéro  les  deux 
termes  — — — -  et  ^àJC^  s'approchent  tous  deux  d'une 

même  limite,  qui  est         Donc  la  valeur  de  àîjr  est 

formée  de  trois  facteurs  qui  ont  pour  limite  com- 
mune o  ,  et  par  conséquent  diminue  beaucoup  plus  ra- 
pidement que  ,  qui  est  seulement  formée  de  deia 
facteurs  ayant  o  pour  limite.  Ainsi ,  lorsque  Sjr  sera 
très-petite  par  rapport  à  l'unité,  £y  sera  très-petite 
par  rapport  à     ,  et      très-petite  par  rapport  à  ù?y. 

51 .  En  mettant  d'ailleurs  ù?y  sous  la  forme 

A>  =  SI  ' 

on  voit  que  ax  diminuant  et  devenant  plus  petite  que 
toute  grandeur  donnée ,  chacune  des  quantités  ^ 

et  -^'^"^  a  p0ur  limite  le  coefficient  différentiel 
du  second  ordre -—s  et  que  le  rapport 


€Lr"     1  11  ax 

a  pour  limite  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction 

,  c'est-à-dire         .  On  a  donc  ,  en  représentant 


V 
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par  rfy ,  ce  que  devient  ity,  lorsque  ix  devient  dx, 

expression  qui  s'écrit  d'une  manière  plus  simple 

rfy  est  la  différentielle  du  troisième  ordre  de  la  fonction 

proposée^,  et  la  fonction  ^  ou~dx^  est  le  coefficient 
différentiel  du  troisième  ordre  de  cette  même  fonction 
La  didérentieUe  du  troisième  ordre  est  égale  au  produit 
du  cube  de  dx  par  le  coefficient  différentiel  du  troisième 
ordre. 

Le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre  s'exprime 
également  par  y"'  ou  par  f"  (x). 

52.  On  obtiendra  évidemment  la  différentielle  du 
troisième  ordre  d'une  fonction  proposée  en  différentiant 
trois  fois  de  suite  cette  fonction,  la  différentielle  dx 
étant  regardée  dans  la  seconde  et  dans  la  troisième  dif- 
lerentiation  comme  un  facteur  constant. 

Si  Ton  considérait  cinq  valeurs  consécutives  de 
la  variable  indépendante  ,  et  les  cinq  valeurs  correspon- 
dantes de  la  fonction  y>  on  se  trouverait  conduit  à  la 
différence  du  quatrième  ordre  Jy,  dont  l'expression  se- 
rait composée  de  quatre  facteurs,  qui  tous  tendraient 
à  devenir  nuls  lorsque  ~x  tendrait  elle-même  à  deve- 
nir nulle.  Cette  différence  quatrième  diminuerait  donc, 
lorsque      approcherait  de  zéro,  beaucoup  plus  rapide- 
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meut  que  la  différence  troisième,  qui  n'est  composée  que 
de  trois  facteurs  ayant  zéro  pour  limite.  En  désignant 
par  d*y  ce  que  devient  lorsque  ±x  prend  la  valeur 
infiniment  petite  désignée  par  dx ,  on  aurait 

d'y 

représentant  le  coefficient  différentiel  du  quatrième 

ordre  de  la  fonction  proposée ,  c'est-à-dire  le  résultat  que 
l'on  obtient  en  dillérentiant  quatre  fois  de  suite  cette 
fonction,  dx  étant  regardée  comme  un  facteur  constant, 
puis  divisant  par*^x*. 

Et  ainsi  de  suite,  en  considérant  un  plus  grand  nom- 
bre de  valeurs ,  et  des  différences  d'un  ordre  plus  élevé. 

54.  On  voit  par  ce  qui  précède  qu'une  fonction  quel- 
conque jr=c/*(Jp)  peut  être  regardée  comme  donnant  nais- 
sance à  une  suite  indéfinie  de  différentielles  représen- 
tées par 

rf,'=ê^  *■ 

qui  se  déduisent  de  la  fonction  même  et  les  unes  des 
autres  par  l'opération  que  nous  avons  appelée  différen- 
tiation.  L'expression  de  ces  différentielles  met  d'ailleurs 
en  évidence  la  subordination  de  leurs  valeurs  ,  puisque 

dy  <ty  d}y 

les  coefficients  différentiels  jj.*'jp>  j—j*  etc-»  4ul  &oni 

des  fonctions  finies  de  la  variable  x  ,  s'y  trouvent  mul- 
tipliés par  des  puissances  de  plus  en  plus  élevées  de  la 
quantité  infiniment  petite  dx.  Cette  subordination 
existe,  bien  que  toutes  les  différentielles^,  dy,  d'y,  etc., 
soient  également  regardées  comme  des  quantités  qui 
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diffèrent  de  zéro  moins  que  toute  grandeur  donnée.  En 
effet ,  la  supposition  que  dx  diffère  de  zéro  moins  que 
toute  grandeur  donnée  ,  ou  que  dx  est  infiniment  pe- 
tite ,  entraîne  celle  que  les  rapports  de  et  y  kdy,  de  d'y 
à  d*y,  etc. ,  diffèrent  aussi  de  zéro  moins  que  toute 
grandeur  donnée  ;  c'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant 
que  ces  quantités  sont  infiniment  petites  les  unes  par 
rapport  aux  autres  ,  ou  qu'elles  forment  une  suite  d'in- 
finiment  petits  d'un  ordre  de  plus  en  plus  élevé. 

55.  Nous  remarquerons  qu'en  supposant  la  fonction 
Jr=if{JC)  représentée  par  l'ordonnée  d'une  çourbe  dont  x 
est  l'abscisse ,  la  direction  de  la  courbe  et  le  coté  de  la 
figure  vers  lequel  elle  présente  sa  convexité  sont  déter- 
minés ,  dans  une  étendue  fort  petite  de  part  et  d'autre 
du  point  m ,  par  le  signe  seul  des  deux  différentielles  du 
premier  et  du  second  ordre  dy  et  cty  ;  c'est-à-dire  par 
le  signe  seul  des  coefficients  différentiels  ou  fonctions 

dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  Les 

diverses  combinaisons  qui  peuvent  exister  à  cet  égard 
sont  indiquées  dans  les  ligures  5  ,  6,  7,  8,  9, 10  ,  1 1  et  12. 

Fig.  5  et  y%-6,  les  coefficientsdilférenliels  sont  posi- 

dy  p.  cty 

tifs;  fig.  7  et  fig.  8  ,  -j^  est  négatif  et  -jp  est   positif  ; 

r  dy  d*y 

fig.  9  et  fig.  10,  —  est  positif  et  ^»  est  négatif  ;  fig.  11 

et  fig.  12,  les  deux  coefficients  différentiels  sont  négatifs. 
d'y 

On  voit  que       est  positif  quand  la  courbe  présente  sa 

convexité  au  bas  de  la  page,  et  négatif  lorsque  la  courbe 
présente  sa  concavité  au  bas  de  la  page.  On  suppose  ici , 
suivant  l'usage  ordinaire  ,  les  y  positives  portées  de  bas 
en  haut. 
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Différentielles  de»  divers  ordres  des  fonctions  simples 

56.  Nous  appliquerons  les  notions  précédentes  aux 
fonctions  simples ,  dont  la  diflérentiation  est  l'objet  de 
l'article  II. 

En  considérant ,  en  premier  lieu ,  la  fonction  jf», 
on  a 

doc 


=  m  (m — 1  )jcm~*9 


dx* 

=  m  (m-1)  (^-23  a--8, 

-g-T  =  m  (m— 1)  (/»— 2)  (m— 3)**-*, 
Etc. 

Cette  suite  de  coefficients  différentiels  se  prolongera  à 
l'infini  si  le  nombre  m  est  négatif,  ou  si ,  étant  positif,  il 
est  irrationnel  ou  seulement  fractionnaire.  Mais  si  m  est 
un  nombre  entier  positif,  on  a 

dm  .«r"* 

=  m  (m~-l)  (m — 2)  (/*— 3*  3.2.1 . 

La  fonction  se  trouvant  réduite  à  une  constante ,  les 
coefficients  différentiels  suivants  sont  alors  nuls. 

57.  La  fonction  log.  x  ,  le  logaritbme  étant  pris  dans 
un  système  quelconque ,  ou  dans  le  système  des  loga- 
rithmes népériens ,  donne 
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d.  log.  x 

log.e 

 ,  ou 

X 

d.lx 

(IX 

1 

<£\log.  x 
dx 

log.e 

X 

tT.lx 
dx 

1 

"""«"> 

2.log.e 

dKlx 

2 

■  _  ■ 

■m  •> 

dx* 



X3 

/dMog.x 
rfx* 

2.3. log. <? 

d'.lx 
dx' 

2.3 

«  .log.  «r 

2.3.4. log.e 

d*.lx 

9.3.4 

rfx5 

dx* 

Etc. 

Etc. 

58.  Les  fonctions  a*  et  a  ,  donnent 

d.a*      ,  d.a~* 

=  la. a*  ,  —  =  —  la. a—, 


dx  dx 
d*  a*  d'.a—*  . 

_  =  (/*)..„.,  _=(/a)..a-. 

Etc.  Etc. 

Et  si  le  nombre  a  devient  e ,  ou  la  base  des  logarithmes 


népériens ,  on  a 

d.e* 

dx 

d*.e» 

d\e-* 

dx*  ="> 

dx* 

d\e— 

dx1 

Etc. 

Etc. 

La  diffères  tiatiou,  comme  on  la  déjà  remarqué  n°22,  re- 
produit constamment  la  fonction  e*,  et  plus  généralement 
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la  fonction  be*  qui  seule  présente  cette  propriété. Lorsque 
l'exposant  variable  x  est  affecté  du  signe  — ,  la  fonction 
primitive  est  également  reproduite  ,  mais  les  coefficients 
différentiels  sont  alternativement  négatifs  et  positifs. 

59.  On  trouve  pour  les  fonctions  trigonomé triques 
sin.  x  et  cos.  x 


d.  sin.x 
dx  ' 
*   et. sin.x 


/       îr\       d.cos.x  [  »\ 

cos.x  =  sin.  f^+gj'  — ^~ — =  --sin .x=cos  ^  x-h  -  j. 


=  — sin.  x—  sin.  (  x-\*~  ) ,  - — — =  —  cos. x=  cos.  (  x+z  , 

dx 

.    /     3rr\     ^.cos.x  /    ,  3c\ 

=  — cos.x=sin.^x-h£-J,    — — =  sin.  x  =  cos.  ^x4-^ 

cos  X 

=  sin.  x  =  sin.  (x+2n-)»    — ,  /    =  cos.  x=cos.  (x-f^. 


dxK    ~"       v  ;'  dxk 

et.  sin.x  /     br.\     tF.cos.x  (  5rN 

 p-r — =  cos.  x  =  sin.  xH —   ,   — —  =—  sin.x=cos.  x-f~- 

rfx5  \      2  J        dx*  \      2 . 

Etc.  Etc. 

Les  fonctions  primitives  reviennent  après  deux  différen- 
tiations  affectées  du  signe  — .  Après  quatre  difiérentia- 
tions,  elles  reviennent  avec  leur  signe. 

60.  On  doit  avoir  présentes  à  l'esprit  ces  propriétés 
remarquables.  Il  est  également  utile  de  connaître  la  fi- 
gure des  courbes  qui  représentent  les  fonctions  simples 
dont  il  s'agit  :  pour  la  discussion  de  ces  courbes  l'expres- 
sion des  coefficients  différentiels  des  deux  premiers 
ordres  donne  de  grandes  facilités,  conformément  à  ce 
qui  a  été  dit  n°  55. 

Soit  en  premier  lieu 
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—  =  mx*-«, 
ax 

*y 

—  =  m(ro— l).r— ». 

La  courte,  dont  jc  est  l'abscisse  etj-  l'ordonnée,  présentera 
diverses  figures,  suivant  la  nature  de  l'exposant  m.  Nous 
supposerons  d'abord  cet  exposant  positif  et  plus  grand 
que  l'unité. 

1°  Si  m  est  un  nombre  entier  pair,^*  est  positive  quel 
que  soit  le  signe  de  x,  ~£  change  de  signe  avec  x, 


x% 


est  toujours  positif.  La  courbe  est  représentée  par  la 
fiS-  13. 

2°  Si  m  est  un  nombre  entier  impair ,  y  change  de 

signe  avec  x ,  ^  est  constamment  positif,  -j-^  chauge 
de  signe  avec  x.  La  courbe  est  représentée  parla  fig.  14. 

3°  Si  m  est  un  nombre  fractionnaire^  ,  p  et  q  étant 

q 

entiers ,  la  courbe  est  représentée  par  la  fig.  13  lorsque  p 
est  pair  et  q  impair,  et  par  la  fig.  \k  lorsque  p  est  impair 
et  q  impair.  Mais  si  q  est  pair,  la  partie  située  du  côté 
des  x  négatives  n'existe  pas ,  les  valeurs  de  y  corres- 
pondantes aux  valeurs  négatives  de  x  étant  alors  ima- 
ginaires. 

61.  En  supposant ,  en  second  lieu,  l'exposant  m  posi- 
tif et  plus  petit  que  l'unité ,  ce  cas  différera  du  précé- 
der 

dent ,  en  ce  que  ^  sera  négatif  lorsque  dans  Je  cas  pré- 
cédent il  était  positif,  et  positif  quand  il  était  négatif. 
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hajig.  13  sera  remplacée  par  lafig.  15  ,  et  lay%.  ik  par 
la  fig.  16. 

62.  En  admettant  maintenant  que  l'exposant  m  soit 
négatif,  c  est-à-dire  que  Ton  ait 

_  î 

dy  m 
dx~      x-  +  '  ' 

et y     m  (/w-M  ) 
dx%  ~  j^-f a 

m  étant  un  nombre  positif,  on  passera  facilement  des  cas 
précédents  à  ceux  qui  répondent  à  cette  dernière  suppo- 
sition, en  divisant  l'unité  par  les  ordonnées  des  courbes 
que  représentent  les fig-13  et  14,  15 et  16.  Les  fig.  13  et 
15  seront  remplacées  par  la  fig.  17,  et  les  fig.  H  et  16 
par  la  fig.  18.  Les  axes  sont  ici  des  '  asymptotes  aux 
branebes  de  la  courbe. 

63.  Pour  la  fonction  logarithmique  ,  nous  avons 

y  =  log.  x , 
dy      log.  e 

dx~~~y 
<£y        log.  e 
dx*  ~  ~ 

La  courbe  (fig.i9)  a  l'axe  des  y  pour  asymptote  du  côté 
des  jr  négatives.  L  abscisse  oA  du  point  où  elle  coupe 
l'axe  des  x  est  égale  à  l'unité.  Il  n  y  a  point  de  branche 
de  la  courbe  du  côté  des  x  négatives. 

6V.  La  fonction  exponentielle  a*  donne 
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y  =  «*  . 

S  = la  a-  ' 

a  étant  un  nombre  positif  et  plus  grand  que  l'unité  ,  la 
valeur  de  l'ordonnée  croît  indéfiniment  du  côté  des  x 
positives  ;  mais  la  courbe  (fig.  20)  a  Taxe  des  x  pour 
asymptote  du  côté  des  x  négatives.  L'ordonnée  oB, 
du  point  où  elle  coupe  l'axe  des^  est  égale  à  l'unité. 

Si  Von  supposait  a  positif  et  plus  petit  que  l'unité  , 
la  fonction  a*  se  changerait  alors  en        ,  oua-*,  a  étant 

supposé  comme  ci-dessus  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi , 
ce  cas  revient  au  précédent  en  changeant  les  x  positives 
pour  les  x  négatives,  et  réciproquement. 

Comme  l'équation  j^=a*  entraîne  d'ailleurs  x=log.  y> 
a  étant  pris  pour  la  base  du  système  de  logarithmes  ,  il 
est  visible  que  la  courbe  dont  il  s'agit  ne  diffère  point  de 
celle  du  numéro  précédent ,  lorsqu'on  change  l'un  pour 
l'autre  les  axes  des  x  et  des  jr.  v 

Si  l'on  voulait  prendre  pour  a  dans  la  fonction  a*  un 
nombre  négatif,  cette  fonction  cesserait  de  présenter  des 
nleurs  continues  :  il  n'existerait  plus  de  courbe ,  mais 
seulement  des  points  isolés  correspondants  aux  valeurs 
de  x  égales  à  des  nombres  entiers  ou  à  des  fractions  de 
dénominateur  impair.  Nous  supposerons  toujours ,  dans 
la  suite,  par  cette  raison ,  quand  il  s'agira  d'un  système 
quelconque  de  logarithmes ,  que  la  base  a  de  ce  sys- 
tème est  un  nombre  positif  et  plus  grand  que  l'unité. 
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65.  Soit  encore  la  fonction  y  =^  e~**  qui  se  présente 
dans  plusieurs  applications  importantes.  Elle  donne 

.y  =  e—, 

dx 

2  (2*>-l)<-. 

La  courbe  (fîg,  21)  est  formée  de  deux  branches  égales 
situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  jr^  L'ordonnée  oB 
du  point  où  elle  coupe  cet  axe  est  égale  à  l'unité. 

Le  coefficient  du  premier  ordre  g  change  de  signe 
avec  l'abscisse  x.  Le  coefficient  différentiel  du  se- 

cond  ordre  ^— ;  est  négatif ,  lorsque  x  est  plus  petite 

\ 

que  la  distance  oP=  —  ,  et  positif  lorsque  x  dépasse 

cette  distance.  Ainsi  la  courbe  présente  sa  concavité 
au  bas  de  la  page  dans  l'intervalle  MM,  et  au  delà 
de  cet  intervalle  elle  y  présente  sa  convexité.  Les 
points  M,  dans  lesquels  la  valeur  du  coefficient  diffé- 

rentiel       change  de  signe ,  et  pour  lesquels  la  valeur 

de  ce  coefficient  différentiel  est  nulle,  sont  nommés  points 
d'inflexion. 

66.  Considérons  enfin  les  fonctions  trigonométriques. 
On  a 

y  =  sin.  x, 

dy 

-r-  =  COS.  X  , 

dx 
tty 

_  =  _sin.*.  _ 


Digitized  by  Google 


—  6t  — 

La  courbe  (/%.  22)  coupe  l'axedes.r  aux points  où  l'abscisse 
ést  égale  aux  arcs  o ,  r.  ,  2- ,  3-  ,  etc.  Dans  ces  points  ,  la 
tangente  forme  avec  les  axes  un  angle  égal  à  la  moitié  de 

dy 

l'angle  droit,  puisque  Ton  a      =ii.  Les  plus  grandes 

ordonnées,  dont  la  valeur  est  l'unité,  répondent 
aux  points  M,   dont  l'abscisse  est  égale  aux  arcs 

à'  1T>      »  etc*  désigne  du  coefficient  différentiel  du  se- 

cond  ordre  étant  contraire  à  celui  de  l'ordonnée,  la  courbe 
présente  sa  convexité  au  bas  de  la  page  quand  l'ordonnée 
est  positive,  et  réciproquement.  Les  points  où  l'ordonnée 
est  nulle  sont  les  points  d'inflexion.  Cette  courbe  se  pro- 
longe indéfiniment ,  soit  du  côté  des  x positives ,  soit  du 
côté  des  x  négatives  ,  en  présentant  une  suite  de  parties 
identiquement  égales  à  celles  qui  sont  comprises  dans 
l'intervalle  de  o  à  2-.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  la  fonction  est  périodique. 

67.  On  a  également 

* 

y  =  cos.  x, 

dy 

-j-  =  — sin.  x, 
ax 

-=— ;  =   COS .  X . 

dx 

H  est  assez  visible  que  la  figure  de  la  courbe  est  parfai- 
tement égale  à  la  précédente ,  dans  laquelle  on  aurait 

déplacé  l'origine  des  abscisses  X  de  l'intervalle  - ,  puisque 
Ion  a  toujours 

eos.  x  =  sin.  ^j>f^. 
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Vil.  DIFFÉRENTIELLES    DES    DIVERS  ORDRES  POUR  LES 
FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

68.  L«i  notion  des  différentielles  des  ordres  supérieurs 
s'étend  facilement  aux  fonctions  de  plusieurs  variables , 
puisque  la  différentiation  de  ces  fonctions  s'effectue  tou- 
jours en  opérant  séparément  par  rapport  à  chacune  des 
variables. 

Soit  en  premier  lieu,  comme  dans  le  n°  kO  ,  la  fonc- 
tion 

x  et  y  étant  deux  variables  indépendantes.  On  a  vu  que 
l'on  obtenait  pour  cette  fonction  la  différentielle  du 
premier  ordre  totale  exprimée  par 


d  z         d  z 
dz=  ^  dx  +  —  dy , 

dz 

et  formée  de  la  somme  des  différences  partielles  ^—  dx, 
dz 

et  j-  dy ,  prises  respectivement  en  regardant  x  seule 
comme  variable  et  y  seule  comme  variable.  Les  fonctions 

désignées  par  ~  et  ^  sont  les  coefficients  différentiels 

partiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  z  pris  respecti- 
vement par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y. 

L'opération  de  la  différentiation  peut  également  s'ap- 
pliquer à  l'expression  de  dz  ,  dans  laquelle  on  regardera 
dx  et  dy  comme  des  facteurs  constants.  Si  l'on  veut  for- 
mer la  différentielle  totale  ,  il  faudra  differentier  succes- 

dz     dz  • 
sivement  les  fonctions  ^  et      par  rapport  à  x  et  par 
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rapport  à  y.  On  aura  donc  pour  la  différentielle  totale 
du  second  ordre 


UÎÏ     dd£    \      (ddJ:      dp  V 

M-zr*»-**y  ~£dxJr~dfdyJdy- 

Mais  nous  avons  déjà  représenté  dans  l'article  précédent 

dz 
d  - 
dx  d*z 

le  coefficient  différentiel-^-  par -j^  :  l'analogie  con- 

dx  d*z 

duit  a  représenter  de  même         par  "^^y  On  écrit 

^dz  jdz 

d*z  dy       ét  z  dy 

également  ,   .  au  lieu  de  — = —  ,  et  -y-r  au  lieu  de  — r—  • 
s  dydx  dx        dy%  dy 

Ainsi  l'expression  précédente  devient 

=  &dx+^dy)d^(d^d^dpd^) 

ou  si  l'on  veut 

ctz  f  étz        tTz  \  cTz 

Dans  cette  expression  de  la  différentielle  seconde  to- 

d?z 

taie  de  la  fonction  z  ,  le  signe  -j^  représente  le  coeffi- 
cient différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  propo- 
sée ,  pris  en  regardant  x  seule  comme  variable.  Le  signe 

d'y 

£x£y  exprinte  crue  Ton  a  pris  le  coefficient  différentiel  dû 
premier  ordre  ^  en  regardant  x  seule  comme  variable, 
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dz 

puis  le  coefficient  différentiel  de  cette  fonction  ^  en  re-^ 

cTz 

gardant  y  seule  comme  variable.  Le  signe  exprime 

que  l'on  a  pris  le  coefficient  différentiel  du  premier 
dz 

ordre  ^  en  regardant  y  seule  comme  variable  ,  puis  le 

coefficient  différentiel  de  cette  fonction  ~  en  regardant 

jr.  seule  comme  variable.  Enfin  ^p-  représente  le  coef- 
ficient différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  z  pris 
en  regardant  j-  seule  comme  variable. 

69.  Nous  remarquerons  maintenant  que  les  deux  coef- 

d*z  cfz 

ficients  différentiels  ,      et  ,   ,  ■  sont  nécessairement 

dxdy  dydx 

égaux.  En  effet ,  en  revenant  ici  aux  notions  présentées 

d  z 

dans  les  n°*  46  et  suivants ,  on  reconnaît  que  ^  est  la 
limite  vers  laquelle  tend 

àz  __f{x+ïxy+\Y)—f (xjr) 
AX  bx  ' 

cPz 

lorsque  ±x  tend  à  devenir  nulle.  De  même   .    ,    est  la 
•  axay 

limite  vers  laquelle  tend 

/(j>fAxxr4-^r)— /(^,r+Ar)  f{x+nxy)—f{xy) 

A'g   ùx  "~  ûx  

ïxsy  ~  ûy 

lorsque  ajc  et  ùy  tendent  à  devenir  nulles.  On  reconnaît 

dz 

de  même  que  ^  est  la  limite  vers  laquelle  tend 

àz  __  f(xj+sy)— f{xj) 
AT  AT 
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ttz 

lôfsque  ijr  tend  à  devenir  nulle  ;  et  que  d^dx  est  la  li- 
mite vers  laquelle  tend 

Jlx+ïxj+w)- -/{x+ixjr)  Axjr+\r)—f{xj) 
A*z  àx  ±y 

ty±x~  àx  9 

lorsque  ±x  et  sjr  tendent  à  devenir  nulles.  Or,  celte  der- 
nière quantité  ne  différant  point  de  la  précédente,  leurs 

d?z  tPz 

limites  sont  aussi  égales  entre  elles.  Donc 


Ainsi ,  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  pris  par 
rapport  aux  deux  variables  x  el  y  est  identiquement  le 
même,  soit  que  Ton  différence  en  premier  lieu  par  rap- 
port à  or  ou  par  rapport  à  y.  C'est  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  l'ordre  des  différentiations  n'influe  pas  sur  les 
résultats. 

Il  en  résulte  que  l'expression  de  la  différentielle  du  se- 
cond ordre  de  la  fonction  proposée  zy  donnée  dans  le  nu 
méro  précédent,  doit  s'écrire 

70.  L'opération  de  la  différentiation  peut  également 
èlte  appliquée  à  cette  expression  ,  et  ponr  avoir  la  diffé- 
rentielle totale  du  troisième  ordre,  il  faudra  diflérentier 
,     c  d*z     cTz  d*z 

les  Jonctions      ,  p«'ir  rapport  a  x  et  par  rap- 

port àjr.  En  ayant  égard  à  la  proposition  démontrée 
dans  le  numéro  précédent ,  il  viendra 

dl  z  .  ,       dlz    ,  .  ,        d}z     _    _  .   tPz  .  > 
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Ed  continuant  de  la  même  manière ,  on  trouvera  en 
général 

d*z  d9z      ,        ,    n(/i— 1)  d*z 

^^^7^yd^-^\— ^^.d^-^  +- 

expression  dont  l'analogie  avec  celle  du  développement  de 
la  puissance  entière  d'un  binôme  est  évidente.  On  pour- 
rait écrire. 

en  se  réservant  de  changer,  après  le  développement, 
dz"  en  d*z. 

71.  Les  cas  où  il  y  aurait  plus  de  deux  variables  ind£- 
pendantes  n'exigent  pas  de  nouvelles  considérations.  Soit 
par  exemple 

On  aura  pour  la  différentielle  totale  du  premier  ordre , 
a  après  le  n°  M  , 

dz        dz  dz 

En  différentiant  cette  expression ,  où  dv,  dx,  djr  doi- 
vent être  regardés  comme  des  facteurs  constants ,  et 

— ,     ,  -7-  comme  des  fonctions  des  trois  variables  indé- 
dv  dx  <fy 

pendantes  \>,  x,y>  il  viendra  pour  la  différentielle  totale 
du  second  ordre 

En  général ,  on  peut  écrire 

t  dz        dz        dz  \" 
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en  se  réservant  de  changer  après  le  développement 
dz*  en  dmz. 

Il  en  serai  t  de  même  si  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes était  plus  considérable. 

VIII.  DIFFÉRENTIELLES  DES   DIVERS  ORDRES    FOUR  LES 

FONCTIONS  IMPLICITES. 

72.  Soit  en  premier  lieu  comme  dans  le  n°  13 ,  l'é- 
quation 

■ 

dans  laquelle  x  est  la  variable  indépendante  et  y  une 
fonction  de  x  donnée  implicitement  par  cette  équa- 
tion. La  question  consiste  à  trouver,  sans  résoudre 
l'équation ,  les  expressions  des  coefficients  différentiels 

dr  tty  (P y  i  *    *      .         ^  « 

,,^p,  etc.,  delà  fonction^.  On  a  déjà  vu  dans 

le  numéro  cité,  que  Ton  avait,  par  une  différentiation, 
J 'équation  différentielle  du  premier  ordre 

df 

d2+dl  ±=o}       d'où      ^  =  -^5. 
dx^dydx       '  dx  df 

dy 

Si  Ton  différentie  une  seconde  fois,  en  se  rappelant 

d  f  df  t 
que  les  fonctions  ^»  ^  contiennent  les  deux  varia- 
bles x,  y,  et  que  y  doit  être  regardée  comme  fonc- 
tion de  x ,  on  trouvera  l'équation  différentielle  do  se- 
cond ordre 

'/^  *f  4rM*f(fr\\iC*£-0 

da>+'^y^*d?\dx)*'dy'dx''-V' 
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dy 

iïoix  l'on  tire  après  avoir  mis  pour  la  valeur  précé- 
dente 

d'y         da?\tty)       dxdy  dx  dy  dy\dx) 

m    .  ' 

Cette  expression  s'obtiendrait  également  en  différentiant 
dy 

la  valeur  de  -j- . 

CUV 

On  continuera  de  la  même  manière  pour  former  les 
coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs  au  se- 
cond. 

73.  Les  mêmes  notions  conviennent  aux  cas  où  il  y 
aurait  un  plus  grand  nombre  de  variables  et  d'équations 
proposées.  Tout  se  réduit  à  appliquer  le  procédé  de  la 
différentiation  ,  afin  de  former  des  équations  différen- 
tielles d'un  ordre  de  plus  en  plus  élevé,  et  dont  on  pourra 
toujours  déduire  les  expressions  des  coefficients  différen- 
tiels des  fonctions  qui  ne  sont  données  que  d'une  manière 
implicite.  Nous  considérerons  le  cas  le  plus  simple  après 
le  précédent.  Soient  les  deux  équations 

/(x^,z)  =  0 
F(xy,z)  =  0, 

dans  lesquelles  x  est  la  variable  indépendante ,  y  et  i 
deux  fonctions  de  cette  variable  déterminées  par  ces  équa- 
tions. En  les  différentiant  une  première  fois  ,  il  viendra 

dx     dy  dx     dz  dx  " 
dF     dF  dy     dF  dz 
dx  +  dï  dï  +  dTdï=0> 
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équations  du  premier  ordre ,  d'où  Ton  déduira  par  l'éli- 
mination 

dfd?     dF  df  d?  df  dfdF 

dy         dx  dz     dx  dz       dz         dx  dy  dx  dy 

<Lc         df  dF     dF  df     dx  ~~  df  dF  dF  df 

dy  dz     dy  dz  dy  dz  dy  dz 

En  différentiant  les  équations  précédentes,  on  trou- 
vera ensuite 

dx%      dvdy  dx      dxdz  dx     dy\dx)      dydz  dx  dx 
df/dz**    df  cTy  df^cTz__ 

^+2-^  ^12**  dZ\  ^f^ViS^  4rd*\ 
dx*     dxdy  dx     dxdz  dx     dy*\dxl      dydz  dx  dx 

+  dz\dx)  +  dy  dx'  +  dm--0' 

équations  du  second  ordre ,  dont  on  tirera  les  expres- 

eTy     <Tz  ,  dy  dz 

sions  de      et  ^— , ,  après  avoir  substitue  pour  -jr  et 

les  valeurs  précédentes. 

_  _   d'y     <Tz  ,  . 

Ces  mêmes  expressions  de  et  peuvent  égale- 
ment être  obtenues  en  dtférentiant  immédiatement  les 

dy     d  z  < 
valeurs  précédentes  de  ^  et 


En  continuant  de  la  même  manière ,  on  obtiendrait 
les  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs  des 
fonctions^  et  z. 


f 
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IX.   CHANGEMENT  DE  LA  VARIABLE  INDÉPENDANTE. 

7&.  Nous  avons  indiqué  dans  le  n°  â  la  nécessité  de 
distinguer  dans  chaque  question  les  variables  indépen- 
dantes ,  c'est-à-dire  dont  les  valeurs  sont  arbitraires ,  et 
les  variables  fonctions  de  celles-ci.  Ces  notions  ont  été 
reproduites  dans  le  n°  4-3.  Les  opérations  analytiques  qui 
constituent  le  calcul  différentiel  sont  essentiellement  fon- 
dées sur  la  distinction  dont  il  s'agit,  qui  doit  être  main- 
tenue dans  toute  l'étendue  de  ces  équations  ,  puisque  les 
différenciations  successives  s'opèrent  toujours  en  regar- 
dant comme  des  facteurs  constants  les  différentielles  des 
variables  indépendantes,  tandis  que  l'on  fait  varier  les 
différentielles  des  autres  variables.  On  peut  toutefois, 
en  employant  certaines  transformations,  substituer  dans 
le  cours  d'un  calcul  de  nouvelles  variables  indépen- 
dantes à  celles  que  l'on  avait  d'abord  choisies. 

Pour  se  former  une  idée  juste  des  transformations 
dont  il  s'agit ,  on  se  représentera  que  la  résolution  d'une 
question  aurait  conduit  à  une  équation  telle  que 

ryt^  a?-  5P'etc\;=0' 

dans  laquelle  x  serait  regardée  comme  la  variable  indé- 
pendante,  çt  y  comme  fonction  de  x.  Cette  équation 
établit  une  relation  entre  x ,  y,  et  les  coefficients  diffé- 
dy  d'y  d}y 

rentiels  etc.,  qui  expriment  respective- 

ment les  limites  des  rapports  subsistants  entre  les  va- 

cIy  d?Y 

nations  simultanées  de  x  et  des  fonctions^,  -~ ,  etc. 
On  admet  maintenant  que  x  doit  cesser  d'être  prise  pour 
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variable  indépendante,  et  que  Ton  en  prendra  une  autre 

désignée  par  t.  Il  est  entendu  par-là  que  x  et  y  devien- 
dront des  fonctions  de  t  ;  et  néanmoins  la  dépendance 
établie  primitivement  entre  ces  deux  variables  x  etjr  ne 
doit  pas  cesser  de  subsister.  La  relation  qui  liera  t  aux 
variables  x  etj%  doit  être  donnée,  soit  par  une  équa- 
tion entre  t  et  x ,  telle  que  *  (  t ,  x)  =  o,  soit  par  une 
équation  entre  t  ety,  telle  que  w  (f,^)  =  o ,  soit  enfin 
par  une  équation  entre  les  trois  variables ,  telle  que 
n  (f ,  x  ,  y)  =  o. 

Cela  posé ,  il  est  visible  que  les  coefficients  difléren- 
dy  d*y  tPy 

t\e\s  —,  ^ y      ,  etc. ,  qui  entrent  dans  l'équation  F=o 

doivent  être  remplacés  par  d'autres  coefficients  différen- 
tiels de  la  fonction  pris  par  rapport  à  t.  Il  s  agit  d'o- 
pérer ce  changement  en  conservant  la  dépendance  de^ 
à  x.  On  y  parviendra  en  remarquant  simplement  que 
quand  x  est  fonction  de  t ,  et  y  fonction  de  x,  on  a, 
d'après  la  règle  du  n°  24- , 

dt      dx  dt  ' 

d'où  Ton  tire 

dy  "* 
dy_dt^ 
dx~~  dx' 

dt 

dr 

expression  qui  doit  être  mise  à  la  place  de  dans  l'é- 
quation F=0. 

Cette  première  expression  donne  immédiatement 
celle  des  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs. 
Car  en  diiférentiant  les  deux  membres  de  l'équation 


/ 
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à  t ,  et  P»r  conséquent  regardant 

précède*"!»'^  WeDt 

# comme*0  dx  ^y       dy  #x 

dx   dTd?  <f<' 

cTy     dTd?       ~dt  ~dF 
dx*  ~~  /^r\ J 

On  déduira  de  même  de  cette  expression  ,  en  difTéren- 

dx 

tiant  par  rapport  à  t  et  divisant  par  , 

(dx\*cPy  dx  d^x  d'y  dy/tTx\*  dx  dy  cPx 
di )d?~*dTir dF+  dî\df  J^dTdTdF 

~dx*  ~~  (dx^ 

KdT) 

et  ainsi  de  suite. 

75.  Lorsque  ces  valeurs  auront  été  substituées  dans 
l'équation  F=0  ,  cette  équation  contiendra  xyy%  et  leurs 
coefficients  différentiels  pris  par  rapport  à  t.  Si  l'on  a 
donné  une  équation  <t>  (ttx)=0  ,  entre  t  et  x ,  on  pourra 
remplacer,  dans  l'équation  F=0,  xet  ses  coefficients  dif- 
férentiels par  leurs  valeurs  déduites  de  l'équation 
♦  v£,x)=0  ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n°  72.  Alors  x 
aura  disparu ,  et  l'équation  F=0  ne  contiendra  que 

d  y  d?y  d}y  ,  , 

tt  y  y  -j-^     -,  j^y3 ,  etc.  Si  Ion  a  donné  une  équation 

T  (/l/)=0  entre  t  ely,  on  pourra  de  même  faire  disparaî- 
tre^ et  les  coefficients  différentiels  de^,  en  sorte  que  l'é- 
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dx  <tx  <Px 

quation  F=0  ne  contiendra  que  t,  x,      ,       ^  ,  etc. 

Enfin  si  l'on  a  donné  une  équation  n  (t,xy)=Q  entre 
les  trois  variables,  on  pourra  faire  disparaître  à  vo- 
lonté x  ou  y,  puisque  cette  équation  et  ses  dif- 
férentielles successives  prises  par  rapport  à  t  (en  re- 
gardant x  et  y  comme  fonctions  de  t  ),  donneront  les 

.        _      dx  d?x  c      .      ,      dy  cty 

valeurs  dex,     ,  ^-p,,  etc. ,  en  1  onction  dey,  ^y.»etc, 

et  réciproquement. 

76.  Si  la  relation  établie  entre  t  et  les  autres  varia- 

dx 

bles  consistait  dans  l'équation  x=t ,  on  aurait  ^  =1 , 
cFjc  d*x 

=0,  ^3=0  ,  etc.,  et  les  formules  du  n°  7k  se  réduis 

dv      dy    d'y  d'y 
raient ,  comme  cela  doit  être,  ^  =  J~t  >  ^  =  d  f 

d*y__d*y 
dx>-dt*'etC- 

Si  la  relation  dont  il  s'agit  consistait  dans  l'équation 

dy         cTy  d'y 
y=t ,  on  aurait  ^  =1 ,  ^y,  =0 ,  —  =  0 ,  etc. ,  et  ces 

mêmes  formules  deviendraient  (  en  écrivant  y  au  lieu 
de  O  » 

dx  dx9 


dx*  /dx\*' 


.^iM   )i\    \dy)  ' 

fd*x\%     dx  dlx 
#y       \d?J  ~~"dïdy> 


dx*  fUX^ 

Etc. 


I 

(g) 


dy  d%y  d?y 

On  doit  donc  remplacer  ^- ,  1  ^„  etc.,  par  ces  der- 
nières'expressions  ,  lorsque ,  dans  une  équation  entre  x 
zly ,  ayant  d  abord  pris  x  pour  la  variable  indépen- 
dante ,  on  veut  ensuite  que ^  devienne  la  variable  indé- 
pendante. 

77.  Les  formules  précédentes  conduisent  immédiate- 
ment à  l'expression  de  la  différentielle  des  fonctions  in- 
verses (  voyez  n°  35  ). 

L'équation 

x  étant  regardée  comme  la  variable  indépendante.  Si 
l'on  veut  maintenant  que  ^  soit  la  variable  indépen- 

dy  i 

dan  te ,  on  remplacera  ^  par      ,  ce  -qui  donnera 

d'y 

1      \  dx 

—  =      ,         OU       —  =S  X  } 

dx     x  dy 

4r 

c'est-à-dire ,  en  mettant  pour  x  sa  valeur  en  y ,  qui 
est  eJ  , 

d.er 
dy 

L'équation 

y=ûu.x        donne        ^  =  oos.ar , 

x  étant  regardée  comme  la  variable  indépendante.  Si  la 
variable  indépendante  doit  être  y ,  on  écrira 


j_  dx  l 

dy 


=  cos.  JT,  ou  —  =  —  ; 

<£r  <y      cos.  x 
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c'est-à-dire,  en  mettant  pour  x  sa  yaleur  arc  sin.^ 

cf. arc  s'in.^  1 


-  dy  Vi-f 
L'équation 

r=ta„g.  x        donne  g  =  -i-. 

Donc 

1           1          t£r  rf.arc  tang.^  1 

- — =  COS.     ,  ou 


78.  Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  cas 
où  le  nombre  des  variables  est  plus  considérable.  Si  Ton 
avait ,  par  exemple ,  1  équation 

_  /  dy    dy  dz    dz  \ 

F("'x^'^-^'etc- z'J,'^'etcJ=0- 


dans  laquelle  v  et  x  désignent  les  deux 
pendantes,  y  et  z  deux  fonctions  de  ces  variables  ;  et 
qu'on  voulût  ensuite  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes 5  et  t ,  on  remarquerait  que  v  et  x  deveoant  fonc- 
tions de  s  et  t ,  tandis  que  y  et  z  ne  cessent  point  d'être 
fonctions  de  t>  et  x ,  on  a 

■ 

dy      dy  dif     dy  dx         dy      dy  dv     dy  dx 
<*i"    ^  dx  dt  1        dt    '  <fc>  <ft     dx  dt  1 

♦  4 

d'où  l'on  déduit  par  rélùnination 

dy  dx  dy  dx  dy  dv       dy  dv 

dy      dt  ils  "37  dt  dy     ds  dt  dt  UT 

dv  ~  dx  dv  dx  ci»  '  dx  ~  dx~dv  dx  dv  ' 

ds  dt  ST  ds  dTdT'  ~dt  ds 
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On  obtiendrait  des  expressions  semblables  pour  — r  et  . 

Si  Ton  différentie  les  deux  expressions  précédentes  de 
dy  dy 

ds  et  dï  Paf  raPPort  à  5  et  f,  on  aura  trois  équations 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  expressions  des  trois  coefficients 

d*y     d'y  cty 
différentiels  du  second  ordre  -j—t ,   ,    .  ,  m  >  et  ainsi 

ax     ajcav  av 

des  autres  coefficients  différentiels.  11  serait  superflu 
de  continuer  plus  loin  la  recherche  de  ces  formules  gé- 
nérales ,  parce  qu'il  convient  mieux  d'opérer  dans  les 
applications  sur  les  expressions  analytiques  qui  se  pré- 
sentent. 

79.  Le  changement  des  variables  indépendantes  a 
principalement  lieu  dans  la  géométrie ,  lorsqu'on  veut 
passer  d'un  système  de  coordonnées  à  un  autre.  Admet- 
tons ,  par  exemple ,  que  dans  l'équation 

x  et  j  représentent  deux  coordonnées  Op,  mp  (  fig.  23  ) 

comptées  sur  deux  axes  rectangulaires  ,  et  qu'on  veuille 

remplacer  x  par  l'angle  •..  formé  par  le  rayon  vecteur 

Om  avec  l'axe  djs  x.  On  aura  donc 

r 

tan  g.  w  =  — . 

Cette  équation  ,  étant  difïérentiée  plusieurs  fois 
de  suite  par  rapport  à  w ,  dont  y  et  x  sont  fonc- 
tions ,  donnera  des  équations  dont  on  tirera  les  va- 
dx  cTx 

leurs  de -r-, -r—;,  etc.  ,  qui  devront  être  substituées 

dans  les  formules  du  n°74.  Les  valeurs  des  coefficients 
dy  d'y 

différentiels  gj'JJj»  etc  »  représentées  par  ces  formules 
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étant  substituées  dans  l'équation  F=0 ,  cette  équation 

dy  <Fy 

sera  entre  »,  r ,  -j- ,  -j— , ,  etc. 

^    a»  a<o 

Si  Von  veut  changer  entièrement  le  système  des  coor- 
données ,  en  introduisant  à  la  place  de  y  la  longueur  du 
rayon  vecteur  Om  ,  que  nous  désignerons  par  p ,  on  po- 
serait après  l'équation  précédente 

y  =  p  sin.  <», 

et  difTérentiant  cette  équation  plusieurs  fois  de  suite  par 
rapport  à«,  p  étant  regardée  comme  variable  ,  on  ob- 
tiendrait des  équations  dont  on  tirerait  les  valeurs  de 
dy  éty 

dZ '  d~*  '        (îui  ^evraient ^tre  substituées danslequa- 

•  dû  d*o 

lion  proposée ,  qui  sera  alors  entre  &>,  p,  — ,      ,  etc. 

Mais  dans  ce  dernier  cas  il  eût  été' }  lus  simple  de  po- 
ser immédiatement 

x=p  cos.  « ,  j"=p  sin.  w , 

et  de  déduire  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  de 
dx  d?x  dy  d*y  _ 

j-,  -r-, ,  etc. ,  et  -r ,  -j-, ,  etc.  Ces  valeurs  étant  substi- 
a»>  a au  au 

tuées  dans  les  formules  du  n°  1k  ,  on  obtiendrait  ainsi 

dy  <£y  do  d*  p 

les  valeurs  de       ^-p,  etc.,  en  w  ,  * ,  ^n,  ^r;,  etc.,  qui 

devraient  être  substituées  dans  l'équation  proposée. 


X.  EXPRESSION    GÉNÉRALE    DU   DÉVELOPPEMENT  D*UNB 
FONCTION  SUIVANT  LES   PUISSANCES  ENTIÈRES  DE  LA 

VARIABLE.  THÉORÈME  DE  TAYLOR. 

i 

80.  La  considération  des  coefficients  différentiels  ou 
des  fonctions  dérivées  des  divers  ordres,  donne  les 
moyens  de  développer  une  fonction  quelconque  en  une 
série  infinie  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières de  la  variable.  Soit  la  fonction  proposée 

•r=/(*). 

* 

En  revenant  aux  notions  présentées  dans  l'article  VI, 
et  continuant  le  tableau  du  n°  50  ,  on  en  déduira  par  de 
simples  substitutions  »  pour  les  valeurs  correspondantes 
de  x  ety, 


*  1 

X+lX 

L==r+Ar 

• 

L'expression  de^«  est  indépendante  de  la  nature  de  la 
fonction  :  elle  peut  toujours  être  formée  tant  que  cette 
fonction  ne  prend  point  des  valeurs  infinies  dans  l'inter- 
valle des  valeurs  x  et  x+nix  de  la  variable.  Ainsi  nous 
pouvons  écrire 

'(-;*).  <-D(H) 

=y+"AT+    V  a    ^y+—  ^  ^  à\r+  +A»r, 
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Cette  équation  subsiste ,  quelle  que  soit  la  grandeur  at- 
tribuée à  l'intervalle  constant  ~x ,  et  quel  que  soit  le 
nombre  n.  Admettons  que  l'intervalle  mx  (  qui  sépare 
les  valeurs  de  x  auxquelles  répondent  les  valeurs  y  et  ym 
de  la  fonction  )  demeurant  constant ,  on  fasse  diminuer 
indé6niment  -vJf,  et  augmenter  indéGniment  le  nombre 
«dans  la  même  proportion.  L'équation  précédente  ne 
cessera  pas  de  subsister  ,  et  par  conséquent  elle  doit  sub- 
sister également  lorsqu'on  remplacera  chaque  terme  par 
h  limite  vers  laquelle  il  tend  lorsque  x  tend  à  devenir 
nulle.  Or ,  il  est  visible  que  la  limite  commune  des  frac- 
tions i — ^,  1 —  — ,  etc.,  est  l'unité,  et  que  les  limites 

by   £y  C?y 

des  rapports  ~ ,  — —, ,  etc. ,  sont  les  coefficients  dif- 

dy  d'y  tPy 

ferentiels  ou  fonctions  dérivées  ^-  ^— , ,  ~t ,  etc.  Donc 
en  faisant  pour  abréger  n*x=zh  ,  on  voit  que  l'équation 

entraîne  la  suivante 
M      ,  dy    h*  cTy     K*  d'y      h*  d*y 

que  J'on  écrit  souvent  d'après  Lagrange 

A*  h*  A* 

/(x+A)=/lJ:)+A/(J:)4-  ^/(X)'4T3^,,(X)4TO/,V(,r)+CtC• 

fn  employant  pour  les  coefficients  différentiels  ou  fonc- 
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tions  dérivées  la  notation  proposée  par  ce  grand  géomè- 
tre. Cette  expression  remarquable,  appelée  théorème  ou 
formule  de  Taylor ,  du  nom  de  sou  auteur  ,  doit  être 
regardée  comme  l'élément  principal  du  calcul  différen- 
tiel et  de  ses  applications. 

81.  L'expression  précédente  est  souvent  présentée 
sous  une  autre  forme.  En  faisant  #=0  ,  et  désignant  par 

dy    d*y  y 

Y  y  "T"°  »"TT  >         etc. ,  les  valeurs  particulières  et  con- 

u  0   dx    dx  dx* 

dy  cTy  te- 
stantes que  prennent  alors  les  fonctions     ^:,"^»,  dx^f 

etc.,  il  viendra 

dy      h%  d'y        h*   cPy    «     h*  dky 

ou  en  mettant  x  au  lieu  de  h  , 

dyt  d'y  x3  cPy  xK  d'y 
dx      2  dx      2.3  dx3      2.3.4  dxk 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Stirling;  mais 
elle  est  plus  connue  sous  le  nom  de  série  de  Maclaurin, 
à  qui  on  l'a  généralement  attribuée.  Quand  on  emploie 
la  notation  de  Lagrange  ,  on  écrit 


x*  ,r 


4 


A*)-Ao)+*r  (o)+Tf  {o)+—  /"'  W+ïJjf"  (o)+etc. 

Cette  formule  et  celle  du  n°  8o  servent  à  déve- 
lopper une  fonction  suivant  les  puissances  entières 
de  la  variable  x  ou  h.  En  général ,  la  série  se  pro- 
longe à  l'infini.  Les  fonctions  algébriques  entières 
composées  de  termes  de  la  forme  axr ,  m  étant  un 
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nombre  entier  positif,  produisent  seules  des  suites 
finies,  les  coefficients  différentiels  de  ai"  ,  d'un  ordre 
supérieur  à  my  étant  nuls  comme  on  la  remarqué 
n°  56.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  les  développements 
de  f(x+h)  et  de  f(x)  ne  renferment  qu'un  nombre  limité 
de  termes ,  ils  se  réduisent  alors  à  des  polynômes  entiers. 
Si,  par  exemple,  les  dérivées  /"+,(0) ,  /"^(O) ,  etc., 
sont  toutes  nulles ,  il  reste  simplement 

/(*)  =/(0)+xr  (0)+  +  afe/' (0)  ' 

en  sorte  que  f[x)  est ,  dans  cette  hypothèse ,  une  fonc-i 
tion  algébrique  entière  du  degré  n . 

82.  L  équation 

f(x)=fW  +  *S  W  +  etc. 

est  bien  facile  à  établir  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  ,  lorsque  Ton  sait  à  priori  que  la  fonction 
f(x)  est  développable  en  une  série  de  la  forme  A+Bx-J- 
Cx*4-Da:3+etc.  Posons  en  effet 

(1)  f(x)=k+Bx+Cx*+Dx*+  

Pour  déterminer  les  constantes  inconnues  A,B,C,D,.... 
on  prendra  les  dérivées  successives  de  l'équation  (1),  ce 
qui  donnera 

f  (x)=B4-2Cx+3Dx*+  

f  (x)=2C+2.3Dx+  


et  en  faisant  ensuite  x=0  ,  on  aura 

A=/(0),    B=f(Q),  C=^,etc., 
tfoù  résuite  l'équation  (1)  qu'il  fallait  démontrer. 

6 
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On  arrivera  de  la  même  manière  %  la  série  de  Taylor , 
en  posant 

(2)  /(j:+A)=A+BA+CA,4-DA3+  

et  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à 
h ,  ce  qui  donne 

(3)  dJl*£h)  =  B+2CÀ+3DV+  

(0  £^±  =  2C+2.3DA+  


Faisons  x-J-A=u ,  d'où  f(x-{-h)  =f[u)  :  par  le  principe 
des  fonctions  de  fonctions  ,  il  vient 

df{x+h)  du  v 

on  trouve  semblablement , 

dk   =f  (a)' 

et  ainsi  de  suite  ,  de  sorte  que  ,  pour  A=0 ,  les  dérivées 
successives 

df(x+h)  iTf(x+?i) 
dh     "        dh*  "~ 

sont  respectivement  égales  à 

/*(*).      /"(*).  etc. 

■ 

En  posant  donc  h=0  dans  les  équations  (2),  (3),  (fc),  

on  obtiendra 

A=/(x),  B=f  (x) ,  C  =^-3-^  etc.  C.  Q.  F.  D. 
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Ou  remarquera  en  passant  que  les  deux  dérivées 

df(x+h)  d/(x+h) 
dje     '  dh 

9 

ont  pour  expression  commune/'  (u) ,  et  sont  par  suite 
égaies  entre  elles  ;  et  qu'il  en  est  de  même  des  dérivées 

des  ordres  supérieurs 

« 

dx*     '  dh*  ' 

d'fix+h)  d*f{jc+h) 

-  '       dv  ■ 


83.  Rien  çe  limitant  dans  la  formule  du  no  81  la  va- 
leur de  x ,  ni  la  valeur  de  h  dans  la  formule  du  n°  80  , 
la  fonction^  se  trouve  exprimée  dans  toute  son  étendue, 
ce  qui  est  très-remarquable ,  au  moyen  de  la  valeur  de 
cette  fonction  et  des  valeurs*  de  la  série  infinie  de  ses 
coefficients  différentiels  qui  répondent  à  une  seule  valeur 
de  x.  Ainsi  donner  les  valeurs  de  la  fonction  et  des 
coefficients  différentiels  pour  une  seule  valeur  de  la  va- 
riable ,  équivaut  en  général  à  donner  la  fonction  elle- 
même.  Mais  il  importe  d'observer  que  chacune  de  ces 
séries  ne  peut  être  égale  à  la  fonction  correspondante 
f{x)  ou  J\  x*¥h  ) ,  qu'autant  qu'elle  est  convergente , 
c'est-à-dire,  qu'autant  que  les  valeurs  obtenues,  en 
prenant  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand , 
s'approchent  de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite;  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  qu'autant  que  l'on  peut  assigner 
deux  limites  aussi  resserrées  qu'on  le  veut ,  entre  les- 
quelles la  valeur  obtenue  se  trouvera  toujours  comprise, 
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quelque  grand  que  soit  le  nombre  des  termes  que  l'on 
ajoute.  Dans  quelques  cas  ,  la  convergence  d'une  série 
est  manifeste  ;  par  exemple ,  lorsque  les  termes  dimi- 
nuent progressivement  à  partir  du  premier ,  et  sont  al- 
ternativement positifs  et  négatifs ,  les  résultats  donnent 
évidemment  des  nombres  qui  diffèrent  de  moins  en 
moins  ,  et  convergent  vers  un  nombre  intermédiaire. 
Lorsque  les  termes  sont  de  même  signe,  la  série  est 
convergente  si  tous  sont  moindres  que  les  termes  corres- 
pondants d'une  progression  géométrique  dont  la  raison 
est  plus  petite  que  l'unité.  Au  contraire  elle  est  diver- 
gente ,  si  tous  les  termes  sont  plus  grands  que  ceux  d'une 
progression  géométrique  dont  la  raison  est  l'unité,  ou 
plus  grande  que  l'unité.  En  général ,  un  examen  spé- 
cial est  nécessaire  pour  s'assurer  si  une  série  est  ou  non 
convergente. 

84.  Il  est  très-important,  soit  pour  l'applica- 
tion de  la  série  de  Taylor  au  calcul  numérique  des 
valeurs  des  fonctions,  soit  en  général  toutes  les  fois 
que  l'on  se  borne  à  considérer  un  nombre  déter- 
miné de  termes  de  cette  série  (  comme  on  le  fait  dans  les 
applications  du  calcul  différentiel  à  la  géométrie,  à  la 
mécanique  et  à  la  théorie  du  mouvement  de  la  chaleur  ) , 
de  pouvoir  apprécier  l'erreur  que  l'on  commet ,  ou  du 
moins  de  pouvoir  assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
cette  erreur  soit  comprise. 

On  parvient,  au  moyen  d'une  remarque  très-sim- 
ple, à  déterminer  les  limites  dont  il  s  agit.  Soit  une 
fonction  quelconque/(A)  dont  la  valeur  soit  nulle  quand 
la  variable  A=0  *  on  peut  affirmer  que  si  depuis  A=0 
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jusqu'à  h=h ,  le  coefficient  différentiel  est  con- 

stamment positif  ou  constamment  négatif,  et  ne  devient 
pas  infini,  la  valeur  de  f[h)  sera  positive  ou  négative  , 
c'est-à-dire  du  même  signe  que  le  coefficient  différentiel. 

En  effet ,  tant  que  est  positif  et  fini ,  la  fonction 

croît  positivement,  et  lorsqu'il  est  négatif  et  fini ,  cette 
même  fonction  croît  négativement.  Mais  cette  proposi- 
tion ne  subsisterait  plus  dans  les  cas  où  le  coefficient 
différentiel ,  ou  la  fonction  même  ,  auraient  des  valeurs 
infinies  dans  l'intervalle  de  0  à  h. 

Cela  posé ,  supposons  que  l'on  veuille  développer  la 
fonction  f{x+h)  suivant  les  puissances  de  h ,  et  que  l'on 
ne  prenne  d  abord  que  le  premier  terme  f{x)  du  déve- 
loppement. Nous  écrirons  donc 

il  étant  une  quantité  inconnue,  qui ,  lorsque  h  tend  à 
devenir  nulle  ,  tend  à  devenir  égale  à  ^  .  La  ques- 
tion consiste  à  déterminer  deux  limites  P,  Q  entre  les- 
quelles la  quantité  n  se  trouve  comprise  ,  et  qui  soient 
telles  que  Ton  ait ,  quelle  que  soit  h  , 

/(^)>/(xH-AP 
f{x+h)<f(x}+hQ  i 

ou  bien 

/(*f*H /(*)-ap>o 

f{x+h)—f  (x)—hQ  <0  i 

mais  d'après  le  n°  précédent ,  la  première  de  ces  fonc- 
tions (  dont  la  valeur  est  nulle  lorsque  A=0  )  sera  posi- 
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tive ,  et  la  seconde  sera  négative ,  si  leurs  coefficients 
différentiels  pris  par  rapport  à  h  sont  eux-mêmes  po- 
sitifs ou  négatifs  ,  et  ne  deviennent  point  infinis ,  depuis 
h=^0  jusqu'à  h=ah  ;  c'est-à-dire  si  l'on  a 

df(x+h) 


dh 


-P>0, 


depuis  h=zO  jusqu'à  à=à.  Or  il  est  clair  que  l'on  satis- 
fera à  cette  condition ,  1°  en  prenant  pour  P  la  plus 

d       \  'lis 

petite  de  toutes  les  valeurs  que  prend  la  fonction— — 

depuis  A=0  jusqu'à  A=A  ;  2°  en  prenant  pour  Q  la  plus 
grande  des  valeurs  que  prend  la  même  fonction  dans 
le  même  intervalle. 

Admettons  maintenant  que  l'on  prenne  les  deux  pre- 
miers  termesj\x)+h  '  du  développement.  On  déter- 
minera les  limites  du  reste  de  la  série  en  assignant  les 
valeurs  de  P  et  Q  ,  de  manière  que  l'on  ait ,  quelle 
que  soit  h, 

/(*r*)>/[^^  +  fP 


ou  bien 


Ax+h)<f(x)+h  £  Q  ; 


f{X+h)-/(x)-h  m&  -  £P>0 

/(x+A)-/(x)-A  H£  -  £<?<<>. 
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D'après  le  n°  précédent ,  ces  dernières  conditions  seront 
satisfaites  si  le  coefficient  différentiel  de  la  première 
fonction  est  positif  dans  l'intervalle  de  0  à  h ,  et  si  le 
coefûcient  différentiel  de  la  seconde  est  négatif  dans  ce 
même  intervalle  ,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

dh  dx 

—dh  di  AQ<0- 

Mais  ces  conditions  seront  elles-mêmes  satisfaites  si , 
différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  h  ,  on  pose 

<Tf{x+h) 


dh% 


-P>u 

-Q<o. 


Donc  on  doit  prendre  ici  respectivement  pour  P  et  Q 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  qui  peuvent 
appartenir  au  coefficient  différentiel  du  second  ordre 

£Sg±}.  dansrintervalledeOàA. 


dlï 

Supposons  encore  que  prenant  les  trois  premiers 

termes  f{x)+h   ^    4-  -    ^    du  développement ,  on 

veuille  assigner  les  limites  du  reste.  Il  s'agira  donc  de 
déterminer  P  et  Q  de  manière  que  Ton  ait 
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Or  cès  conditions  seront  satisfaites  si  l'on  a 


df(x+h)    df[x)    t  * /(x)  V 
dh~~       dx  dx*  2"^ 

d.f\x+h)    df(x)    t  <T,f(x)  _  £  Q<0 


Ces  dernières  le  seront  elles-mêmes  si  l'on  a 

—di'  dir  -*p>0 

Eufin  celles-ci  le  seront  si  l'on  a 

■ 

d*.f(x+h) 


dh> 


—  P>0 

-Q«>î 


c'est-à-dire  si  Ton  prend  pour  P  la  plus  petite,  et  pour 
Q  la  plus  grande  des  valeurs  qu'affectera  la  fonction 

tPJljc+h)  dans  •l'intervalle  de  0  à  A. 

dhr 

En  continuant  de  la  même  manière  ,  on  voit  que  tant 
que  les  coefficients  différentiels  ne  deviennent  point  in- 
finis ,  on  peut  développer  une  fonction  par  la  série  de 
Taylor ,  et  s'arrêter  a  un  terme  quelconque ,  en  fixant 
les  limites  de  la  valeur  de  la  partie  de  la  série  que  l'oit 
néglige.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  les 


df(x+h)  <?.f(x+h) 
différentiels  — ^ — ,  ^ — ,  etc. ,  ne  différent  point 

,  d/(x+h)  <r.f(x+h)  d.f{x)  <?.f(X) 

de  —dx->-d^>eic  > ou  de  -dx-'-inr>*ic' 
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On  est  donc  assuré  que  la  valeur  de  la  série  est  toujours 
comprise  entre  celle  des  deux  expressions  suivantes , 

„  % .  t  d.fjx)  ,  A'  d\f[x)  t  A3  dzf[x) 
f{x)+h  — —  +  -      ,  ,    +  —     ,  .    +  + 


dx    '  2    dx*     '  2.3    dx*  '  2.3.4  

f{x)+h  +  —      ,  ,  ■  +  —      ,  -  + 


</x       2    «*r'      2.3    dx3  2.3.4  fi 


P  et  Q  désignant  respectivement  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  prendre  le  coefficient  difle- 

rentiel  — - —  pour  tou  tes  les  valeurs  de  la  variable  com- 

dx/4. 


prises  entre  x  et  x+h. 

_  ■ 

85.  H  est  visible ,  d'après  ce  qui  précède ,  que  Ton 
aura  toujours  la  valeur  exacte  de  la  série  en  prenant 

h? 

pour  dernier  terme  .  multiplié  par  un  certain 
facteur  compris  entre  P  et  Q  ;  c'est-à-dire ,  par  une  des 
valeurs  de  la  fonction  — qui  ont  lieu  dans  l'inter- 
valle de  x  à  x+h.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  écrivant 

6  est  ici  un  nombre  inconnu  compris  entre  0  et  l'unité. 

Quelques  géomètres  écrivent  encore  le  dernier  terme 
de  cette  manière , 

.  ht*       d*.J\x  x+k)  . 

2.3.4  dx*  ' 

afin  d'indiquer  que  l'on  doit  mettre  pour  x.  dans  ce 
terme ,  sous  le  signe  de  la  fonction,  une  des  valeurs  de  la 
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variable  comprises  entre  x  et  x+h.  Cette  valeur  est  in- 
connue ;  mais  on  sait  que  Ton  a  une  limite  supérieure 

des  valeurs  de  f{x+h)  en  mettant  celle  qui  rend  ^ 

le  plus  grand  possible,  et  une  limite  inférieure  de/(jc+/i) 

en  mettant  celle  qui  rend  — '-  le  moindre  possible.  II 

doc**" 

d1*  ,f{x) 

est  évident  d'ailleurs  que  si  la  fonction  —  est  con- 

dxy 

stamment  croissante  ou  constamment  décroissante  de- 
puis x=x  jusqu'à  x=x  \-h  ,  les  limites  dont  il  s  agit 

d1*  /{x) 

seront  données  par  les  valeurs  —        qui  répondent  à 

dx>u 


x—x  et  à  x=x-\-h. 

86.  On  peut ,  comme  dans  le  n0  81 ,  faire  x=0  dans 
la  formule  précédente ,  puis  écrire  x  au  lieu  de  h ,  ce  qui 
donnera 

\x)=flfi)+*f{*)+  |V(0)+  ^r(0)+  +      f     fM(Bx) , 

0  désignant  toujours  un  nombre  dont  la  valeur  n'est  pas 
déterminée,  mais  se  trouve  comprise  entre  0  et  l'unité. 
On  obtiendra  deux  limites  entre  lesquelles  la  valeur  de 
f{x)  sera  nécessairement  comprise ,  en  mettant  dans  le 
dernier  terme,  pour  f^tfx),  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  que  prenne  ce  coefficient  différentiel  dans 
l'intervalle  de  0  à  x. 

87.  Au  moyen  de  l'expression  du  reste  de  la  série 
de  Taylor,  qui  a  été  donnée  par  Lagrangc  ,  toute  inoer- 
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relative  à  la  convergence  de  cette  série  disparaît 
entièrement.  En  effet ,  la  série  est  nécessairement  con- 
vergente ,  et  a  pour  somme  f  [x+h) ,  si  la  valeur  du 

terme  complémentaire  devient 

2.3.4..  ..f*  dxu 

plus  petite  que  toute  grandeur  donnée  lorsque  le 
nombre  p  augmente  indéfiniment.  On  peut  remarquer 
d'ailleurs  que  cette  circonstance  aura  lieu  toutes  les  fois 
que  Ton  pourra  assigner  un  nombre  déterminé  N  au-des- 
sous duquel  la  valeur  absolue  du  facteur     if(x  +  *h) 

do? 

reste  constamment  quelque  grand  que  soit  jx,  car  le 
hu 

facteur   tend  nécessairement  à  devenir  nul 

2.3.4  ii 

lorsque  /*  augmente  de  plus  en  plus. 

Des  cas  ou ,  pour  certaines  valeurs  particulières  de  la  va- 
riable ,  la  série  de  Taylor  ne  donne  point  le  développe- 
ment de  la  /onction. 

88 .  L'existence  de  la  sériede  Taylor  suppose  que  la  fonc- 
tion y~f(x)t  et  ses  coefficients  différentiels  y^x^y'^r), 
etc.  ne  deviennent  pas  infinis  pour  la  valeur  de  x  à  partir 
de  laquelle  l'accroissement  désigné  par  h  est  compté.  Si  le 
contraire  a  Heu ,  la  série  sera  en  défaut.  Soit  par  exemple 

la  fonctions/far)  de  la  forme  ■  ^     ,  m  désignant  un  nom- 

\X  aj 

bre  positif,  et  F{x)  une  fonction  de  x  qui  ne  devient  pas 
nulle  ni  infinie  lorsque  x=a.  Si ,  conformément  aux  règles 


précédentes  ,  on  développe  '^^~^m  en  une  série  or- 
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donnée  suivant  les  puissances  entières  de  h ,  tous  les 
termes  deviendront  infinis  lorsqu'on  y  fera  x  =  a.  Ce- 
pendant la  fonction  a  alors  une  valeur  déterminée  qui 

«t  Mais  comme  le  développement  de  cette  va- 

leur  suivant  les  puissances  de  h  doit  nécessairement 
présenter  des  puissances  négatives  de  cette  quantité  ,  il 
ne  peut  plus  être  donné  par  la  série  de  Taylor. 

89.  Soit  encore  la  fonction  log.  x.  Tous  les  termes 
du  développement  de  log.  (jc+A)  deviennent  infinis  lors- 
qu'on y  fait  x  =  0.  Cependant  la  fonction  présente  alors 
une  valeur  déterminée ,  qui  est  log.  h  ;  mais  cette  valeur 
ne  peut  être  représentée  par  une  série  ordonnée  suivant 

les  puissances  entières  de  h ,  puisque  log.  h  =  —  lors- 
que h=Q. 

90.  La  série  de  Taylor  don  De  naturellement  des  ré- 
sultats indéterminés ,  lorsque  la  fonction  proposée  f{x) 
contenant  des  radicaux  ,  la  valeur  particulière  attribuée 
à  x  fait  disparaître  ces  radicaux  dans  la  fonction  et  dans 
aes  coefficients  différentiels.  Pour  en  concevoir  la  raison, 

il  faut  remarquer  qu'un  radical  de  la  forme  de  ^{x — ay  , 
p  et  q  désignant  des  nombres  entiers ,  qui  fait  partie 
de  la  fonction  f{x),  donne  à  cette  fonction  autant  de 
valeurs  différentes  réelles  ou  imaginaires  qu'il  se  trouve 
d'unités  dans  le  nombre  q.  Comme  ce  même  radical  se 
reproduit  dans  les  coefficients  différentiels  de  la  fonction, 
ces  coefficients  présentent  eux-mêmes,  comme  cela  doit 
être,  un  nombre  de  q  de  valeurs.  Ainsi  il  y  a,  à  propre- 
ment parler,  autant  de  développements  particuliers  et 
différents  les  uns  des  autres  que  le  radical  dont  il  s'agit 
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présente  de  valeurs.  Mais  si  Ton  donne  à  x  la  valeur 
particulière  a ,  le  radical  disparaît  de  tous  les  termes 
de  la  série ,  tandis  qu'il  subsiste  toujours  dans  la  fonc- 

tion  ,  où  il  est  devenu  y/hp.  Donc  la  série  ne  peut  plus 
alors  représenter  la  fonction,  puisque  celle-ci  a  plusieurs 
valeurs  tandis  que  la  série  n  en  aurait  qu'une  L'analyse 
résout  cette  contradiction  en  donnant  des  valeurs  in- 
finies aux  termes  de  la  série,  qui  ne  présente  plus  alors 
de  résultat  déterminé. 

Le  développement  de  f{x)  doit,  dans  le  cas  dont  nous 

p_ 

nous  occupons ,  contenir  des  termes  aflectés  de  h*.  On 
connaîtra  ce  développement  en  faisant  dans  la  fonction 
proposée  x  =  a+ht  et  développant  f(cH-h).  Les  puis- 
sances fractionnaires  de  h  paraîtront  dans  ce  dernier 
développement. 

91.  Soit,  par  exemple 

/(x)  =  2ax— x%+a  Vx%—a\ 

qui  donne 

d.f(x)     A#        t  ax 
=  2(a— x)  + 


•       àx  V*=2 

i?.f(x)        A         a  ax% 
■    ,  ,   =  —  2  +   r. 

l/x*—a%  &—ay 

etc. 

En  faisant  x=a ,  on  a  f{x)=za,  et  les  coefficients  diffé- 
rentiels de  tous  les  ordres  sont  infinis.  Cette  circonstance 
indique  que  le  développement  &ef(x+h)  doit  ici  con- 
tenir des  puissances  fractionnaires  de  h  lorsque  x~a 
La  fonction  devient  alors  en  effet 


/(a4-A)  =  a'~ h*+a  Vh  V*a  +  h, 
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dont  le  développement  suivant  les  puissances  de  h  con- 

i.       1  5 

tiendra  les  termes  A\  A*,  A»,  etc. 

92.  On  doit  remarquer  d'ailleurs  qu'un  radical  con- 
tenu dans  la  fonction  f(x)  peut  disparaître  de  deux  ma- 
nières différentes  lorsqu'on  attribue  une  valeur  particu- 
lière à  la  variable  x,  savoir:  1°  parce  que  la  quantité 
contenue  sous  le  radical  deviendrait  nulle;  2°  parce 
qu'un  facteur  dont  ce  radical  serait  affecté  deviendrait 
nul.  Dans  le  premier  cas  le  développement  déduit  de  la 
série  de  Taylor  ne  peut  jamais  convenir  à  la  fonction 
f{x+h)  pour  la  valeur  particulière  de  x  dont  il  s'agit , 
par  la  raison  indiquée  n°  90.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  le  second  cas  ,  parce  que  le  facteur  dont  le 
radical  est  affecté ,  et  qui  devient  nul  dans  la  fonction , 
peut  cesser  d'affecter  ce  radical  dans  les  coefficients  diffé- 
rentiels des  ordres  supérieurs  ,  en  sorte  qu'il  n'y  dispa- 
raîtrait pas ,  et  que  la  série  présenterait  en  conséquence 
le  nombre  de  valeurs  nécessaire.  Cette  série  convient 
donc  aux  cas  dont  il  s'agit ,  et  donne  une  valeur  déter- 
minée. 

•f 

93.  Si  par  exemple  la  fonction  proposée  était 

f(x)  =  (JT— a)-  Vx—b  ; 

m  étant  un  nombre  entier  positif ,  on  trouverait 

^  2  Vx—b 

=m(m—i)(x—a)'—>Vx—b+   v       '   -  - 1  L. 

dx  Vx—b  *(x—à)> 

etc. 
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Chaque  différcntiation  fait  disparaître  dans  le  premier 
terme  un  des  facteurs  de  (x — a)n  .  Après  un  nombre  m 
de  difïérentiations  ces  facteurs  auront  entièrement  dis- 
paru ,  et  par  conséquent  la  supposition  x=a,  en  ren- 
dant nuls  tous  les  coefficients  différentiels  des  m  pre- 
miers ordres ,  laissera  subsister  le  radical  V x — b  dans 
tous  les  autres. 

m 

Valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  la  forme  indé- 

.  ,  0 
terminée 

0 

9fc.  Les  notions  précédentes  Rappliquent  directement 
à  la  recherche  de  la  valeur  des  fractions,  telles  que 

/(*) 

F(*)' 

qui ,  pour  une  certaine  valeur  x=a  de  la  variable ,  se 
réduisent  à  l'expression  indéterminée  ^. 

La  valeur  x=  a  étant  supposée  réduire  à  zéro  les  deux 
termes  f(x)  et  F(a?) ,  demander  la  valeur  de  la  fraction 
dans  ce  cas,  c'est  évidemment  demander  la  limite  dont 

f(x) 

s'approche  indéfiniment  le  rapport  jr— r  lorsque  x  tend 

à  devenir  égale  à  a.  Or,  tant  que  la  variable  x  demeure 
indéterminée,  on  peut  toujours,  en  développant  les 
deux  fonctions  par  le  théorème  de  Taylor,  poser  l'équa- 
tion 
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Supposons  d'abord  que  les  deux  développements  ne 
tombent  point,  lorsqu'on  donne  à  x  la  valeur  particulière 
a,  dans  les  cas  d'exception  considérés  dans  lesn°*  88  et 
suivcints.  On  aura  évidemment  la  valeur  demandée  eu 
faisant  d'abord  x  —  a ,  puis  en  examinant  vers  quelle 
limite  tend  le  second  membre  lorsque  h  tend  à  devenir 
égale  à  zéro.  Or,  puisque  f(a)  et  F(a)  sont  nulles  par 
hvpotbèse,  cette  limite  est  évidemment 

F(a)' 

c'est-à-dire  le  quotient  des  coefficients  différentiels 
ou  des  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  des  fonc- 
tions f(x)  et  ¥{x) ,  dans  lesquelles  on  a  fait  x=^a. 

Si  la  valeur  x=a  faisait  aussi  évanouir  ces  deux 
coefficients  différentiels  du  premier  ordre ,  on  trouve- 
rait alors  de  la  même  manière 

/"(«) 

pour  la  valeur  demandée.  Et  ainsi  de  suite  en  prenant 
toujours  pour  la  valeur  de  la  fraction  proposée  le  quo- 
tient des  deux  premiers  coefficients  différentiels  que  la 
valeur  x  =  a  ne  rend  pas  nuls  en  même  temps. 

Mais  si  le  premier  coefficient  différentiel,  qui  ne  s'é- 
vanouit pas  au  numérateur,  n'était  pas  du  même  ordre 
que  le  premier  coefficient  différentiel  qui  ne  s'évanouit 

pas  au  dénominateur,  il  est  visible  que  la  valeur  de- 

1 

mandée  serait  0  ou  -  ,  c  est-à-dire  nulle  ou  infiniment 
grande ,  suivant  que  le  nombre  des  termes  qui  dispa- 
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raissent  au  numérateur  est  plus  grand  ou  moindre  que  le 
nombre  des  termes  qui  disparaissent  au  dénominateur. 

95.  Si  Ton  admet  maintenant  que  les  deux  fonctions 
f[x)  et  F(x),  ou  seulement  Tune  d'entre  elles,  ne  puissent 
pas  se  développer  suivant  les  puissances  entières  de  h 
lorsqu'on  donne  à  x  la  valeur  particulière  a ,  confor- 
mément à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  n°*  88  et  suivants ,  la 
règle  précédente  ne  pourra  plus  s'appliquer.  Il  faudra 

f  ( x) 

alors ,  pour  connaître  la  valeur  de  la  fraction  déve- 

lopper  les  deux  termes  de  la  fraction"^  1  de« 

séries  qui  contiendront  des  puissances  négatives  ou  frac- 
tionnaires de/x,  puis  faire  h  =  0,  après  avoir  supprimé 
le  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

96.  Soit  par  exemple  la  fraction 

x—x" -f  ' 
1-*  ' 

dont  on  demande  la  valeur  lorsque  x=i.  Le  rapport 
des  coefficients  différentiels  du  premier  ordre  des  deux 
termes  est 

et  en  faisant  jc  =  1,  on  trouve  n.  En  effet  la  fonction 
proposée  représente  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique  x-KrM-a^-h . .  .+x\ 

Soit  encore  la  fraction 

\ — (n+i  )x* + nx*  + 
(1— x)* 


I 

> 
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qui  est  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la 
précédente ,  et  qui  représente  par  conséquent  la  somme 
des  termes  de  la  série  l+2x+3x%+....+nx—*.  Le  rapport 
des  coefficients  différentiels  des  deux  termes  est 

— n(n+\)x—l+n(n+\)x* 


— 2(1— x) 

et  comme  il  devient  jj  quand  on  fait  x=  1 ,  on  prendra 
le  rapport  des  coefficients  différentiels  du  second  ordre, 
qui  est 

_  (n—\  )  n  (n  + 1  )  x— -  *  n%  (n  4- 1  )  a— 

2 

n{n+i)         ,       ,  , 
et  en  faisant  x=l  on  trouve  — —  pour  la  valeur  de- 


mandée. 

Si  la  fonction  proposée  est 

/(l+x) 

n  désignant  un  nombre  positif,  on  a  pour  le  rapport  da 
coefficients  différentiels  des  deux  termes 


14-x 


Ainsi  la  valeur  de  cette  fonction  correspondante  à 
est     1  ouO  suivant  que  l'exposant/*  est  >1,=  1 ,  ou<l 

Il  en  est  de  même  à  l'égard  des  fractions  -—  et  — — 
n  désignant  toujours  un  nombre  positif.  Quant  à  u 

fraction  — — ,  il  faut  passer  aux  coefficients  différée* 


* 
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COS.  JC 

tïelsdu  second  ordre,  ce  qui  donne  ,     "  '         Ainsi  la 

valeur  de  cette  dernière  fraction  correspondante  à  x  =0 

est  -  ,  -  ou  0  suivant  que  l'exposant  n  est  >  2,  =  2  ,  ou 

<L  2.  On  voit  par-là  que  x  étant  plus  petite  que  toute 
grandeur  donnée,  ou  infiniment  petite,  i — cos.  x  est  in- 
finiment petit  par  rapport  à  x  ou  à  sin.  x. 

m 

97.  Mais  si  Ton  proposait  une  fonction  telle  que 


|/V— a' 

et  qu'on  demandât  sa  valeur  dans  le  cas  où  x  =  a ,  comme 
Je  numérateur  et  le  dénominateur  ne  peuvent  pas  se 
développer  suivant  les  puissances  entières  de  h  lorsqu'on 
y  met  a+h  à  la  place  de  x(  leurs  coefficients  différentiels 
devenant  infinis  lorsqu'on  y  faij  x=ia)f  il  faudrait, 
comme  on  l'a  dit  n°  95,  faire  x  =  a  +  h ,  ce  qui  donne 


et  en  développant  suivant  les  puissances  de  ht  puis  sup- 
primant le  facteur  y  h  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction ,  il  vient 

l/h 

H  —-—etc. 

2|/a 


— ——etc. 


On  trouve  donc  ,  en  faisant  A  =  0  ,  pour  la  valeur  de- 
mandée , 

1 


98.  On  se  rend  compte  facilement  de  ces  résultats  par 

f(x) 

la  géométrie.  La  fraction  proposée  étant  ]^T>  soient  Mn 

et  MN  (Jig.  2k)  les  courbes  dont  les  coordonnées  sont  res- 
pectivement représentées  par  f(x)  et  ¥{x).  Cette  fraction 

Pn 

exprime  la  valeur  du  rapport  ^  des  ordonnées  des  deux 

courbes  qui  correspondent  à  une  même  valeur  OP  de  l'ab- 
scisse x;  et  puisque  les  fonctions/(.r)  et  F(x)  deviennent 
nulles  lorsque  x  =  a  ,  il  s'ensuit  nécessairement  que  les 
deux  courbes  se  rencontrent  en  un  même  point  de  l'axe 
desx  situé  àladistancc  0M=a  de  l'origine.  Demander  la 

valeur  de  la  fraction  7-7- ;  lorsque  x  =  a ,  c'est  donc  dc- 

l\x)  1 

mander  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  des  deux 
ordonnées  Pn,  PN  lorsque  la  distance  MP  tend  h  devenir 
nulle.  Or,  cette  limite  est  évidemment  le  rapport  des 
deux  tangentes  trigonométriques  des  angles  formés  avec 
l'axe  desx  par  les  tangentes  menées  aux  deux  courbes 

au  point  M,  c'est-à-dire  *~r~. 

Si  les  deux  coefficients  différentiels  f*{x)  et  F'(x)  étaient 
nuls  pour  la  valeur  x  =  a,  les  deux  courbes  auraient 
alors  au  point  M  l'axe  des  x  pour  tangente  commune. 
La  limite  du  rapport  des  ordonnées  serait  donnée  par  la 

valeur  r^r — ,  car  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre 

est  alors  proportionnel ,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la 
suite  ,  à  l'intervalle  dont  la  courbe  s'éloiçne  de  l'axe  des 
x  ,  lorsqu'on  s'avance  sur  cet  axe  à  une  distance  iuGni- 
ment  petite  du  point  de  contact. 
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XI.    DÉVELOPPEMENT   DES  FONCTIONS  SIMPLES  DUNE 

VARIABLE. 

i°  Fonction  xm. 

99.  L  expression  des  coefficients  des  divers  ordres  d 
la  fonction  xm  a  été  donnée  n°  54.  On  a  généralement 

dt*xm 

-^—  =  m(m—i)  (/»— 2)  (m— 3)  (m—*+i)xm-f*. 

Il  en  résulte  que  l'expression  de  (x+h)m,  en  tenant  compte 
du  reste  de  la  série  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n  84  , 
est 


(x-f  h)  *=  xm+m  xm~'h+ 


m(m — 1) 


,«-311 


m[m — 1)  {ni — 2)  (m — u-H) 


2.3 


(x+M)*-^, 


désignant  toujours  un  nombre  compris  entre  zéro  et 
l'unité.  Nous  admettrons  dans  ce  qui  va  suivre  que  la  va- 
leur de  x  surpasse  celle  de  h,  et  que  xet  h  sont  positives, 
ou  plutôt  sont  de  même  signe  :  si  ces  deux  quantités 
étaient  de  signes  opposés  ou  étaient  imaginaires  ,  et  si 
en  même  temps  le  module  de  //  était  plus  petit  que  celui 
de  x,  Je  théorème  auquel  nous  arriverons  subsisterait 
encore,  mais  il  exigerait  une  démonstration  particulière. 
Les  deux  limites  de  la  valeur  du  facteur  (x+r>/i)w~^  sont 
évidemment  xm" et  (x-f hy*—?,  en  sorte  que  la  valeur 
du  développement  est  comprise  entre  les  valeurs  qui  cor- 
respondent à  ces  deux  limites  ;  et  on  peut  prouver  que  le 
reste  de  la  série  se  réduit  à  zéro  pour  p  =  oo.  Car,  en 
prenant  un  terme  de  plus ,  les  deux  limites  du  terme 
<jui  représente  ce  reste  seront  égales  aux  limites  pré- 

V 
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cédentes  multipliées  respectivement  par  les  rapports 

m — p  /*  m — *  h 


P+i  x  pt-hi  ^ 


(-4)' 


dont  la  valeur  sera  toujours  plus  petite  que  l'unité, 

pour  des  valeurs  de    très-grandes  ,  si  —  est  lui-même 

«z 

plus  petit  que  l'unité.  Ces  deux  limites  diminuent  ainsi 
indéfiniment  lorsque  f*  augmente  ,  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'elles  se  réduisent  à  zéro  ,  ainsi  que  le  reste  de  la  série , 
lorsque  p=  oo.  La  série  infinie  xm  ~\-  etc.,  est  donc 
convergente  et  égale  à  {x  +  h)m.  Mais  elle  finirait  par 
être  divergente,  quoiqu'elle  pût  être  convergente  dans 

les  premiers  termes,  si  —  était  >1. 

«x* 

100.  En  divisant  les  deux  membres  par  x",  puis  écri- 
vant x  à  la  place  de  —  ,  on  a 

x 

,M  ,    im     t  m'm — i)   .   m[m — i)[m — 2)  % 

(1+  x)m=  i+mx+  —  x%+—  '  ^4-  

2  2.3 

m(m—  1)  {m — a+1)  im   ^  % 

H  ^-  ï—  (i+9x)—/*x/<. 

2.3  £Z 

La  série  infinie  qu'on  obtiendra  en  faisant  p  =  oo  sera 
nécessairement  convergente  lorsque  x  sera  <  1. 

D'après  ce  qui  précède,  la  formule  du  binôme  de  New- 
ton ,  qui  est  donnée  dans  les  éléments  pour  le  seul  cas 
de  l'exposant  m  entier  et  positif,  se  trouve  démontrée, 
quel  que  soit  cet  exposant. 
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3°  Fonction  logarithmique  log.  x. 

101.  On  a ,  conformément  aux  n0i  19  et  57  , 

dJ*\o%.x        .        1.2.3  (f*~ 1) 

dxf*  D  xf* 

les  signes  supérieur  et  inférieur  ayant  lieu  respective- 
ment lorsque  f*  est  impair  ou  pair.  Par  conséquent ,  d  a- 
près  le  n°  85 ,  la  valeur  de  log.  (x+A)  est  exprimée  par 

//*      h*     h'  hé*  \ 

log.(x+A)=log.J:-hlog.e^^_+_  

■ 

Le  reste  delà  série  se  réduira  à  0  pour  ft=  oo  ,  pourvu 
que  le  rapport  A  ne  surpasse  pas  l'unité.  On  s'en  con- 

X 

vaincra  en  observant  que  les  limites  de  ce  reste  sont 

égales  aux  facteurs  et  — multipliés  par  dtW.e: 

uxf*      u{x+h)f*         r      r  a 

toutefois  cela  suppose  que  le  rapport  —  est  positif  : 

s'il  était  négatif,  il  faudrait  une  autre  démonstration 
que  nous  ne  donnerons  pas  ici.  Nous  supposons  le 
logarithme  pris  dans  un  système  quelconque.  S'il 
est  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e ,  on  fera 
log.  e  =  1. 

102.  Si  Ton  fait  x=i  ,  et  si  l'on  écrit  ensuite  x  à  la 
place  de  h  ,  les  formules  précédentes  donnent 

log.(i+x)=log.e(x— — +  —  —  ——  

et  si  le  logarithme  est  népérien  ,  on  a  simplement 


Les  séries  sont  convergentes  lorsque  x  est  compris  entre 
H-iet— 1. 

En  faisant  x=  1  la  dernière  équation  donne 

1111 

i 

et  en  faisant x  =  —  1, 

Ainsi  la  suite  1+  -+-  +  -  +etc. ,  n  est  pas  convenrentr 

J     o  4 

Si  Ton  ajoute  entre  elles  les  deux  équations  suivantes 

■ 

/      x*    x3    x*  \ 
lofc.(l-hr)  =  log.e^r—  2        —  —  +  etc.  J 

(x*    .r3     x*  > 
+  — +etc.  J, 

il  viendra 

> 

'°6-  HTx  =  2  log  e  ^+  T  +  -  +  T+  etc.  ) . 

103.  Nous  indiquerons  succinctement  la  manière  don 
on  a  effectué  le  calcul  des  logarithmes.  La  série  qui 
donne  log.  (i+x),  lorsqu'on  y  fait  x=y — 1,  devient 

iv  ^  ^  ^ 

log^log.e^— 1—  -  (y-i  )•+-  (y—i      j  <r-l  )«-Ktc.] . 

et  si  le  logarithme  était  népérien  ,  cas  dans  lequel  nous 
le  désignons  simplement  par  la  lettre  /,  on  aurait 

fy  =y-i ~^(y-\ )'+ 1  (y - i )>- 1 Cr-l)4+etc. 
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Ces  formules  ne  pourraient  être  employées  qu'autant 
que  le  nombre^  différerait  très-peu  de  l'unité.  Mais  si 

l'on  fait  y  =  pz,  r  désignant  un  nombre  quelconque  , 
la  première  donnera 

log.*=r)og.e  [^-l_!C|^_l)'+  î(^i-l)'-etc.]; 
et  si  le  nombre  rest  pris  négativement , 

Ces  deux  séries ,  dans  lesquelles  on  peut  donner  à  r  telle 
valeur  que  l'on  veut ,  seront  convergentes  ,  la  première 

lorsque  le  nombre  r  sera  tel  que  l'on  ait  |/s<2 ,  et  la 

seconde  lorsque  l'on  aura  \/z  ;>  V  On  voit  d'ailleurs 

que  la  première  série  ayant  des  termes  alternativement 
positifs  et  négatifs ,  tandis  que  tous  ceux  de  la  seconde 
sont  positifs  ,  on  a 

log.z^log.eCl^-l)       et      log.>Hog.e  (  1  —  —  ) 

Ce  qui  donne  deux  limites  que  l'on  peut  resserrer  à  vo- 
lonté en  augmentant  l'exposant  r  du  radical. 

10fc.  11  est  nécessaire  d'ailleurs  de  connaître  log.c. 
On  y  parvient  en  remarquant  que  a  désignant  la  base  du 
système  auquel  appartient  log.  on  a  e  =  alos-*';  et  en 
prenant  de  part  et  d'autre  les  logarithmes  népériens 

l=log.e.&z;  d'où  log.e  =  ^-.  L'expression  de  ly 
du  n°  précédent  donne  ensuite ,  en  faisant  y  =  a  , 
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la = =a-\-  î (fl-1  );+  )3- 1  (a-l  )«+ctc 

log.«  2  .3  4 

et  par  conséquent 

Le  nombre  la ,  c'est-à-dire  le  logarithme  népérien  de 
la  base  du  système,  est  nommé  par  les  géomètres  le  mo- 
dule.  Dans  le  système  des  logarithmes  népériens  le  mo- 
dule est  égal  à  l'unité.  Les  logarithmes  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  a  étant  multipliés  par  la  ou  le  mo- 
dule, deviendront  des  logarithmes  népériens. 

105.  Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires  la  base 
a  =  10.  En  prenant /=2W  on  trouve,  en  extrayant  60 
fois  la  racine  carrée  du  nombre  10, 

^10=1,00000  00000  00000  00  199  71742  08125  5052T 

^  =  1,00000  00000  00000  00086  73617  37988  40354. 
Donc 

1     .  86  73617  37988  40354     _  Btoên 

-  =  log.c=  =0,43429  44819, 

la     ^       199  71772  08125  50527  ' 

et 

la  =  -1-  =  2,30258  50930. 
log.e 

On  doit  multiplier  par  ce  dernier  nombre  les  logarithmes 
ordinaires  pour  les  changer  en  logarithmes  népériens. 
D'après  cela  le  logarithme  quelconque,  de  3  par  cxera- 
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pie  ,  s  obtiendra  en  extrayant  soixante  fois  sa  racine 
carrée  ,  ce  qui  donne 

y/  3  =1,00000  00000  00000  00095  28942  64074  58932, 
d'où 

V  95  28942  64074  58932     „  £_ 

^Ç^Tl  =  f*T7T7Mr»  60587  19662 

On  peut  remarquer  que  ,  d  après  la  formule  dun°  94  , 
on  a ,  en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures 

de  x ,  l/l-f x=zt+      d'où  Ton  conclut  facilement  que 

lorsqu'on  extrait  la  racine  carrée  d'un  nombre  qui  n'a 
que  l'unité  avant  la  virgule ,  et  qu'on  s'arrête  à  deux 
fois  autant  de  décimales  qu'il  y  a  de  zéros  après  la  vir- 
gule, la  partie  décimale  de  la  racine  est  exactement  la 
moitié  de  la  partie  décimale  du  nombre.  Comme  la  for- 
mule du  n°  102  donne  d'ailleurs  log.  {\+x)  =  x  log.  «,  on 
reconnaît  de  plus  que  les  parties  décimales  dont  il  s'agit 
sont  proportionnelles  aux  logarithmes  et  les  donnent  im- 
médiatement. 

{Voyez  sur  ce  sujet  le  Précis  qui  est  devant  des  Tables 
de  logarithmes  de  Callet.) 

3°  Fonction  exceptionnelle  ax. 

106.  D'après  les  n°*  22  et  58  on  a-^-^-  =  (^ï)Ae.a*,  d'où 
l'on  conclut 

m       «/-    ,    ,    (l*Y,*     (k)'  {la)f*a*  ,\ 
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Les  deux  limites  du  terme  qui  exprime  le  reste  de  la 
série  comprise  dans  la  parenthèse  sont  respectivement 

(la)/*     ,  {la)f*ah  ;    _  .  . 

 *i  et—-—  Dans  cette  expression  te  est 

2.3.4. ..fi     '     2.3.4..  ..^  v 

le  logarithme  népérien  du  nombre  a.  La  série  est  conver- 
gente, quelles  que  soient  h  et  x  ;  car  en  prenant  un  terme 
de  plus ,  les  expressions  des  limites  du  reste  seront  éga- 
les aux  précédentes  multipliées  par  ~Ji  d'où  Ton  con- 
clut que  les  restes  tendent  à  devenir  nuls  lorsque  fi  aug- 
mente indéfiniment. 

107.  En  divisant  par  a*,  puis  écrivant  x  à  la  place  de  h, 
il  vient 


a  =l+te.x+  ■-—  x 
Si  Ton  fait  x=  1 ,  on  a 


2.3.4. ...u 


.    (te)*     (te)1  (te)4 


œ  qui  donne  la  base  a  en  fonction  du  module,  comme 
la  série  du  n°  lOi  donne  le  module  en  fonction  de  la 
hase. 

Si  Ton  fait  a  =  c  ,  on  a 


x*    x1  x4 
ex=l+x+— +— 4 


2    2.3    2.3.4  2.3.4.5 


-h  etc  , 


série  qui  est  toujours  convergente.  En  supposant  x  =  1 , 
on  retrouve  ,  comme  cela  doit  être,  l'expression  du  nom- 
bre e  donnée  n°  16. 


—  '09  — 

4°  Fonctions  trigonométriques  lin.  jt  et  cos.  x. 
108.  Nous  avons,  d'après  le  n°  59  , 


SI 


n.x  .  /  tin\  (F.cos.x  /  i*7r\ 
 =  sin.    vC  +  -     et   =  cos.  (  x  +  —  I- 


Par  conséquent , 

_      sin.jr  cos..r 
sm.(j:-fA)  =  sin.x+cos..r.Zi  —  6  — - 


sin.x                     ,  -  ,  a 

2.3.4  2.3.4  f* 

»v                 .i     cos.  a:  sin.jc 
cos.(.r-H*)  =  cos..r — sm..r./*  —  h  4*       •  A3 4- 

cos.(  jr+ô/*4-—  ) 

2.3.4  2.3.4  j* 

Comme  la  valeur  du  sinus  ou  du  cosinus  d'un  arc  quel- 
conque est  toujours  comprise  entre  — 1  et-f  1 ,  les  termes 
qui  représentent  les  restes  de  ces  deux  séries  sont  néces- 

h?  H* 

sairement  compris  entre  — ■  — —        et  +  — —  

1  2.3.4.  ...p        2.3.4. ...jj. 

Les  séries  sont  toujours  convergentes,  quelles  que 
soient  h  et  x ,  puisqu'en  prenant  un  terme  de  plus  les 
limites  des  restes  sont  égales  aux  précédentes  mul- 

tipliées  par  le  rapport  j-^-j ,  rapport  qui  diminue  indé- 
finiment lorsque  fi  augmente  de  plus  en  plus. 

109.  On  peut  faire  x=0 ,  puis  écrire  x  à  la  place  de 
h  ,  ce  qui  donnera 
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«m.  x=  x  -  —  +  -  2  3 -  5  6  7  +  etc. 

^       .r4  x* 

cos.x = x  —  h      -  —  i  4.  etc. 

2  ^  2.3.4  2.3.4.5.6 

On  a  deux  limites  de  chacune  de  ces  séries ,  qui  sont 
toujours  convergentes ,  en  sarrêtant  alternativement  à 
un  terme  positif  ou  à  un  terme  négatif.  Ces  expressions 
ont  été  données  par  Newton. 

On  ne  doit  point  perdre  de  vue  d'ailleurs  ,  soit  en  fai- 
sant usage  de  ces  formules ,  soit  dans  toute  autre  occa- 
sion ,  que  la  lettre  x  désignant  un  arc  est  toujours  le 
nombre  abstrait  qui  exprime  la  longueur  de  cet  arc 
dans  la  circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  Tant  que 
la  quantité  x  est  sous  les  signes  sin. ,  cos.  ,  tang. ,  etc. , 
on  peut  concevoir  cette  quantité  exprimée  en  degrés  du 
quart  de  cercle  ;  mais  on  doit,  quand  elle  est  hors  de  ces 
signes  ,  lui  donner  sa  véritable  expression.  Si  on  conti- 
nue à  l'exprimer  en  degrés,  dont  90  forment  le  quart  de 
cercle  ,  il  faut  alors  multiplier  le  nombre  de  degrés  par 

le  rapport 

110.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la 
y=arc.  tang.  x.  On  a ,  d'après  le  n°  35 , 

Donc,  en  différentiant ,  et  considérant  que  dans 
second  membre  y  est  fonction  de  x , 

d*Y  dy 

d^t  =  —  2cos..r.  sm.y.  —  =  —  2COS..T.  sin.^.  cos.y 
=  —  sin.  ty.  cos.y. 
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En  continuant  à  diiiérentier  ,  on  trouve 

iPy  dy 
=  —  2  (cos.  2y.  cos.*j"— -  sin. 2y. cos.y.  sin. ,7)  -f 
dx  ax 

=  —  2  cos.  3y,  cos.  3j^, 

d4y  ,  dy 

=  2.3  (  sin.  fy.  cos.3^4-  cos»  Zy.  cos.y.  sui.j-) 

=  2.3  sin.fr.  cos.4^, 

£l  y  dy 
-r^  =  2.3.4  (cos.  hy. cos. *y — sin.  4p.  cos.y.  sin.^)  ~ 
cLxr  ax 

=  2.3.4  cos.  5y.  cos.5^, 
et  ainsi  de  suite.  Ainsi  Ton  a 
arc.  tang.  {x-hh)  =^4-005.^.  cos.,y.  h —  sin.2^.  cos.'^. 

h>  h*  h* 

— cos.  3y .  cos .  *y.  -  +  sin.  ky.  cos.  'y.  —  -f  cos^.cos.y.- — etc., 

o  4  5 

formule  qui  donne  l'expression  de  lare ,  dont  la  tan- 
gente est  x+h ,  en  fonction  de  lare  dont  la  tangente 
est  x. 

Si  Ton  suppose  x=0,  il  vient 

.     ,      A3     h*  A7 
arc. tan"  h  =  h —  —  +  -  —  +etc. 

3     5  7 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Leibnitz.  On 
en  déduit  en  faisant  A=l 

7T         t         1        1  11 

-  —  i  A  1  etc. 

4  3^5      7  9 

expression  remarquable  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 
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XII.  RELATIONS  QUI  EXISTENT  ENTEE  LES  FONCTIONS  EX- 
PONENTIELLES ET  LES  FONCTIONS  TRIGONOMÉTRÎQUBS. 

111.  On  sait  que ,  conformément  aux  notations  adop- 
tées dans  l'analyse ,  on  exprime  par  le  signe  \/ — 1  la 
quantité  qui,  étant  multipliée  par  elle-même ,  donne- 
rait— 1.  Quoique  cette  quantité  ,  à  proprement  parler, 

n'existe  pas  ,  et  que  l'expression  |/ — 1  et  toutes  les 
fonctions  qui  en  dépendent  soient  par  cette  raison  ap- 
pelées imaginaires ,  on  peut  néanmoins  les  soumettre  à 

toutes  les  opérations  analytiques  ,  en  considérant  \/ — 1 
comme  une  constante.  Nous  remarquerons  que  l'on  a 

pour  l'expression  des  puissances  de  \S — 1 

etc. 

Nous  rappellerons  aussi  que  si  l'on  a  une  équation  telle 
que 

a+bJ/^î=p+q|/^T, 

A ,  B ,  P,  Q  étant  des  quantités  réelles  ,  on  en  conclut 
nécessairement 

A=P   et   P  =  Qi 
par  conséquent  si  l'on  a 

A+BK^t=P,  ou  a+bI/^ï=q|/iïï, 

on  en  conclut  de  la  même  manière 

A  =  P  et   B  =  0,      ou      A=0  et  B  =  Q. 
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112.  La  quaatité  imaginaire 

peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

p(cos.y+  V^— 1  sin.j), 

p  et  ?  désignant  deux  quantités  réelles  ,  dont  les  valeurs 
sont  déterminées  en  posant 


a 


pcos.<p  =  a,    d'où    p'==  — I —  y  a'-f6',    cos.  j=  — 

p 

p  sin.  9  =  b  sin.  <p= 

P 

La  quantité  p  ,  qui  est  toujours  un  nombre  positif,  est 
appelée  le  module  de  l'expression  imaginaire  a+b  \/ — 1  ; 
f  représente  l'un  quelconque  des  angles,  dont  Je  cosinus 
et  le  sinus  sont  donnés  par  ces  expressions. 

113.  Cela  posé,  reprenons  le  développement  de  la 
fonction  e*  donné  n"  107,  qui  est 

OC  «2*  Je 

=  14-  jr 4-  —  4.  —  A  4*  — —  4*  4*  4-  etc. 

^        2     2.3     2.3.4     2.3.4.5     2.3.4.5.6  2.3.4.5.6.7 


En  substituant  dans  cette  équation  x  (/ — 1  à  la  pjace 
de  x  ,  elle  deviendra 

-'  =  l+ai/-l-  — —  4- 


2  2.3        2.3.4     2  3.4  5      2.3.4.5  6 


etc. 


2.3  4.5.6.7 

Or,  en  comparant  cette  série  aux  développements  de 
cos.  x  et  sin.  .r  donnés  n°  109  ,  on  voit  qu  elle  revient  à 

cos.  x+[/ — 1  sin.  x.  Donc 

e^-'sscos .x+V — i  sin.x, 

8 
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et  en  changeant  le  signe  de  x  , 

e— cos.  x —  \/ — 1  sin.  x; 

équations  qui  ont  été  données  par  Euler ,  et  qui  sont 
d'une  grande  importance  dans  l'analyse. 

On  en  déduit  immédiatement 
cos.x  =   


SUl.X=r 


2 

2  V— 1 


flfc.  Les  formules  précédentes  peuvent  être  regardées 
comme  renfermant  tous  les  résultats  que  Ton  peut  tirer 
de  la  considération  des  angles.  En  effet ,  si  Ton  mul- 
tiplie Tune  par  l'autre  les  équations 

e**/~  =  cos.x  +  yS~î  sin.x 
ery-t^cos.y  +  X/ — 1  sin.^ 

on  trouvera 

c(*+r)  V- 1  =  cos.  x  cxn.y— sin.x  sin.^+  V7— 1  (cos.x  sin.y  +  sin.  x  cos.^) 
Mais  d'un  autre  côté 

e(*+r)  K17^  cos. (x+y)  +  V~l  sin.(x+^)  r 

donc ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n*  111, 

cos.(x+^)  =  cos.xcos.^ —  sin.x  sin. y 
sin.(x+^)  =  cos.x  sin.  y     sin.x  cos. y 

formules  dont  on  déduit  toute  la  trigonométrie. 

115.  On  peut  former,  au  moyen  des  expressions  de 
cos.  x  et  sin.  x  en  exponentielles  imaginaires  ,  celles 
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de  toutes  les  autres  lignes  tri  gonomé  triques.  On  a  ,  par 
exemple , 

sin.  x         I     e*Y-1 — e—K-' 

tang.  x  =   =  —   , 

75        cos.x  e,K--4-e-*K— 

ou 

tang.x  =    —  . 

1  e'^-'+l 

On  tire  de  cette  équation 

1 — ^ — 1  tang.  x 

et  par  conséquent 

jr—      1      ^  1  +  tang.  x 

2l/^ï    \-V~\  tang.  x 

Donc  ,  en  développant  le  logarithme  par  la  formule  qui 
est  à  la  fin  du  n*  102  ,  on  a 

x  =  tang.  x  —  ^  tang.3x  +  J  tang.'x  —    tang.'x  +  etc. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  série  de  Leibnitz,  qui  a  été 
donnée  ci-dessus  ,  n°  110. 

116.  Il  importe  de  considérer  d'ailleurs  que  les  déve- 
loppements 

x%     x3       x4  x5 

er=,+¥+2i+ni+2ro+etc- 

x3  x5 

sin .  x  =  x  —  —  +   —  etc. 

2.3^2.3.4.5 

x*  x4 

cos.  x  =  1  +  etc. 

2  *2.3.4 

subsistent  lorsqu'on  donne  à  lare  x  une  valeur  quel 


Digitized  by  Google 


conque  imaginaire  xz^m+ny- — 1.  On  peut  vérifier ,  en 

effet ,  que  la  substitution  de  m+n\/ — 1  à  la  place  de  x 
dans  la  première  série  ,  ou  la  multiplication  des  deux 
séries  qui  représentent  respectivement  les  valeurs  de 

e*  et  e*  V-1  donnent  le  même  résultat.  On  remarquera 
de  même  que 

sin.(m+nl^ — l)  =  sin.m.  cos./i|/^ï+cos./7i.  sin.  n[/ — 1; 
or,  si ,  après  avoir  formé  les  développements  de  sin.  m 

et  de  cos.  n\/—  1  on  les  multiplie  l'un  par  l'autre ,  et 
on  les  ajoute  au  produit  des  développements  de  cos.  m 

et  de  sin.  n\/ — 1 ,  on  trouvera  le  même  résultat  qu'en 

faisant  x—m+n]/^ — 1  dans  la  série  qui  représente  la 
valeur  de  sin.  x.  On  a  également 

cos. (m  +  nV — l) = cos. m .  cos.  n\/—i — sin.  m.  sin.  nV^t; 
et  Ton  reconnaît  que  le  produit  des  développements  de 
sin.  m  et  sin.  n\/ — 1  ,  donne  le  même  résultat  que  la 

substitution  dem+  n \/ — 1  à  la  place  de  x  dans  la  série 
qui  représente  cos  x. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  les  équations  posée; 
dans  les  n°*  113  et  114,  qui  expriment  les  relations 
existantes  entre  les  fonctions  exponentielles  tri gon omè- 
triques  conviennent  également  aux  cas  où  l'on  attribue- 
rait à  la  variable  x  la  valeur  imaginaire  m-hn  j/^Tî. 

Formule  de  Mowre.  Resolution  des  équations  binômes. 
117.  Reprenons  l'équation  du  n°  113 
e*V -\  =cos.x-f  1/ — 1  sin.  x, 
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dans  laquelle  x  représente  un  nombre  quelconque ,  et 
où  Ton  peut  attribuer  indifféremment  le  signe  •+•  ou  le 

signe  —  au  radical  J/ — 1.  Si  l'on  écrit  mx  au  lieu  de 
x  ,  m  désignant  aussi  un  nombre  constant  quelconque 
(  pourvu  qu'il  soit  réel  ) ,  il  viendra 

rj  V—x  =  cos.  mx+  V — 1  sin,  mx. 

Mais  si  Ton  élève  les  deux  nombres  de  l'équation  précé- 
dente à  la  puissance  m  ,  on  aura 

em-*/:i7  =  (cos.  x+         sin.  x)-. 

Donc 

(cos.  x  +  V — 1  sin.  x)m  =  cos.  mx  +  V — 1  sin.  mx , 

formule  très-importante  dans  l'analyse,  qui  a  été  donnée 
par  Moîvre. 

D  après  ce  qui  précède ,  cette  formule  se  trouve  dé- 
montrée ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'exposant  m.  On 
peut  y  parvenir  bien  simplement  dans  le  cas  où  m  est  un 
nombre  entier  positif  en  formant  les  puissances  succes- 
sives de  cos.  x  +  |/ — 1  sin.  x.  En  effet,  on  a  évidem- 
ment 

(cos .  x+\S — 1  sin.  x)'=  cos  .*x+  <A^ — 1  sin .  x  cos.  x — sin  .*x 
d'où  résulte 

(cos.x+V — 1  sinx)*=  cos.2x+        1  sin. 2x  : 
on  a  de  même 

(cos.x+J/— 1sm.x),==(cos.x+|/^sin.x)(cos.2x+k/^ïsin.2x), 
d'où  Ton  tire  ,  en  développant 

(cos.x+|/-Iîsin.x)3=cos.3x+l//  —  lsin.3x, 
et  ainsi  de  suite. 
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118.  La  formule  de  Moîvre  donne  immédiatement 
l'expression  des  racines  des  équations 

x"— 1=0   et   x*+l  =  0, 

n  étant  un  nombre  entier.  Supposons ,  en  effet , 

x  =  p  (cos.  ?  +  V — 1  sin.  j  )/ 

P  étant  >  0  et  ?  désignant  un  angle  quelconque.  On 
aura  donc 

x*  =  pn  (cos./i?  +  V^ — 1  sin.  »»); 
et,  en  substituant  dans  1  équation  x* — 1=0 , 
p»(cos./iy  +        1  sin. /i?)— 1=0. 

Cette  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite ,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  n°  111 ,  qu'autant  que  1  on  aura  sépa- 
rément 

p"cos.         1  =  0  et  sin./if  =  0;    d'où   f= — eto=l, 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Donc 

2i-    2i'ïr 

x  =  cos.  — -  +  V — 1  sin.  — , 
n  n 

expression  qui  doit  donner  toutes  les  racines  réelles  et 

imaginaires  de  l'équation  x" — 1=0.  En  effet,  faisant 

i=0 ,  on  a  d'abord  x=l  ,  ce  qui  est  la  racine  réelle  que 

cette  équation  donne  nécessairement  :  faisant  encore 

i=2  ,  i=3  ,  i=k  ,  etc. ,  jusqu'à  i=n — 1 ,  on  aura  n — 1 

autres  racines  différentes,  qui  toutes  appartiennent  à 

la  proposée.  En  faisant  i=n ,  on  retrouve  la  racine 

réelle  x=l.  En  faisant  i=/H-l ,  on  retrouve  la  même 

racine  qui  avait  été  donnée  par  la  supposition  de  i=2  ;  et 

ainsi  des  autres.  Ainsi  la  formule  précédente  exprime 

bien  les  n  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation 

x" — 1=0,  et  seulement  ces  n  racines,  qui  répondent 

aux  premières  valeurs  de  t  depuis  0  jusqu'à  n — 1  indu- 
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sivement.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  dans  le  cas 
où  le  nombre  nest  pair,  l'expression  générale  des  racines 

n 

donne ,  en  faisan t  i=  - ,  x=— -1 ,  c'est-à-dire  la  seconde 

racine  réelle  qui  appartient  alors  à  1  équation  proposée. 

Les  racines  de  1  équation  x"— 1=0  ou  x"=i  ,  qui 
sont  exprimées  respectivement  d'après  ce  qui  précède  par 


x  =  COS. 

—  4»  V — 1  sin. 
n 

0.77 

n 

X  =  COS. 

—  +V~i  sin. 
n 

2* 
n 

X  =  COS. 

-  +  V/=î  six.. 
Il 

if 

n 

X  =  COS. 

—  +V--tsïn. 

Ô1T 

n  n 


n  n 
sont  appelées  racines  de  V unité. 
119.  Si  l'on  substitue  l'expression 

x  =  p  (cos.  y  +  V~\  sin.  ?) 
dans  l'équation  x"+l~0  on  trouve  de  même 

{.•(cos.     +  V — 1  sin.  n?)  + 1  =  0 , 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  que  Ton  a 
séparément 

^cos./tf  +  lz^  et  sin.»7  =  0;  d'où  ?  =  (2l+1)?r etp=l, 
i  désignaut  toujours  un  nombre  entier.  Donc,  l'exprès- 

„    (2i-hl)7r        —  .  (2Î+Q* 
=  cos.   +  V— 1  sin.  


sion 

x  =  cos. 


n  n 
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doit  donner  toutes  les  racines  de  l'équation  :ch-1=0. 
En  faisant  successivement  i=0,  i=l,  z=2,  etc.,  jusqu'à 
i=72 — 1 ,  on  trouve  effectivement ,  comme  dans  le  cas 
précédent ,  n  valeurs  différentes  qui  sont  les  n  racines 
demandées.  Et  si  Ton  supposait  ensuite  i=n ,  i=n+i  , 
i=n+2  ,  etc. ,  ces  mêmes  valeurs  se  reproduiraient  suc- 
cessivement dans  le  même  ordre.  Lorsque  le  nombre  n 
est  pair,  les  racines  dont  il  s'agit  sont  toutes  imagi- 
naires ;  mais  s'il  est  impair,  l'expression  générale  des 


racines  donne  ,  en  faisant  i=— —,  x= — 1,  c'est-à-dire 

la  racine  réelle  unique  qui  appartient  alors  à  l'équation 
proposée. 

120.  Ces  résultats  de  viendront  plus  sensibles  si  l'on  re- 
marque que  la  circonférence  du  cercle  (^g.25)  ayant  été 
partance  à  partie  de  l'extrémité  0  du  diamètre  en  2n 
parties  égales  ,  on  trouvera  ,  en  considérant  les  points  de 
division  0,2,4,6,8,  etc.  ,  de  numéro  pair  ,  les  arcs 
auxquels  appartiennent  les  cosinus  et  sinus  qui  entrent 
dans  l'expression  des  racines  de  l'équation  x" — 1=^0  ;  et 
qu'en  considérant  les  points  de  division  1,  3,  5,7,  9,  etc., 
de  numéro  impair  ,  on  trouvera  également  les  arcs  aux- 
quels appartiennent  les  cosinus  et  sinus  qui  entrent 
dans  l'expression  des  racines  de  l'équation  x*+i=0. 

J\  121 .  Remarquons  que  les  différents  angles  compris  dans 

les  expressions  —  ou  — - —  sent  toujours  tels  que  le 

même  cosinus ,  et  des  sinus  éçaux  et  de  signes  con- 
traires  ,  appartiennent  à  deux  de  ces  angles.  L 'ambi- 
guïté du  signe  radical  \/ — 1  exige  en  effet  que  chaque 
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racine  de  l'équation  x* — 1=0  puisse  également  être 
exprimée  par 

x  —  cos.  —  +  y — 1  sin.  — 
n  n 

et  par 

2/rr      ■  >  ;   .  2tjr 

x  =cos.  V — 1  sm.  — . 

n  n 

Or,  si  Ton  multiplie  l'un  par  l'autre  les  deux  facteurs  du 
premier  degré 

2ir     |y—       2iV  2itt    ljr—  .  2iV 

jc — cos.  V — lsin. —  et  jt— cos.  y  V — lsin. — , 

n  n  n  *  ' 

on  trouve  pour  résultat  l'expression  réelle 

2iV 

x  —  2x  cos.  —  -f  1, 
n 

qui  représente  d'une  manière  générale  les  facteurs  du 
second  degré  appartenant  à  l'expression  x" — 1.  En 
eiTct ,  sillon  attribue  à  i ,  dans  cette  expression  ,  toutes 

les  valeurs  entières  qui  ne  surpassent  pas  -,  et  si  on 

l'égale  à'  zéro ,  on  aura  autant  d'équations  du  second 
degré  qui  donneront  les  racines  simples  delà  proposée.  11 
faut  remarquer  toutefois  qu'en  faisant  i=0  ,  l'expres- 
sion dont  il  s'agit  devient  x' — 2x+i  ,  ou  (jc — 1)  {x — 1). 
Cependant  on  ne  devrait  prendre  que  le  facteur  simple 
x — 1  ,  si  l'on  voulait  reproduire  la  proposée  par  la  mul- 
tiplication des  facteurs  correspondants^  les  racines.  De 

même,  en  faisant  /=-,  lorsque  n  est  un  nombre  pair , 

2 

l'expression  précédente  devient.r+2jN-l ,*ou  (jH-1)(jH*1), 
et  néanmoins  on  ne  doit  compter  que  le  seul  facteur 
simple  x+1. 
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On  verra  de  la  même  manière  que  les  racines  imagi- 
naires de  l'équation  0^+1=0  ,  multipliées  deux  à  deux, 
produisent  des  facteurs  réels  du  second  degré,  dont 
l'expression  générale  est 

a     «  (2l  +  l)rr  - 

jc —  2x  cos.  —  + 1 , 

n 

et  donne  lieu  à  des  remarques  semblables  aux  précé- 
dentes. 

122.  Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir  s'ap- 
pliquent évidemment  aux  équations ,  telles  que 

xn — a  =  0   ou  x"+a=0, 

a  désignant  un  nombre  quelconque;  car,  en  faisant 

x  ■• 

pr==ijry  elles  reviennent  à  r» — 1=0  et  r"+l=0.  On  voit 
va 

donc  que  la  racine  nmt  du  nombre  quelconque  a  présente 
généralement  n  valeurs,  qui  sont  égales  au  produit  de  la 

valeur  arithmétique  va  multipliée  par  les  n  racines 
de  l'unité  ;  c'est-à-dire  que  l'on  doit  concevoir,  afin  de 
donner  aux  expressions  la  généralité  que  comporte 
l'analyse  ,  la  racine  nmt  de  +a  représentée  par  l'expres- 
sion 

■y-  /       2tV      y — -  .  2tV\ 
Va  I  cos.  —  +  y  —  1  sin.  —  I  ; 
\       «  n  / 

et  de  même  la  racine  nn*  de  — a  représentée  par 
l'expression  •  • 

|V-/         (2l'  +  1)r  .     (2l  +  l)rr\ 

Vax  cos.  h  y — 1  sin.  I. 

\  n  n  / 

On  obtiendra  les  n  valeurs  cherchées  en  attribuant  suc- 
cessivement à  i  les  valeurs  entières  0,  1,  %  3..../I — 1, 
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n 

Quand  il  s'agit  de         ,  il  n  existe  qu'une  seule  va- 

leur  réelle  va  ,  si  n  est  impair  ;  et  deux  valeurs  réelles 

^Va,  si  n  est  pair.  Quand  il  s'agit  de  P' — a,  il  existe 

*/— 

une  seule  valeur  réelle  — va  ,  si  n  est  impair  ;  et  il 
n'existe  aucune  valeur  réelle  si  n  est  pair. 

123.  L'obligation  qui  nous  est  imposée  de  considérer 

dans  tous  les  cas  l'expression  ,  a  désignant  un  nom- 
bre quelconque  positif  ou  négatif,  comme  présentant  un 
nombre  n  de  valeurs  distinctes  réelles  ou  imaginaires  , 
donne  lieu  à  faire  quelques  remarques  nécessaires  pour 
l'interprétation  générale  de  la  formule  de  Moivre  ,  pré- 
sentée n#  117, 

(cos.x+l/  — 1  sin.  x)m  =  cos.  mx+v—î  sïn.mx. 

Tant  que  le  nombre  m  est  entier  ,  chaque  membre  de 
l'équatiou  a  une  valeur  unique,  et  ces  deux  valeurs  sont 
identiques,  comme  on  s'en  assHre  en  formant  la  puis- 

sance  m  de  cos.  x+(/—  1  sin.  x  par  la  multiplication. 
Mais  si  l'exposant  m  est  une  fraction  ^  ou  plus  généra- 

lement  un  nombre  fractionnaire  ^(p  et  q  désignant  des 

nombres  entiers  premiers  entre  eux  ) ,  le  premier  mem- 
bre doit ,  d'après  ce  qui  précède ,  présenter  q  valeurs 
distinctes.  Or  on  mettra  ces  valeurs  en  évidence  si 
l'on    introduit   dans  le  second  membre   le  facteur 

cos.— +1/ — 1  sin.  —qui  donne  les  q  racines  de  l'unité, 

en  y  attribuant  à  i  un  nombre  q  de  valeurs  entières  con- 
sécutives quelconques.  Nous  écrirons  donc 
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(cos.x+K — lsin.x)?==f  cos. -  x+V^\s\n. -  x\ (cos.  —  4-J/^ïsin.  —  ) 

V    q  q  A     q  q  J 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(cos.x+K — 1  sin.x)?=  (cos.  +J//^Î  sin.^*      )  \ 

v  ■    >  q         •      q  / 

ou  enfin ,  puisque  p  étant  un  nombre  entier  on  peut 
écrire  pi  au  lieu  de  i, 

(cos.x+|/^îsin.  x)î=cos.£  (*+2iV)+|/^sin.£  (x-f2iV) . 

q  q 


Ainsi  tout  se  réduit  pour  obtenir  les  q  valeurs  que  doit 
présenter  le  second  membre  de  l'équation 

(cos..r+  \S — 1  sin. x)î  =  cos.  -  x+]/ — 1  sin.  - x* 

q  q 

à  concevoir  que  l'on  augmente  successivement  l'an- 
gle x  des  multiples  0,1,2,  3,....^ — 1  de  la  circonfé- 
rence 2t. 

12k.  Les  résultats  précédents  donnent  également  la 
résolution  des  équations  de  la  forme 

x*»+ax*+b  =  0. 

En  effet ,  en  prenant  d'abord  la  valeur  de  x*9  on  a 

et  si  le  second  membre  est  réel ,  il  reste  simplement  à 
résoudre  l'équation 

a     x  /a* 
semblable  à  celle  du  n°  122 
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Si  le  second  membre  est  imaginaire ,  c  est-à-dire  si  h 
étant  positif  a  est  <  kb,  1  équation  proposée,  en  posant 

cos  g  =  \  /  -j^  et  Peut  étre  remplacée  par 

Tune  ou  l'autre  des  deux  équations  suivantes , 

2  cos .  g.  y* + 1  =  0 , 
.yM+2cos.^.^-+l=0, 

selon  que  le  second  terme  est  négatif  ou  positif.  En 
considérant  d'abord  le  premier  cas  ,  et  substituant  dans 
l'équation 

y" — 2  cos.  g.y«+i=0 

l'expression 

y  =  p  (cos.  t  -f-  V^X  sin.  ?) , 
oùp  est  essentiellement  positif,  il  vient 

p  »-(cos .  2/i? +K^Ï  sin  .2/1?)— 2p"cos  .#(cos .  /i?+l^7sin .  n9)+i=zO', 
c'est-à-dire 

p**cos.  2«tp  —  2o"cos.#.  cos.  ny  + 1  =  0 
sin.  2/i?  —  2pncos.#.  sin.  /i?  =  0, 

à  cause  de  sin.  2rc?  =  2  sin.  rc?  cos.  n?  ,  la  dernière  équa- 
tion donne 

cos.  s 
P"=  -> 

COS./*? 

valeur  que  je  substitue  dans  le  second  membre  de  la 
première  équation  mise  sous  la  forme 

1  n 

-7  =  2  cos.^cos.  /i?  —    cos.  2/iv. 
r 

T  1  COS  1 

Je  trouve  ainsi  —  =  — d'où  résulte  f>"=  —  ouy=l, 

p*         COS./Z  %>  p«  ' 

puis 

2/k  *^  f 

cos.  n  ?  =  cos.  ^  t     c'est-à-dire    ?  =  , 
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i  désignant  toujours  un  nombre  entier  quelconque. Les 
cines  demandées  sont  donc  représentées  par  l'expression 

Sixig  iv —  .  2iV+# 

y  =  cos.   +  v — 1  sin.   , 

n  n 

dans  laquelle  on  donnera  à  i  toutes  les  valeurs  entières 
depuis  0  jusqu'à  n.  Les  facteurs  réels  du  second  degré 
appartenant  à  1  équation  dont  il  s'agit  sont  représentés 
par  l'expression 

y%—2y  cos.  2  +  |. 

n 

En  considérant  ensuite  le  second  cas  ,  et  substituant 
dans  l'équation 

y**+2cos.g.y*+i  =0 

l'expression 

y=p(cos.      |/^ï  sin.  ?) , 
on  trouve  encore  p=l ,  puis 

COS.»?:=-COS.^     d'Où  9={*±ltÊS. 

n 

Les  racines  sont  alors  exprimées  par 

/*  n 
et  les  facteurs  réels  du  second  degré  par 

y  — fy'cos.  - — 2  +  |  m 

125.  La  décomposition  des  équations  à  deux  termes 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré  cor- 
respond à  une  proposition  géométrique  très -remar- 
quable, connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Cotes,  qui 
l'a  donné  le  premier.  A  étant  le  centre  d'un  cercle 
et  27)  dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité ,  soit  portée  sur  un 
diamètre  la  distance  AB=x.  Soit  un  angle  quelconque 
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OBI  compté  à  partir  de  ce  diamètre  ,  et  désigné  par 
Appelons./  la  distance  Bl.  On  aura  évidemment 

y=.  J/  (cos.? — a:)*+sin.y" 

et 

y=x* — 2JTCOS.  f+l. 

Cela  posé ,  imaginons  que  Ton  ait  partagé  à  par- 
tir du  point  0  le  circonférence  2*  en  un  nombre 
2/î  de  parties  égales  ,  et  désignons  respectivement  par 
J*y*  Y*— J*»-* les  longueurs  des  lignes  BO,  Bl,  B2, 
B3  ,  etc.  En  attribuant  successivement  à  l'angle  ?  dans 

l'expression  précédente  de  jr*  les  valeurs 

3.w  (2/1— \)n  , 

— ,   - —  cette  expression  donnera 

O.TT 

y  *=xa— 2xcos.  M 

r,  =J? — 2xcos.  hl 

/i 

y  "=x — 2xcos.  f- 1 

^  /i 

yî=3? — 2xcos.  —  4-1 

n 

y/=  x* — 2x  cos.  —  + 1 

n 

jY=       2xcos.  —  +  1 

a 


,     ,           2/1— 2  ir 
y\n -  ,=  X— 2xcos.  -  +  I 

,    ft  (2/1—1)* 

,y  a,_,  =  x  — 2x  cos.  +  i . 

n 

Or,  il  est  visible  qu'en  prenant  respectivement  les  j'1  de 
numéro  pair  ou  les  y  de  numéro  impair,  nous  avons  ici 
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les  facteurs  du  second  degré  des  fonctions  Xm — 1  et 
x*+l  dont  les  expressions  générales  ont  été  données 
n°  121.  On  voit  de  plus  que  les  divisions,  également 
éloignées  des  extrémités  du  diamètre  AB,  donnent  pour 
y  des  valeurs  identiques,  en  sorte  qu'on  a  toujours 
^n_,=j-B  +  I, yn-t=zjrH  +  „  etc.  Enfin,  on  observe  que. 
d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro  cité ,  on  ne  doit 
prendre  qu'une  fois  les  facteurs  simples  donnés  par  les 
facteurs  du  second  degré  qui  répondent  aux  points  de  di- 
vision placés  aux  extrémités  du  diamètre.  D'après  cela  , 
on  aura  évidemment 

^^^y^y^y^y^  y**— « 

i  —y?yvyvyi  y>*—  i , 

équations  qui  renferment  l'énoncé  du  Théorème  de 
Cotes. 

Si  la  construction  était  faite  dans  un  cercle  dont  le 
rayon  fut  p,  on  conserverait  aux  lignes  de  la  figure  leurs 
rapports  en  réduisant  le  rayon  du  cercle  à  l'unité  ,  et  x 

oc 

à  -.  Donc  on  a  également 
P 

? =y-y>y<  y*  y*«-*  ' 

+ ? = y>yyy*y7  ■* 

y«*yx*J*  »  etc.,  représentant  dans  ces  dernières  équa- 
tions les  longueurs  des  lignes  BO,  Bl,  B2 ,  etc.  ,  dans 
le  cercle  dont  le  rayon  est  p. 

128.  Une  construction  semblable  s'applique  à  la 
décomposition  en  facteurs  des  équations  x%* — 2  cos.  g.  x* 
+1=0  etx"»+2cos.  g.  x"-fl=0  ,  dont  on  s'est  occupe 
n°  124.  D'après  les  expressions  des  facteurs  réels 
du  second  degré  qui  appartiennent  à  ces  équations,  et 
qui  ont  été  données  dans  le  numéro  cité,  on  reconnaît 
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que  les  carrés  des  lignes  BO ,  Bi ,  B2 ,  etc. ,  représente- 
ront ces  facteurs,  pourvu  qu'au  lieu  de  diviser  la  circon- 
férence en  2/»  parties  égales ,  à  partir  de  l'extrémité  C  du 
diamètre  sur  lequel  est  portée  la  distance  AB=x,  on  com- 
mence cette  division  (fig.  a8j  à  partir  du  point  0 ,  après 

avoir  porté  Tare  C0=»C  Ainsi ,  en  désignant  toujours 

Prn  »  r.»  J,»Js»  ctc-  » les  lignes  BO,  Bl,  B2,  B3,  etc., 
on  a  également  . 

x*»—-  2  cos .  g.  x" + 1  =zy.  .y%#vy%  y*»-* 

x**  +  2cos.g.x*+i=syt.yt.yt.y7  y%*-x. 

Cette  dernière  proposition,  dont  la  précédente  n'est 
qu'un  cas  particulier ,  a  été  donnée  par  Molvre. 

Remarques  sur  les  expressions  imaginaires.  Expressions 
générales  des  logarithmes  et  des  sinus  et  cosinus. 

127.  Les  propriétés  des  expressions  imaginaires  sont 
uniquement  fondées  sur  les  notions  exposées  dans  les 

n*  111  et  112,  et  sur  l'identité  des  expressions 

et  cos.  x+\/ — 1  sin.  x  qui  a  été  remarquée  dans  le 
n°  113  ,  et  qui  conduit  immédiatement  à  la  formule  de 
Moivre  donnée  n*  117.  Nous  nous  bornerons  ici  aux  re- 
marques les  plus  simples  sur  ce  sujet. 

Les  propriétés  principales  des  fonctions  simples  x", 
log.  x,  a*t  sin.  x  ou  cos.  x ,  subsistent  également  lors- 
qu'on donne  à  la  variable  x  une  valeur  imaginaire. 

La  nature  de  la  fonction  x*  consiste  en  ce  que  l'on 
a  x*x^=x,,  +  ".  Or,  en  posant 

x  =  s(cos.  t  +  \/ — 1  sin  0 , 

on  a 

9 


5w(cos.  1  sia.O*=^"(cos.m/'f|/ — 1  sin.  m/) 

x"  =  *"(cos.  t  sin.  *)'  ss  s-(cos.  nt+X^i  sin.  »f) 

■ 

et  par  conséquent 

x«x-  =  *«+-(cos.  (m + *)  /  4-K=ï  sin.(ro-wi)*)  ss  Jt"**. 

* 

128.  La  fonction  a*  doit  également  donner  a*ar=a«  +  j. 
D  ailleurs  on  peut  toujours  considérer  à  la  place  de  a*  la 
fonction  e*;  car  posant  a*=er,  et  prenant  départ  et  d'autre 
les  logarithmes  népériens ,  il  vient  xla=v  ;  en  sorte 
qu'il  suffit  démultiplier  x  par  la  pour  changer  a*  en  C. 

Mais  en  faisant  x=rn+n  \/ — 1,  et  y~p+q  — i. 
nous  a^ons 


e*  =  e™+*l/-i—e~.e«l/-i  =  em(cos.rc+J/ — 1  sin.n) 
ers=seP+i  y~x  =  e/».c7  e/>(cos.  7  +|/-^Tsin.^). 

Donc 

ss  e*-hp(cos.  (/1 +7)  +V^i  sin.  (*  +  ?))=  e^r . 

Observons  d'ailleurs  que  la  transformation  de  a*  en 
c*,  opérée  en  multipliant  x  par  /n ,  suppose  que  la  soit 
un  nombre  qui  puisse  être  assigné ,  c'est-à-dire  que  a 
soit  un  nombre  réel  et  positif.  La  propriété  de  la  fonc- 
tion a*  dont  il  s'agit  ne  subsiste  pas  sans  restriction  , 
lorsqu'on  veut  attribuer  au  nombre  a  des  valeurs  néga- 
tives ou  imaginaires. 

129.  La  nature  des  logarithmes  consiste  en  ce  que  Ton 
a  toujours  log.  xy=z  log.  x+log. y.  Cette  équation  sub- 
sistera également  en  donnant  aux  variables  x>  y  des  va- 
leurs quelconques  réelles  ou  imaginaires,  pourvu  que 
la  base  a  du  système  de  logarithmes  soit  toujours 
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• 

nombre  réel  et  positif,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
q°  6i.  En  effet ,  nous  pouvons  considérer  Ix  à  la  place 
de  log.  x ,  puisque  ,  d  après  le  n°  lOfc ,  il  suffit  de 
multiplier  log.  x  par  la  pour  le  changer  en  Ix.  Or , 

en  posant  x=s  (cos.  r+j/ — 1  sin.  f)  ,  (cos.  i*+ 

j/ — lsin.  f  ) ,  et  se  rappelant  que,  d'après  le  n°  113, 

éV~>  =  cm.t+\/~i  sin.  t ,  d'où  «  |/^ï  =  /(cos  f 
+    — 1  sin.  f),  nous  aurons 

d'Où 

lx+ly=  l.  $u+{t+v)  V  —1  =  /.xj\ 

130.  Remarquons  d'ailleurs  qu'en  multipliant  par 

h  les  deux  membres  de  l'équation  <j*V-»=  cos.  x+ 

— 1  sin.  x,  A  désignant  un  nombre  réel  quelcon*- 
que  ,  puis  ,  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres,  nous  avons 

lh+ x  V~i  =  /[%os.  x  +  V  — T  sin. 

Or,  l'expression  A  (cos.  x+j/ — 1  sin.  x)  peut,  d'après 
le  n°  112,  représenter  un  nombre  imaginaire  quelcon- 
que m+wj/^ï  ;  d'où  l'on  conclut  que  l'équation  pré- 
cédente donne  l'expression  générale  du  logarithme  né- 
périen des  nombres  imaginaires.  Ce  logarithme  est  égal 
au  logarithme  népérien  du  module  /* ,  auquel  est  ajouté 
le  terme  xj/^ï . 

De  plus,  l'expression  h  (cos.  x+|/ — 1  sin.  x)  re- 
présentera également  un  nombre  réel  quelconque  positif 
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lorsqu'on  y  supposera  Tare  x=2iV  »  i  désignant  un 
nombre  entier  ;  et  un  nombre  réel  quelconque  négatif 
lorsqu'on  y  supposera  x=(2i+l)*.  On  a  donc  respecti- 
vement 

ft+2ûr  V~l 
lh+(Zi+i)«V~\ 

pour  les  expressions  générales  des  logarithmes  népé- 
riens du  nombre  positif  h  ,  et  du  nombre  négatif — h. 
Ces  expressions  doivent  être  admises  ,  parce  qu'elles  sa- 
tisfont aux  équations  ev*=x,  et  lx+lyr=zLxy  qui  résultent 
immédiatement  de  la  définition  de  la  fonction  logarith- 
mique. On  voit  que  le  logarithme  de  tout  nombre  posi- 
tif a  une  seule  râleur  réelle  qui  répond  à  i=o ,  mais  que 
le  logarithme  d'un  nombre  négatif  a  toutes  ses  valeurs 
imaginaires. 

131.  L'expression  précédente  du  logarithme  d'un 
nombre  résulte  d'ailleurs  de  l'équation 

<*  «■[*-!-  3    -  0*+  5  >-H 

qui  a  été  donnée  n*  103.  En  effet,  si  l'on  suppose  le 
nombre  r  infiniment  grand  ,  celte  équation  se  ré- 
duit à 

fc=r(ar—  l). 
Or,  on  doit ,  pour  lui  conserver  toute  sa  généralité,  y 

concevoir  conformément  au  n°  122  *  z r  comme  represen- 

tant  le  produit  de  la  racine  arithmétique  V  z  par  les  r 
racines  de  l'unité.  On  doit  donc  écrire,  avec  la  condition 
de  faire  r  infiniment  grand  , 
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p 

li  =  r  \yi  (cos.  ^  +  V=ï  sin.  ^)  -  i]  , 

ou 

/i  =  r  (j^. cos.  ^  —  i)  +  V'^ï.f'z- rsin-  — • 
Mais  r  étant  infiniment  grand,  on  peut  remplacer 
dans  le  premier  terme  du  second  membre  cos.  —  par 

l'unité  ;  et  dans  le  second  terme  Vz  par  l'unité,  r  sin.  — 
par  2i*.  Ce  second  membre  se  réduit  donc  à 

^-l)+2i*l/=ï,    c'est-à-dire  fc+àôrV^Ï. 

S'il  s'agissait  d'un  nombre  négatif ,  on  verrait  de  la 
même  manière  que  les  racines  rimtt  de — z  étant  exprimées 

l'y-/  (2i+i)n 
généralement ,  d'après  le  n'  122,  par  V  z\co&.  —j—  + 

' — 1  sin.  l'équation  précédente  donne  pour 

l'expression  de  /  ( — z) 

Î32.  En  faisant  i=0  dans  l'équation 
/(_ i)-(4*+i)n|/Zï,  on  trouve      ~=  ,  expression 

singulière  du  nombre  w  qui  a  été  donnée  par  Jean  Ber- 

nouilli.On  a  d'ailleurs  plus  généralement  ««^^ 

Les  équations  de  cette  nature  sont  des  conséquences 
immédiates  de  la  relation  qui  existe  entre  les  dévelop 
pemenU  des  fonctions  e*,  sin.  x  et  cos.  x ,  et  s'inter 
prêtent  sans  difficulté  d'après  cette  remarque. 
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133.  On  reconnaît  également  que  les  propriétés  essen- 
tielles des  fonctions  trigonométriques  sin.  x  et  cos.  x, 
qui  sont  exprimées  par  les  équations 

«ÎD.(x-f^)  =  sui.  xcoh.y  +  sm.y  cos.  or 
cos.(x+y)=:cos.xcos.y — sin.xsin.^, 

conviennent  également  aux  cas  où  les  variables  x  et  y 
sont  supposées  imaginaires  et  remplacées  respectivement 

parles  expressions  m-fwj/' — 1  et  p+q\/—  1.  Il  suffit, 
pour  en  être  assuré ,  de  se  rappeler  les  remarques  qui 
ont  été  faites  dans  les  n4  114  et  116. 

134.  Si  Ton  veut  d'ailleurs  connaître  les  expressions 
générales  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  quel< 
réel  ou  imaginaire ,  on  remarquera  que 

cos.(m  +  rt  y — l)  =  cos.  m.  cos.  n  V — 1 — sin. m.  sin.»  V — 1 
sin. (m 4- n  V — l)  =  sin.m.cos./i  V — 1  +  cos. m. sin.  n  V — 1 

Mais  les  expressions  de  cos.  x  et  sin.  x  en  exponen- 
tielles qui  ont  été  données  n°  113 ,  et  qui  conviennent , 
d'après  le  n°  116  ,  au  cas  où  Ton  attribuerait  à  x  la  va- 
leur imaginaire  n\/  — i  ,  donnent 

— -e* 


cos.  n  ]/ — 1  =  — ,    sin.  n  \/ — 1  = 


A  2V—  1 

Donc 

COS.   cos.  m  —  — — —  s»n.  ni 

Jà  JL 

sin.(m  +  *l'/ — 1)  =  — iL  sin.m-f  V — 1 .  - — cos.  m. 

135.  On  ne  donnera  pas  ici  plus  d'étendue  à  ces  no- 
tions, et  l'on  ajoutera  seulement  que  toutes  les  relations 
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analytiques  qui  peuvent  être  établies  entre  les  quan- 
tités réelles  et  imaginaires  ne  doivent  être  admises 
qu'autant  qu'elles  peuvent  être  justifiées  et  interprétées 
au  moyen  des  équations  fondamentales  qui  ont  été 
données  au  commencement  de  cet  article ,  et  qui  re- 
posent elles-mêmes  sur  l'identité  des  développements  en 

séries  toujours  convergentes  des  expressions  e*V~%  et 

cos.  x+\/ — 1  sin.  x. 

On  a  vu  d'ailleurs  par  les  remarques  précédentes  que 

les  fonctions  simples  delà  quantité  imaginaire  m+n[S — 1 
se  transformaient  toutes  dans  des  expressions  de  la  forme 

P-j-Qj/ — l.  On  en  conclura  que  la  même  chose  doit 
arriver  pour  les  fonctions  composées  de  celles-ci.  11  en 
est  de  même  à  l'égard  des  fonctions  inverses,  telles  que 
arc  sin.  x  ou  arc  cos.  x;  et  en  général  on  admet  que 
toute  fonction  formée  de  quantités  imaginaires  peut  se 
ramener  à  la  forme  P+Qj/^ï,  P  et  Q  désignant  des 
quantités  réelles. 

Expressions  des  puissances  du  cosinus  et  du  sinus  éC un  arc 
en  fonction  des  cosinus  ou  des  sinus  des  arcs  multiples. 

136.  Les  géomètres  ont  donné  plusieurs  séries  au 
moyen  desquelles  les  cosinus  ou  sinus  des  arcs  multiples 
sont  exprimés  en  fonction  des  puissances  du  cosinus  et 
du  sinus  de  l'arc  simple  ,  et  réciproquement.  La  discus- 
sion et  l'interprétation  exacte  de  ces  formules  exigent 
J  application  des  notions  qui  ont  été  présentées  n°"  111 
et  suivants ,  et  l'on  peut  voir  sur  ce  sujet  les  Leçons  sur 
le  calcul  des  fonctions  de  Lagrange  (  10  et  11*  leçon  ) , 
et  l'ouvrage  de  M.  Poinsot  intitulé,  Recherches  sur  l'a- 
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natyse  des  sections  angulaires.  On  se  bornera  àpi 
ter  ici  les  expressions  suivantes,  dont  l'usage  est  util 
dans  le  calcul  intégral ,  en  se  bornant  même  au  cas  des 
puissances  entières  et  positives  du  sinus  et  du  cosinus. 

Soit  fait 

cos.x+V/Z^[sin.x  =  u,   d'où  2cos.x=tt  +  f 

cos.x—  V^sin.x  =  i>  2V/=î[sin,x=u— i'.  j. 


En  développant  la  puissance  màeu+v  par  le  binôme  de 
Newton ,  et  èupposant  d'abord  que  m  soit  un  nombre  en- 
tier positif,  on  a  donc 

12  cas.  x)m  =>-  +  mu— «  v  +  —   +  f  ; 

ou  en  remarquant  que  uv  =  if 

m(m — 1) 

(2cos.x)-  =  tt«+mtt— +  '  u~-*+  +  V. 

» 

Comme  on  a  d'ailleurs  généralement  par  le  théorème  de 

Moîvre,  n°  117,  «-= cos.  mx+|/^î  sin.  mx,  cette  équa-  j 
tion  peut  s'écrire 

,m(m — 1)       „  I 
(2co3.x)-=  cos .  mx  +  m  cos.  (m— 2)x  +  —  cos.  (m— 4\rr| 

+  ....-4* cos.  nue 
+V/^(sin.mx  +  Jitsin.(w--2)x  +  ^m^-^  sin. (m— Gr* 

+.... —  sin./ttxj. 

La  suite  qui  forme  la  première  ligne  présente  des  termes 
qui  sont  tous  égaux  deux  à  deux ,  à  l'exception  d'un  seul, 
dans  le  cas  où  m  est  pair.  Quant  à  la  suite  qui  forme  la 
seconde  ligne  elle  est  toujours  formée  de  termes  qui  se 
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détruisent  réciproquement.  Ainsi  Ton  a  simplement  dans 
le  cas  dont  il  s'agit  -,  1°  si  l'exposant  m  est  pair 


os.  x)m=  2 1  cos.  mx+m  cos.  (m— 2) jc+  m^m    ^  cos.  (m — 4)x  +  + 


m(m—i)  ^  1     m(m— 2).... 

+  —  cos.  2x  I  H  —  

2.3....I  ~~*     t  J  I  2.3.4..  ~~~  • 

\2        /  J  2 


2°  si  l'exposant  est  impair 


3s.x)"=2 1  cos.mx+mco$.(m— 2).r+  #*^W    ^  cos.  (m— 4)x+  + 


 4 —  COS.  X  J. 

3  ~i~  J 


m(m — 1). 
2. 

137.  Une  analyse  semblable  donnera  l'expression  des 
puissances  du  sinus.  En  développant  la  puissance  m  de 
u — i>  dans  le  cas  de  m  entier  et  positif,  on  a 


ou  parce  que  ue=sl, 

(ï'^=î.2sro. xT=ur—mum~*+  m^m^'^  —  

Les  signes  +  ou  —  ont  lieu  respectivement  lorsque  m  est 
pair  ou  impair.  Mettant  ensuite  pour  u"  l'expression 

cos.  mx+[/ — i  sin.  mx ,  il  vient 
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\v — 1.2sin.  x)»  =  cos.roj:— cos.(m— 2)jM  —  cos.(m — 4 

—  ....i.cos.  rnx 

•  / — 1(  ■                .    .              m[m — 1) 
+  V—i  l  sin.mx—  /?isin.(m— 2):r  +  — —  sin.(/?i— 

\  -  2 

—  ....i  sin.mx^. 

lu  Si  1  exposant  m  est  pair  la  seconde  ligne  se  réduit  à 
zéro ,  et  Ton  a 


(— l),(2sin.x)«=2  |  cos.mx—mcos.{m— 2)j:+  m^m    ^  cos.(m— 4)x  — 


/n(m— 1)  ^  I       /7i(m— l)(m— 2)....  (^  +  *) 

+   cos.  2x  I  T  i  . 

2.3.. ..(^  —  l)  J  2.3.4  ^ 

Les  signes  supérieur  et  inférieur  ont  lieu  respectivement 
lorsque  m  est  un  multiple  de  k  ou  un  multiple  de  2. 

2°  Si  l'exposant  m  est  impair,  la  seconde  ligne  se  réduit 
à  zéro,  et  Ton  a 


"•—1  H 

(— l)~r"(2sin.x)«"=2|  sin.mjc—  wsiD.(m— 2)t+  m^/y^"!) sin.(m— 4)x— .. 
m(/n— 1)..  .  Î1Z2 

±  —  cos.  .r 

2.3  


2 

Les  signes  supérieur  et  inférieur  ont  lieu  respectivement 
lorsque  m  est  un  multiple  uSe  k  ou  un  multiple  de  2  aug- 
mentés de  l'unité. 
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XIII.  EXTENSION  DE  LA  FORMULE  DE  TAYLOR  ALI  FONC- 
TIONS DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

138.  Considérons  la  fonction 

dans  laquelle  x  etjr  représentent  deux  variables  indépen- 
dantes. On  suppose  que  ces  variables  prennent  respecti- 
vement les  valeurs  x+h,  j-M,  et  il  s'agit  d'obtenir  le 
développement  de  la  valeur  que  prendra  la  fonction , 
c'est-à-dire  de  f(x+h,  jr+i),  ordonné  suivant  les  puis- 
sances des  quantités  h  et  i.  Pour  y  parvenir,  on  posera 
fc= &  £et  i  =  an  ,  et  considérant  la  quantité jr+au) 
comme  une  fonction  du  nombre  quelconque  y,  on  écrira 

F(«)a=/(JC  +  aÇ,^+«i). 

Or,  on  peut  développer  F(a)  suivant  les  puissances  de  a 
au  moyen  du  tbéorème  donné  au  n°  86.  Nous  prendrons 
donc  successivement  les  coefficients  différentiels  des  di- 

9 

vers  ordres  de  F(?) ,  qui  seront  exprimés  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  reconnaître,  par 

"     ™        df  df 
etc. 

en  écrivant  pour  abréger,  fau  lieu  de  /*(x-{-a|,  y+yr,). 
Puis  nous  ferons  dans  les  valeurs  de  ces  coefficients  <*=0  . 
ce  qui  donnera 


■ 

■ 
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dx-*  '  -  dxdy1** dy" 
etc. 

Nous  aurons  donc  en  appliquant  la  règle  du  numéro  cité, 

dz* 


dz 
dz 


O4"  CtC-' 


2  +  dx*V 

iFz 
dxdy*  V 
d>z  , 

ou ,  en  remplaçant  o£  par  A  et  «»  par  i , 

A    .  rfz  ,    <Fz  *•     <Tz  A'     <f«z  A* 


<Tz  . 


dz 


c?z  rf*z   h%i      d<z  h*i 


àxdy  dx*dy  2  «Lrtyâ-S 
<Tz  A"       </z  <fts  A'*" 

*df  2  +  d^<{r*T+dUV(^M 


dy  2.3  âr^S.S 
*  <fy*  2.3.4 

développement  dont  la  loi  est  évidente.  Le  second  terme 
est  la  différentielle  complète  du  premier  ordre  de  la  fonc- 
tion z  ,  où  Ton  a  écrit  A  à  la  place  de  dx  et  i  à  la  place 


» 
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de  dy.  Le  troisième  terme  est  sa  différentielle  du  second 
ordre,  où  l'on  a  fait  les  mêmes  changements ,  divisée  par 
2.  Le  quatrième  terme  est  sa  différentielle  complète  du 
troisième  ordre ,  où  l'on  a  fait  les  mêmes  changements, 
divisée  par  2.3  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  notions  précédentes  s  étendront  sans  difficulté  aux 
cas  où  la  fonction  proposée  contiendrait  plus  de  deux 
variables  indépendantes,  et  où  l'on  supposerait  que  ces 
diverses  variables  subissent  toutes  des  accroissements. 
Les  termes  successifs  du  développement  sont  toujours  les 
diuerentielles  complètes  du  1er,  2e,  3e, 4e,  etc.,  ordres  de 
la  fonction  proposée,  où  Ton  a  remplacé  la  différentielle 
de  chaque  variable  par  la  quantité  dont  on  la  suppose 
augmentée,  et  qui  sont  divisés  respectivement  par  1,2» 
2.3,2.3.4,  etc. 

139.  La  formule  précédente  donne  également  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  z=f(x,jr)  suivant  la  puis- 
sance de  x  et  y.  En  y  faisant  x=  0  et^=0  ;  puis  écri- 
vant x  à  la  place  de  A,  et  y  à  la  place  de  t,  il  vient 


dz.         d*zo  je*      (fza  x* 

dz0      étz9        -  ctz  x*y 
*dï^lh^^dxTdï~T 
ctz.y  t    <?z0  xy 
*df  2  +  dxdy  2 

A  y 

dy  2  3 


+ 


dz   dz  d*z 

où  nous  représentons  par  *v^,  ^  ^  etc. ,  les  valeurs 

dz  dz  d*z 

que  prennent  respectivement  les  fonctions  z*^*  jjp  gs^,. 


-  ,4a  - 

etc..  lorsqu'on  y  fait  en  même  temps  x=0  ety=0. 

Il  en  serait  de  même  si  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes était  plus  considérable. 

140.  Si  Ton  veut  arrêter  la  série  à  un  terme  déter- 
miné ,  et  connaître  les  limites  de  la  valeur  du  reste  que 
l'on  néglige ,  comme  on  Ta  fait  dans  les  numéros  84-  et 
suivants  à  l'égard  des  fonctions  d'une  seule  variable,  il  est 
visible,  par  les  principes  établis  dans  ces  numéros,  que 
dans  le  développement  de  F(»)  Ton  devrait  dans  le  terme 
auquel  l'ou  veut  s  arrêter,  remplacera  par  Oa,  au  lieu  de 
faire  a  =  0;  et  par  conséquent  dans  le  développement 
de  f(x+h,y+i)  remplacer  x  par  x  +  bk,  et  y  par  Ci,  en 
désignant  toujours  par  0  un  nombre  indéterminé  compris 
entre  zéro  et  l'unité.  On  connaîtra  ensuite  les  limites 
cherchées  en  attribuant,  dans  le  terme  dont  il  s'agit,  à  0 
les  valeurs  qui  le  rendent  le  plus  grand  ou  le  moindre 
possible. 

Par  exemple,  si  dans  le  cas  de  la  fonction  de  deux  va- 
riables z=f[x,j)  on  s'arrête  aux  termes  du  3*  ordre,  on 
aura 

dz  ,     d*z  ii      tPf\x+fjh,y+r,i)  A3 

dz        cTz  j     tF.f(x+Qhyy+Qi)  h*i 
dy      dxdy  daïdy  2 

ctz  P     d\f{x+<>h,y-Wi)  h? 
+  dy '  î  +  dxdy*  ~2 

d\f(jc+Qh,y+<,i) 

dy  2.3 

141.  11  en  serait  de  même  à  l'égard  du  cas  où  la  fonc- 
tion est  développée  suivant  les  puissances  ascendantes 
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des  deux  variables  x,  y.  Si  l'on  s'arrête  aux  termes  du  3* 
ordre,  et  si  Ton  pose  Ox=x\         ,  on  aura  évidemment 


<Tz         e?z  x*     <f./Yx\r/)  x* 
dy  2        dx'dy"  2 

,  */[*?.y)  y  - 

-  ■  — —  . 

dy*  2.3 

En  attribuant  à  0  les  valeurs  qui  rendent  l'expression 
du  reste  le  plus  grand  et  le  moindre  possible ,  on  aura 
deux  limites  entre  lesquelles  la  valeur  véritable  du  dé- 
veloppement se  trouve  nécessairement  comprise. 

XIV.  MAXIMA  ET  MINIMA  DES  FONCTIONS  d'(JNE  OU  DE 

PLUSIEURS  VARIABLE?. 

142.  Considérons  en  premier  lieu  une  fonction  réelle 
d'une  seule  variable 

y=A*) . 

et  représentons-nous  l'ensemble  des  valeurs  que  prend 
celte  fonction  lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles depuis  —  j  jusqu'à       Si  les  valeurs  de  la  fonction 

y  après  avoir  été  croissantes  deviennent  décroissantes  , 
la  plus  grande  de  ces  valeurs  est  dite  un  maximum  ;  et 
réciproquement  si  ces  même  valeurs ,  qui  diminuaient 
progressivement,  viennent  ensuite  à  augmenter  progres- 
sivement, la  plus  petite  est  dite  un  minimum.  On  voit 
qu'il  est  possible  qu'une  fonction  n'ait  point  de  maximum 


ni  de  minimum,  ou  qu  elle  en  ait  plusieurs.  La  question 
consiste  à  déterminer  les  valeurs  de  la  variable  indépen- 
•   dante  xf  s'il  en  existe  qui  répondent  aux  ma  xi  ma  ou  aux 
minima  de  la  fonction. 

Si  la  valeur  a  de  x  répondait  à  un  maximum  de  La 
fonction  réelle  f(x),  il  est  visible  que  /(a)  serait  plus 
grande  que  f{a+h)  et /(a — A),  h  étant  une  quantité 
moindre  que  toute  grandeur  donnée.  De  même  si  la 
valeur  a  répondait  à  un  minimum, serait  plus  petite 
que/(a+A)  et  f{a — h).  D  après  cette  remarque,  la  ques- 
tion dont  il  s  agit  peut  être  facilement  résolue. 

En  développant  f{x+h)  par  la  formule  de  Taylor  on  a 
généralement 

/{x+h)  =Ax)+  -Zr** ~£T  2  +  "ET"  ±3  +  + 

et  d'après  les  principes  expliqués  dans  les  n°'  83  et  sui- 
vants ,  nous  pouvons  arrêter  cette  série  à  un  terme 
quelconque ,  en  substituant  aux  termes  omis  une  ex- 
pression dont  la  valeur  ist  comprise  entre  des  limites 
qu'il  est  toujours  facile  d'assigner.  Admettons  en  pre- 
mier lieu  que  l'on  s'arrête  aux  termes  du  second  ordre , 
et  écrivons 


f(x+h)=f(x)+ 


0  désignant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  +1.  Il  s'agit 
de  reconnaître  les  conditions  nécessaires  pour  quey(a) 
soit  plus  grande  que/(a+/i) ,  h  pouvant  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  le  veut.  Or  il  est  visible  qu'en  pre- 
nant A  aurfsi  petite  qu'on  le  voudra  ,  on  pourra  tou- 
jours (aire  dépendre  le  signe  de  la  somme  des  deux 
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termes         h  H  —  du  signe  du  premier  terme 

.  d.fXx)  ,               d\J\x+ïh)  h 
seul  dx  h ,  puisque  ^rj         pourra  toujours  être 

rendue  plus  petite  que  ^  .  D'où  Von  conclut,  1°  que 
f[a)  ne  peut  être  plus  grande  que  f[a-\-h),  quel  que 
soit  le  signe  de  h,  à  moins  que  ne  soit  nul  et  que  ' 

d*  f[c£\ 

— ne  soit  affecté  du  signe  —  ;  2°  que  f(a)  ne  peut 

être  plus  petite  que  f(a+k),  quel  que  soit  le  signe  h,  à 

moins  que  ^     ne  soit  nul,  et  que  -        ne  soit  affecte 
du  signe 

Ainsi,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  lors- 
qu'on l'ait  x=«,  il  est  nécessaire  que  cette  videur  a  rende 
nul  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  ;  et  il  y 
aura  maximum  ou  minimum  suivant  que  cette  même 
valeur  donnera  le  signe  —  ou  le  signe  -h  au  coefficient 
différentiel  du  second  ordre. 

143.  Il  pourrait  arriver  d  ailleurs  que  la  valeur 
dont  il  s'agit  rendît  nuls  les  coefficients  différentiels 
des  deux  premiers  ordres.  Dans  ce  cas  il  est  nécessaire 
de  considérer  les  termes  suivants  du  développement  et 
d'écrire 

Le  même  raisonnement  qui  a  été  fait  ci-dessus  mon- 

d.f(x)      d*J[x)  h* 
trera  que  si  les  termes    ^       ■  grg  ■  —  disparaissent 

10 
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lorsqu'on  fait  x=za ,  la  valeur  a  ne  peut  répondre  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  qu'autant  qu'elle  fera  dis- 

paraître  également  le  terme   ^  'j"jpet  quil  y  aura 

maximum  ou  minimum  suivant  que  pour  cette  même 

dK  ,f(x) 

valeur  le  coefficient  différentiel  du  k*  ordre  g-g 

sera  négatif  ou  positif. 

En  général ,  il  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  mini- 
mum pour  une  valeur  donnée  de  x  qu'autant  que  le 
premier  coefficient  différentiel  que  cette  valeur  ne  rend 
pas  nul  est  d'un  ordre  pair  ;  et  il  y  a  maximum  ou  mini- 
mum suivant  que  ce  coefficient  différentiel  prendra  le 
signe  —  ou  le  signe  -4-. 

ikk.  Il  pourrait  arriver  encore  que  la  valeur  a  de  Je, 

dy 

déterminée  par  l'équation  ^~=0,  rendît  infinis  le  coeffi- 
cient différentiel  du  second  ordre  et  les  suivants.  On 
serait  averti  par-là ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  n°  88  et  les  suivants ,  que  la  formule  de  Taylor  ne 
peut  exprimer  la  valeur  de  la  fonction  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  de  h.  Les  règles  précé- 
dentes ne  peuvent  donc  plus  s'appliquer.  On  doit  exami- 
ner d'une  manière  spéciale  la  marche  des  valeurs  de  la 
fonction ,  ce  que  l'on  fera  facilement  en  la  développant 
suivant  les  puissances  fractionnaires  ou  négatives  de  h 
après  avoir  fait  ar=a.  Il  faut  observer  aussi  que  l'ana- 
lysé précédente  exclut  implicitement  les  maxima  et  mi- 

nima  correspondant  à  une  valeur  de  x,  pour  laquelle 
dy 

la  dérivée      serait  infinie  ou  discontinue. 
dx 
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H5.  Les  notions  précédentes  deviennent  bien  sen- 
sibles en  considérant  les  courbes  dont  l'ordonnée  y 
représente  les  valeurs  de  f(x) ,  et  en  admettant,  pour 
fixer  les  idées,  que  les  fonctions  f{x),  f{x) ,  f"  [x) 
sont  coutiuues.  Il  est  évident  en  effet  qu'il  ne  peut 
y  avoir  maximum  ou  minimum  que  dans  des  points 

m%  n,  p,  q,  r,  s  (Jig.  29),  où  la  tangente  est  paral- 

dy 

lèïe  a  l'axe  des  abscisses ,  et  où  l'on  a  -=—  =  0.  De 

dx 

plus  il  y  a  maximum  en  m  et  en  p  lorsque ,  la  courbe 

à? y 

présentant  sa  concavité  au  bas  de  la  page ,  ^— ;  est  néga- 
tif; et  û  y  a  minimum  en  n  et  en  q  lorsque,  la  courbe 

présentant  sa  convexité  au  bas  de  la  page,       est  positif. 

Les  quantités  négatives  sont  ici  regardées  comme  étant 
d'autant  plus  petites  que  leur  valeur  absolue  est  plus 
grande. 

On  reconnaît  également  que  la  condition         0  n'en- 

traîne  pas  nécessairement  l'existence  du  maximum  ou 
minimum,  parce  qu'il  y  a  des  points  pour  lesquels  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x,  sans  que  la  fonction 
ait  cessé  de  croître  ou  de  décroître.  Mais  ces  points  sont 
généralement  des  points  d'inflexion  ,  dans  lesquels 
change  le  sens  de  la  concavité  de  Ja  courbe,  et  où  le  coef- 
ficient différentiel  du  second  ordre  devant  changer  de 
signe  prend  la  valeur  zéro.  Nous  reviendrons  dans  la 
suite  sur  les  caractères  analytiques  qui  appartiennent 
aux  divers  points  singuliers  que  les  courbes  peuvent  pré- 
senter. 

1V6.  On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que  pour 
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trouver  les  maxima  et  minima  de  la  fonction  proposée 
y=:f[x)t  en  excluant  ceux  qui  rendent  infinie  ou  dis- 
continue la  dérivée/'fx),  il  faut  poser  1  équation 

9 

qui,  étant  résolue  par  rapport  à  x ,  donnera  les  valeurs 

demandées.  On  jugera  si  ces  valeurs  répondent  à  un 

maximum  ou  à  un  minimum  en  les  substituant  dans  le 

t   '  éty 

coefficient  différentiel  du  second  ordre  ^— ,  t  et  voyant  le 

signe  quelles  lui  font  prendre.  Si  ce  coefficient  différen- 
tiel devenait  nul,  on  passerait  aux  suivants,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Si  la  fonction  y  n'était  donnée  que  d'une  manière  im> 
plicite ,  au  moyen  d'une  équation  F(xy)  =  0 ,  on  égale- 
rait de  même  à  zéro  son  coefficient  différentiel,  déterminé 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro  Le- 

dy  « 
quation  ^  =  0  contiendrait  alors  x  et  y  :  mais  en 

éliminant  j-  entre  cette  équation  et  F(jc^)  =  0,  il  reste- 
rait une  seule  équation  en  x  qui  donnerait  les  valeurs 
cherchées. 

147.  Les  mêmes  principes  s'appliqueront  aux  fonc- 
tions de  deux  variables.  Mais,  pour  plus  de  simplicité 
nous  supposerons  toujours  que  le  théorème  de  Tarte 
convient  au  développement  de  ces  fonctions,  ce  qui  ar- 
rive dans  la  plupart  des  applications  du  calcul  différen- 
tiel. Soit 

*=/(*>  r). 


i 


Digitized  by  Google 


—  «49  — 

En  développant  f{x+h,  y+i)  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans 
l'article  précédent,  on  aura 

^dz  .    d%.f{x+hh,y+*i)  h. 

djr  dxdy 

d\f{x+ïh,y+ïi)  C 

+        dy  I 

S  désignant  une  fraction.  Or  en  prenant  A  et  i  suffisam- 
ment petits ,  on  rendra  toujours  le  deuxième  terme 
d  z  dz 

^fc+j^i  plus  grand  que  le  troisième  terme,  et  par 

conséquent  le  signe  de  leur  somme  dépendra  du  signe 
du  deuxième  terme  seul.  Donc  pour  que  les  valeurs 
x=a,jr=:b  répondent  à  un  maximum  ou  à  un  mini- 
mum de  la  fonction  z ,  ce  qui  exige  que  f[a%  b)  soit  plus 
grande  ou  plus  petite  que  f(a±h,  bdzi)^  il  est  néces- 

saire  que  Je  terme  ^  +^ 1  S0lt  nu*  »  et  Par  conséquent 

puisque  les  quantités  h  et  i  sont  absolument  indépen- 

dz 

dantes  l'une  de  l'autre ,  que  Ton  ait  séparément  =0, 
dz 

—  0.  De  plus  il  faut  qu'en  donnant  une  valeur  quel- 
conque aussi  petite  que  l'on  voudra  aux  accroissements 

'  d"zh*     d*z  d*zi% 

h  et    la  quantité       -+ ^ hi+         soit  toujours 

négative  pour  le  maximum  et  toujours  positive  pour  le 
minimum.  Supposons  d'abord  que  l'équation 
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résolue   par  rapport    à   l'indéterminée  *  n'ait  que 

des  racines   imaginaires,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(<?z  V   d*  z  d%z 
dxdy ) ^ djc  ~dp  '  con<^^on  fF*  ne  Peut  ^tre  satisfaite 

d7z  cPz 

que  si  et  sont  de  même  signe.  Alors  la  quantité 
d*zh*     ttz         d*z  , 

dx%'2*  dxdy  ^**dp  *" DC  Pourra  jama*s  n*  devenir  nulle, 
ni  changer  de  signe  :  elle  conservera  constamment  le 

signe  de  son  premier  terme  ou  de        Donc  il  y  aura 
;  d%z 

maximum  si  le  coefficient  est  négatif,  minimum  s'il 
est  positif. 

m 

Si  l'on  avait  au  contraire 

/  d'z  \*d%z  d*z 
\dxdy)<dx~%'dy' 

les  racines  de  l'équation 

d%z   h%        d9z     h  d'z 
— .  _  4. 2  .  _  4.  - —  —  0 

dx%  C  +   dxdy    1 dy% 

deviendraient  réelles  et  inégales  :  par  suite  la  quantité 

£z  V  d%z  d*z  f 
dx*'  2  *  dxdy'    *dy  2 

serait  tantôt  positive,  tantôt  négative,  il  n'y  aurait  donc 
ni  maximum  ni  minimum. 

Mais  le  cas  particulier  où 

/  d'z  V  d*z  <£z 
\dxTy)  =  dx%'  dy 
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mérite  d'être  examiné  à  part.  Alors  l'équation 

d'z  h"    ^  d'z    h    d%z  _  ^ 
dx%'  ?       dxd/  i     dy  ~~ 

a  ses  deux  racines  égales ,  et  en  représentant  par  m  le 

raPPort  de  à         il  vient 

d'z  h%      d%z    ,  .    d*z   ,     1  <Tz  „ 

Donc  la  quantité 

<Tz  A'      <Tz  ^z  i1 

d'z 

est  généralement  de  même  signe  que  -3-;,  et  elle  ne  de- 

yient  nulle  que  quand  A= — mi.  Il  y  aura  alors  maxi- 
mum ou  minimum  ,  si  l'hypothèse  h  =  —  mi  réduit 
à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  troisième  ordre  et  rend 

d'z 

de  môme  signe  que       l'ensemble  des  termes  du  qua- 


ordre.  Le  maximum  répondra  d'ailleurs  aux 
valeurs  négatives  et  le  minimum  aux  valeurs  positives 

148.  Si  les  valeurs  a  et  b  qui  rendent  nuls  les  ternies 
du  premier  ordre  faisaient  également  disparaître  les 
termes  du  second  ordre,  il  est  visible  qu'elles. ne  répon- 
draient à  un  maximum  ou  à  un  minimum  qu'autant 
qu'elles  feraient  également  disparaître  les  termes  du  troi- 
sième ordre  en  laissant  subsister  ceux  du  quatrième.  De 
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plus  il  faudrait  que  la  somme  de  ces  termes  du  qua- 
trième ordre  conservât  constamment  le  signe  —  pour 
qu'il  y  eût  maximum,  et  qu'elle  conservât  constam- 
ment le  signe  +  pour  qu'il  y  eut  minimum.  Et  ainsi  de 
suite. 

lft-9.  Les  résultats  précédents  deviennent  sensibles  lors- 
qu'on regarde  la  fonction  z  comme  l'ordonnée  d'une  sur- 
face ,  dont  x  et  y  sont  les  abscisses.  Quand  la  fonction  z 
et  ses  dérivées  sont  continues,  on  reconnaît  en  effet 
sur-le-cbamp  qu'il  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  mini- 
mum en  un  point  donné  d'une  surface  qu'autant  que  les 
tangentes  aux  deux  intersections  de  la  surface  faites  en  ce 
point  par  des  parallèles  aux  plans  des  xz  et  des  jz,  sont 
parallèles  au  plan  des  xy,  en  sorte  que  le  plan  qui  touche 
la  surface  au  point  dont  il  s'agit  est  lui-même  parallèle 
au  plan  des  xy.  Cette  première  condition  donne  les  équa- 
dz  dz 

tions  j^53^  ^jr = 0-  De  plus  il  faut  que  les  deux  courbes 

d'intersection  dont  on  vient  de  parler  présentent  leur 
concavité  du  même  côté ,  ce  qui  exige  que  les  coefficient* 
d%z  d*z 

différentiels  -^p  et  ^  soient  de  même  signe.  Mais  cette 

dernière  condition  ne  suffirait  pas  seule  en  général , 
pour  assurer  l'existence  du  maximum  ou  du  mini- 
mum. Il  faut  y  joindre  celles  que  nous  avons  données 
plus  baut. 

150.  On  trouverait  d'une  manière  semblable  les  con- 
ditions du  maximum  ou  du  minimum,  si  le  nombre  des 
variables  était  plus  considérable.  Soit  par  exemple  la 
fonction 

*==/>,  xyjr). 
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On  aura 

dz      dz  dz 

^r+^+T^T^dS 

+dS  2  ^dVdx  g  *  dx%  2  *dvdy  gt+  dxdtf  dy  2 
•fetc. 

et  Ton  pourra  toujours,  en  rendant  g,  A,  {suffisamment 
petits,  faire  dépendre  le  signe  de  tous  les  termes  qui  sui- 
vent le  second  ou  le  troisième  du  signe  seul  de  ceux-ci. 
Ainsi  les  valeurs  des  variables  v ,  x  %y  qui  répondront  à 
un  maximum  ou  à  un  minimum  de  la  fonction  z  doivent 

d'abord  satisfaire  aux  trois  équations 

■ 

dz  dz  dz 

5-,=°'    d£=°'  ^=°- 


De  plus  il  est  nécessaire  qu'en  donnant  à  %>,  xt  y  ces 
mêmes  valeurs  la  somme  des  termes  du  second  ordre, 
que  nous  représenterons  pour  abréger  par 

m 

ne  change  pas  de  signe ,  quelles  que  soient  les  valeurs 
supposées  aussi  petites  que  l'on  voudra  ,  que  l'on  attri- 
bue à  g,  h,  t.  Cela  exige  en  premier  lieu  que  À,  C  et  F 
soient  de  même  signe.  Mais  à  cette  première  condition 
viennent  s'en  joindre  d'autres  que  Ton  découvrira  aisé- 
ment par  la  méthode  du  n°  147,  c'est-à-dire  en  étudiant 
la  nature  des  racines  de  l'équation 


Digitized  by 


Il  est  évident  par  exemple  qu'il  y  aura  maximum  ou  mi- 
nimum si  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  g,  h 
ou  i  on  ne  trouve  que  des  valeurs  imaginaires.  Bornons- 
nous  à  développer  ce  cas  particulier.  Résolvons  l'équation 
proposée  par  rapport  à  g  :  les  valeurs  seront  imaginaires 
si  Ton  a 

m 

(BA+Diy  <  A  (CA1+2EAi+F0 , 

ou  bien 

(B'—  AC)  h* + 2(BD  —  AE)  hi  +  (Dl— AF)  C  <  0 , 

quels  que6oient  h  et  i.  Ainsi  il  faut  d'abord  que  l'on  ait 

B$— AC<0      et       D' — AF<0, 

puis,  qu'en  égalant  la  quantité  précédente  à  zéro  ,  et  ré- 
solvant par  rapport  à  /i  ou  à  i,  on  ne  trouve  que  des 
valeurs  imaginaires.  En  résolvant  par  rapport  à  A,  on 
reconnaît  que  les  valeurs  seront  imaginaires  si  l'on  a 

♦ 

(BD  —  AE)'  <  (B* —  AC)  (D1— AF). 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  les  valeurs  de 
x,  y  déduites  des  trois  équations 

dz  dz  dz 

5,  =  °'   as-0-   3^  =  0; 

répondront  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  1°  si  elles 
donnent  un  signe  commun  aux  trois  coefficients  différen- 
tiels du  second  ordre  ^j;  a0  si  elles  satisfont 
aux  conditions 


* 
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£zV     <Tz  eTz    (**\     d*z  d%z 
vdx)  <  d?  dx%>  \dvdx)<  dS  dy' 

d>z    d%z      d*z  d'z  V         d%z  Y    <Tz  d'z^  r/  d\  Y    d*z  iTz 

dvdoc  dvdjy     dv%  dxdy 


\»    Vf  d%z  y    cTz  d*z-\  r/  d*z  V  <Tz£V| 


et  il  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant  que  les  trois 

d*z   d%%  d%z 

coefficients  différentiels        ^— seront  négatifs  ou 

positifs. 

Si  l'équation 

Ag*-f-2BgA  +  etc.  =0 

avait  au  contraire  des  racines  réelles  inégales ,  le  maxi- 
mum et  le  minimum  seraient  impossibles.  Mais  si  les 
racines  réelles  de  cette  équation  sont  égales,  la  ques- 
tion exigera  une  discussion  semblable  à  celle  qui  ter- 
mine le  n°  1V7. 

151.  Pour  donner  une  application  des  règles  précé- 
dentes, on  supposera  que  Ton  demande  la  plus  courte  ou 
Ja  plus  longue  parmi  toutes  les  lignes  droites  qui  peu- 
vent être  tracées  d'un  point  donné  à  une  courbe  égale- 
ment donnée.  Désignant  par  a,  h  les  coordonnées  de 
ce  point,  et  par  xyy  celles  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe,  l'expression  de  la  longueur  des  lignes  dont  il  s'agit 
sera  donc 

et  il  faut  déterminer  la  valeur  de  x  par  la  condition 
de  rendre  cette  expression  la  plus  grande  ou  la  moindre 
possible.  En  diliérentiant  par  rapport  à  x,  on  trouve 

dy 

x-a+(y-b)  £ 
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et ,  en  égalant  le  coefficient  différentiel  à  zéro , 

+  g  «0,    d'où  Z=t..-.fe 


dx 

dy 

Comme  ^r-  représente  la  tangente  trigonométrique  de 

l'angle  compris  entre  la  tangente  menée  à  la  courbe  et 
Taxe  des  x,  on  voit  que  ce  résultat  exprime  en  premier 
lieu  que  les  lignes  les  plus  courtes  ou  les  plus  longues, 
menées  du  point  donné  à  la  courbe,  doivent  couper  cette 
courbe  à  angles  droits.  Si  l'on  prend  ensuite  le  coeffi- 
cient différentiel  du  second  ordre ,  il  vient 

V[x—ay  +  {y—bY  a)*+  (y—b)i 

et  en  supprimant  le  second  terme,  qui  est  nul  en  vertu 
de  l'équation  posée  ci-dessus,  on  voit  que  le  signe  de  ce 
coefficient  différentiel  dépend  de  celui  de  la  quantité 

d*y 

Supposons  d'abord  que  ^  soit  positif,  c'est-à-dire  que 

la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  bas  de  la  page.  La 
quantité  précédente  sera  toujours  positive  si  y — h  est  posi- 
tive, c'est-à-dire  si  le  point  donné  A  (  fig.  30)  est  placé  plus 
près  de  Taxe  des  x  que  le  point  M  de  la  courbe  sur  lequel 
est  dirigée  la  normale  AM  ;  d'où  il  suit  que  la  distance 
AM  sera  toujours  dans  ce  cas  un  minimum ,  ce  qui  est 

éty 

évident.  Mais  si  étant  toujours  supposé  positif,  la 
quantité  y  — -  b  est  négative  ,  en  sorte  que  le  point  donné 
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soit  plus  éloigné  de  Taxe  des  x  que  le  point  M ,  la  quan- 
tité dont  il  s'agit  sera  positive ,  et  il  y  aura  minimum ,  si 

•♦(£)• 


la  distance  b  — y  est  <  —  ;  tandis  que  cette 

même  quantité  sera  négative,  et  il  y  aura  un  maximum , 


<<£) 

si  la  distance  b — y  est  >  — — .  Or,  on  verra  dans 

1? 

'<£) 

la  suite,  n°  180,  que  la  valeur  b  — y  =  — ^  appar- 

tient  à  un  certain  point  G  tellement  situé  sur  la  normale, 
que  le  cercle  décrit  de  ce  point  avec  le  rayon  CM  coïncide 
avec  la  courbe  proposée,  plus  que  ne  peut  le  faire  tout 
autre  cercle ,  dans  une  étendue  infiniment  petite  de  part 
et  d'autre  du  point  M.  Il  est  donc  évident  que  ce  point 
G  doit  séparer  sur  la  normale  les  points  A,  pour  lesquels 
la  distance  A,  M  est  un  minimum ,  et  les  points  A,  pour 
lesquels  la  distance  AaM  est  un  maximum.  Le  cas  où  le 

coefficient  différentiel  serait  négatif  donnerait  lieu  à 
des  remarques  semblables. 

152.  Nous  considérerons  encore  la  question  qui  con- 
sisterait à  déterminer  les  lignes  droites  les  plus  courtes 
ou  les  plus  longues  qui  puissent  être  tracées  d'un  point 
d'une  courbe  donnée  à  un  point  d'une  autre  courbe  éga- 
lement donnée,  x,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  première  courbe,  et  x\  y'  celles  d'un 
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point  quelconque  de  la  seconde  courbe,  la  longueur  des 
lignes  dont  il  s'agit  sera  exprimée  généralement  par 


expression  qu'il  faut  considérer  comme  une  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  x%  x\  en  regardant  jr 
comme  une  fonction  de  x  seule,  et  y  comme  une  fonc- 
tion de  x'  seule.  Appliquant  donc  les  règles  exposées 
n°  147,  on  aura  d'abord 

^"^/(a:-a/j'-f(r-y),,  M*— 

et  en  égalant  à  zéro  ces  deux  coefficients  différentiels , 
d'où 

y-y'  _  t  =  __}_ 
x-x'        dy  dy' 

di  cLo' 

Ainsi  Ton  voit  en  premier  lieu  que  la  ligne,  dont  la  lon- 
gueur sera  un  maximum  ou  un  minimum ,  doit  couper 
les  deux  courbes  à  angles  droits.  Prenant  ensuite  les 
coefficients  différentiels  du  second  ordre,  il  vient,  en 
supprimant  les  termes  nuls  en  vertu  des  équations  pré- 
cédentes, 
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D'où  Ton  conclut  que ,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum,  il  faut  d'abord  que  les  quantités 

soient  de  même  sigue,  et  de  plus  que  la  condition 

soit  satisfaite.  Cette  dernière  condition  suffirait  seule  : 
elle  entraîne  nécessairement  la  précédente. 

Cas  où  il  existe  des  relations  entre  les  variables. 

153.  Dans  plusieurs  questions  importantes,  les  valeurs 
cherchées  des  variables,  outre  la  condition  de  rendre  un 
maximum  ou  un  minimum  une  certaine  fonction  V,  doi- 
vent encore  satisfaire  à  d'autres  conditions  qui  sont  expri- 
mées par  des  équations  données  entre  ces  variables.  Il  est 
visible  d'ailleurs  que  le  nombre  de  ces  équations  doit  né- 
cessairement être  plus  petit  que  celui  des  variables,  dont 
dépend  la  fonction  proposée  V. 
Soit  par  exemple 

et  admettons  que  les  variables  yy  x,  z  doivent  satisfaire 
à  l'équation  de  condition 

L=0, 

L  désignant  une  fonction  donnée  de  x,  y,  z.  Ce  qui  se 
présente  de  plus  naturel  est  de  résoudre  l'équation  L=0 
par  rapport  à  l'une  des  variables ,  à  z  par  exemple  ,  et 
de  substituer  la  valeur  obtenue  dansyi[x,  r,  La  fonc- 
tion V  ne  contenant  plus  alors  que  les  deux  variables  x, 
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y,  qui  seront  entièrement  indépendantes,  on  se  trouvera 
ramené  au  cas  précédent. 

De  même  s'il  existait  entre  les  trois  variables  x,  y,  z, 
les  deux  équations  de  condition 

L=0,  M=0, 

on  tirerait  de  ces  équations  les  valeurs  de  y  et  z  en  x , 
et  en  les  substituant  dans  f{xt  y,  z),  la  fonction  V  ne 
contiendrait  plus  que  la  seule  variable  indépendante  x. 

Gomme  il  sera  généralement  très-difficile,  ou  même 
impossible ,  d'éliminer  ainsi  les  variables  au  moyen  des 
équations  données,  on  peut  remarquer  que  la  condition 
du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonction  V  exige  que 
l'on  ait 

d\  J      dX  .     dX  J 

—  dx  +  —  dy+  —  dz  =  0; 

dx  dy  dz 

et  de  plus  que  l'équation  de  condition  L=0  étant  diftéren- 
tiée,  donne 

dL  ,      dL  .     dL  J 

-dx  +  j-dy^-dz-O. 

Siles  variables x,j^,  z  étaient  entièrement  indépendantes, 

les  différentielles  dx,  dytdz  étant  arbitraires,  la  première 

dX 

équation  entraînerait  les  équations  séparées  -^-=0, 

€1 X 

^=0,-^=0.  Mais  les  valeurs  que  Ton  attribues 

ces  différentielles  doivent  satisfaire  à  la  seconde  équa- 
tion. On  devra  donc  prendre  dans  cette  seconde  équa- 
tion la  valeur  de  l'une  de  ces  différentielles ,  de  dz  par 
exemple,  et  la  substituer  dans  la  première,  qui  ne  con- 
tiendra plus  que  <4xet  dy.  On  égalera  ensuite  séparément 
à  zéro  les  termes  affectés  de  ces  deux  différentielles.  On 
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obtiendra  de  cette  manière  deux  équations  enx,y,  z,  qui, 
réunies  àl'équation  L=0 ,  donneront  les  valeurs  cherchées 
des  trois  variables. 

S'il  y  avait  deux  équations  de  condition  L  =  0,  M=0, 
on  formerait  les  deux  équations  différentielles 

dh  dh  dh 

—  dx  -h  —  dy+  —  dz  =  0 
dx  dy  dz 

—  dx  +  -1-dy+—-  dz  =  0, 
dx  dy  dz 

d\ 

numoyendesquellesonélimineraitde  l'équation  -j—dx  + 

■  t  aX 
d\         d\  '■  "d..'i»/p-> 

^,4jr+-^<fe=0  deux  des  di  il  éren  belles  </jc,  dy,  dz. 

Lëquation  restante,  réunie  aux  deux  équations  L=s0 , 
M=0,  donnerait  les  valeurs  cherchées  des  trois  variables 
x,y,  z.  .     :*  .  y       ■  •  ':  . 

Cette  méthode  peut  s'appliquer  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  dont  dépend  la  fonction  V,  et  le 
nombre  des  équations  de  condition  ;  et  elle  n'exige  que  des 
éliminations  entre  des  équations  du  premier  degré  ou  li- 
néaires. -  '  '  •  *  »•! 

154.  Mais  on  parviendra  au  même  résultat  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  simple  si,  ayant  une  fonction  quel* 
ique  V  des  variables  y,  x9  yt  z,  etc.,  qu'il  s'agit  de 
rendre  un  maximum  ou  un  minimum,  et  plusieurs  équa- 
tions de  condition  L=  0,  M=0,  N=0,  etc.,  auxquelles 
ces  variables  doivent  satisfaire  >  on  forme  les  équations 
différentielles  dfL=0,  <*M=0,  <2N=0,  etc.,  puis,  multi- 
pliant respectivement  ces  équations,  par  des  facteurs  in- 
déterminés 1,  p,  v,  etc. ,  on  les  ajoute  à  l'équation  dV =0, 
ce  qui  donnera  l'équation  unique 

rfL+fz.rfM-f-v.f/N+otc.^O, 

VI 


—  îf>2  — 

c'est-à-dire 

//V  ,     d\  ,      dX  .      r/V  . 
//»'                         tf  y  d  z 

fdh  ,  c/L  ,  £/L  ,  rfL  ,  \ 
+  >  VdV^+dï  dX+-dy-         ^  ^  +  etCV 

+ vsr  * + a?  rf*  +  -  *  +    * + clc-  J 

\  ^  </x  <(>'  dz  J 

+         etc.  / 

En  disposant  convenablement  de  *  ,  p,  v  ,  etc.,  on 
dra  nuls  les  coefficients'  des  différentielles  qu'on  veut 
éJimtnér  ;  après  quoi  il  faudra  égaler  à  zéro  les  coeffi- 
»hts  des  autres  différentielles  qui  sont  arbitraires.  Les 
résultats  obtenus  ainsi  seront  les  mêmes  que  si  Ton  avait 
regardé  toutes  les  variables  comme  indépendantes .  et 
par  suite  égalé  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  différen- 
tielle, dans  l'équation  dV +  Y.  dL+ etc.  =*0  :  en  aura  au- 
tant d'équations  distinctes,  qui,  ré  obi  es  aux  équations 
L=0,  M=0,  N=0,  etc.,  seront  en  nombre  suffisant  pour 
éliminer  les  nombres  arbitraires  X,  p,  »,  etc.,  et  détermi- 
ner les  valeurë  cherchées  dès  variables  p,  -X*  j%  ef  etc. 

155.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  déterminer  parmi 
toi»  les  paraMipipèdes  rectangles  dont  la  surface  est 
égale  au  n'ombre  a,  celui  dont  le  volume  est  le  plus  grand 
pttsfcible.  Représentant  par  Je,  y,  z  lés  trois  côtés  du  pa- 
raltèllpipède,  la  fonction  qu'il  s'agit  de  rendre  un  maxi- 
mum est  donc 

et  l'on  a  entre  les  trois  variables  l'équation  de  condition 

2{xy -hJàz-hfz)  =a\ 
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D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  on  formera  l'équa- 
tion 

yz.dx+xz.dy+xy.dz  ) 

+>[(r+*)^r+(j?+a)<(r+(*+ir)ifa]i  ~0> 

qui  donne ,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  af- 
fectés des  différentielles  dx,  dyt  dz, 

yz+\{y+z)=Q,    xz+l{x+z)=zO,    ^r+X(jr+^)  =  0. 
Eliminant  \  entre  ces  équations ,  il  vient 

x—yszz, 

«t  en  ayant  égard  à  l'équation  de  condition 

Ainsi  la  condition  du  maximum  exige  que  les  trois  côtés 
du  parallélipipéde  soient  égaux  entre  eux. 

Pour  vériBer  que  ce  résultat  correspond  à  un  maxi- 
mum ,  on  remarquera  que  le  terme  du  second  ordre  du 
développement  de  la  fonction  V^xyz  se  réduit  à 

z.dxdy+y.dxdz+x.  dtfdt.  .  , 

S'il  y  a  maximum,  cette  quantité  doit  présenter  une  va- 
leur constamment  négative,  après  que  Ton  y  aura  fait 
x=jr=z,  quelles  que  soient  les  Valeurs  attribuées  à  dx, 
dyy  dz,  pourvu  toutefois  que  ces  valeurs  satisfassent  h 
l'équation  de  condition.  Or,  en  faisant  x=syz=z,  la 
quantité  précédente  devient 

X  (dxdy+dxdz+ dydz) , 
<  t  1  équation  de  condition  donne 

dx+dy+dz  =  0. 


Éliminant  dz  au  moyen  de  cette  équation  ,  on  a  donc 
pour  le  terme  du  second  ordre  dont  il  s'agit 

quantité  qui  restera  toujours  négative,  quelles  que  soient 
les  valeur*  attribuées  à  dx  et  dy 

\ 

t 

%  m 

XV.  DIFFÉRENTIELLES    DE   l'aIRE   ET   DE  LARC  d'dKB 

COURBE  PLANE. 

v 

156.  Soit  la  courbe  quelconque  Mm  (fig.  31  )  rapportée 
aux  coordonnées  rectangulaires  xt  y,  et  dont  1  équation 

est  donnée.  L  aire  de  la  courbe  est  l'espace  compris  entre 
Taxe  des  abscisses ,  la  courbe  Mm,  et  deux  ordonnées 
quelconques  PM,  pm  dont  la  position  est  fixée.  La  pre- 
mière ordonnée  PM  étant  supposée  conserver  une  posi- 
tion fixe,  et  x 'désignant  la  distance  variable  op ,  il  est 
visible  que  la  grandeur  de  l'aire  PM  mp  est  une  fonction 
de  l'abscisse  x,  qui  dépend  de  la  nature  de  la  courbe  ou 
de  la  fonction  f(x). 

..  Noua  désignerons  cette  fonction  par  u.  Il  s'agit  «le 
trouver  l'expression  de;  sa  différentielle,  c'est-à-dire  de 
la  viiriation!  que  subit. la.  fonction  u  lorsque  l'abscisse  x 
augmente  de  la  quantilésinfimment  petite  dx. 

Admettons  queopou  x  augmente  dé  la  quantité  finie 
àx  représentée  par pq.  I/aire  u  croîtra  de  Atc  représentée 
par  le  trapèze  pmnq  ,  et  l'on  peut  toujours  supposer  ^.t* 
assez  petite  pour  que  la  fonction  f(x)  étant  constamment 
croissante  ou  décroissante  dans  l'intervalle/)^,  ce  trapèze 

■ 

«  i 
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se  trouve  compris  entre  les  deux  rectangles  mp  et  uq. 

iNous  pouvons  donc  écrire 

i  Ait 
AK=jr.Ax±».Ax,    ou    -=/t,w,       ...  . 

o>  étant  une  quantité  plus  petite  que  ùy „  nous  aurons 
donc,  en  prenant  la  limite  des  deux,  membres, 

du 

et  au~y.dx. 

Ainsi  la  différentielle  de  Taire  d'une  courbe  est  égal*  ;m 
produit  de  dx  par  la  fonction  de  x  qui  exprime  la  valeur 
de  l'ordonnée  yt  ou  si  l'on  veut  Taire  de  la  courbe  est 
Ki  fonction  primitive  dont  l'ordonnée  est  le  coefficient 
différentiel  ou  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre. 

137.  Considérons  maintenant  (fig,  31  )  la  longueur  de 
Farcd'une  courbe  comptée  à  partir  du  point  fixe  quelcon- 
que M  jusqu'au  point  m  dont  l'abscisse  op  est  représentée 
parx.  Cette  longueur  étant  désignée  par  j  et  regardée 
comme  une  fonction  de  l'abscisse  x ,  proposons-nous  de 
connaître  l'expression  de  sa  différentielle. 

Représentons  par  pq  la  différence  ^x,  qui  peut  tou- 
jours être  prise  assez  petite  pour  que  l'arc  corres- 
pondant mn  tourne  sa  concavité  du  même  côté.  On 
pourra  donc  toujours  ,  conformément  aux  tbéorèmes 
d'Arcbimède,  considérer  la  longueur  de  cet  arc  comme 
étant  comprise  entre  celle  de  sa  corde  mn  et  celle  des 
parties  mt+nt des  tangentes  menées  aux  deux  extrémités 
de  1  arc.  Donc,  à  plus  forte  raison  l'arc  est  compris  entre 
mr  et  ns,  car  mr  est  plus  petite  que  la  corde,  et  si  est 

plus  grandeque  ml.  Or  mr^x\/'\  +(*^x)  j  puisque 
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dfx 

représente  la  tangente  trigonométoque  de  langfe 
que  forme  la  tangente  au  point  m  avec  Taxe  des  x.  Soit 
pour  abréger  *(xl*\/ \+[é££Ù^.  On  aura  *(jr+Ax) 

pour  la  valeur  de  î(jp)  qui  convient  au  point  n  de  la 
courbe.  Donc  ns  =  àr.j(4:-fAx).  Ainsi  l'on  doit  poser 

A*>  et   A5<Ax^y(tr)4>    TV  ^          Ax  I; 

ou  si  Ton  veut 

~  =  ?(x)  +  », 

«  étant  une  quantité  plus  petite  que  &x. 

D  où  Ton  déduit,  en  prenant  la  limite  dont  s'approchent 
indéfiniment  les  deux  membres  lorsque  Ajp  tend  à  devenir 
nulle, 


ou  bien 

d 

dm 


158.  Nous  avons  supposé ,  dans  ce  qui  précède,  que 
l'ordonnée  à  partir  de  laquelle  Taire  u  étant  comptée ,  où 
le  point  fi$e  de  la  courbe  à  partir  duquel  Tare  5  était 
compte,  étaient  placés  de  manière  que  u  et  s  croissaient 
eu  même  temps  que  x.  S'il  en  était  autrement  on  devrait 
donner  le  signe  —  à  leurs  différentielles ,   et  écrire 

rln  =  —ydx,  ds-  —  dx\/ 1 — 


v 
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De  plus  le  signe  de  la  différentielle  du  change  avec 
le  signe  de  l'ordonnée  y  ;  et  en  général ,  lorsque  Ton 
compte  les  /  positives  de  bas  en  haut  les  parties  de  l'aire 
d'une  courbe  qui  sont  situées  au-dessus  de  l'axe  des  x 
«ont  positives  et  celles  qui  son*  mtuie*  ai*  de$spM*  de  cet 
axe  sont  négatives* 

XVI.  DU  CONTACT  DES  COURBES  FLANES. 

159.  On  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles 
ont  un  point  commun  et  une  tangente  commune.  De 
plus  lorsque  deux  courbes  pqt  rs  touchent  la  couvfoe 
mn  au  même  point  M ,  la  courbe  pq,  qui  passe  entre 
les  deux  autres,  est  regardée  comme  ayant  avec  la  courbe 
mn  un  contact  plus  intime  que  ne  le  fait  la  courbe  rs. 
Les  géomètres  distinguent  ainsi  des  contacts  de  divers 
ordres  dont  les  caractères  se  distinguent  facilement  au 
moyen  de  la  considération  des  coefficients  différentiels 
ou  fonctions  dérivées. 

Soient 

y=f(x)      <*  y=fW 

les  équations  des  deux  courbes  rapportées  à  des  coordon- 
nées rectangulaires  :  jr  désignant  l'abscisse  du  point  com- 
mun aux  deux  courbes,  et  x+A  l'abscisse  d'un  point  voisin 
de  celui-ci ,  leurs  ordonnées  correspondantes  seront  res- 
pectivement 

Si  elles  ont  une  tangente  commune  au  point  dont  J  abs- 
cisseest  x,  on  aura  en  ce  point  non-seulement  \[x)=/{jr} , 
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mais  ^~^-  =  i~^.  Cette  condition  étant  satisfaite  ,  on 
dx  dx 


■     «  i 


est  assuré  qu'aucune  autre  ligne  ayant  pour  équation 

y=n^(x)  ne  peut  passer  entre  les  deux  courbes  propo- 

d.\{x)  dj\x) 
sées ,  à  moins  que  Ton  n'ait  également  ^   =  — ^r-  .En 

elïet  la  différence  des  ordonnées  des  deux  courbes  pro- 
posées correspondantes  à  j+/t  peut  être  exprimée  par 

fd'Mx+th)      d\f{x+Mi)\  h* 
V       d?  1?     /  2  ; 

•  m  *  !  .    >  r 

t  9  à     I  *  m*'  m  t 

tandis  que  si  la  condition  dont  il  s'agit  n  avait  pas  lieu  . 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  troisième  courbe  et 
celle  delà  première  serait  exprimée  par 

» 

fd^jx)      dj\x)\  A+  ft?.  'Ax+*h)  _  d>f(x+th\  /£ 
V    dx  dx   J        \      dx*  dx*      )  2  ' 


Dans  toutes  ces  expressions,  0  désigne  un  nombre  indé- 
terminé compris  entre  0  et  1,  et  qui  peut  être  différent 
dans  les  diverses  fonctions.  Or  il  est  visible  qu'en  prenant 
A  suffisamment  petite  on  pourra  toujours  rendre  la  se- 
conde expression  plus  grande  que  la  première.  Donc  au- 

d>Mx) 

cune  courbe y=l{x),  pour  laquelle  on  n'a  point  ^  == 
vtf[x) 

^  ,  ne  peut  passer  entre  les  deux  courbes  y  ~J\x)  et 

i         ii  d.f{x)  d.f(x) 

j-=i(x) ,  pour  lesquelles  on  a   ^  =  -  ^ 

Deux  lignes  qui  ont  un  point  commun ,  et  pour  les- 
quelles  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  For- 
donnée  a  une  valeur  commune  en  ce  point,  ont  entre  elles 
un  contact  du  premier  ordre. 
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180.  Admettons  présentement  que  pour  les  deux 
courbes  proposées  les  coefficients  différentiels  des  deux 
premiers  ordres  aient  des  valeurs  communes.  La  dîne- 
rence  des  ordonnées  de  ces  courbes  qui  répondent  à 
l'abscisse  x+h  sera  donc  exprimée  par 

(d\o(x+th)     d\f{x+<ih)\  h* 
\      dx>  dx>       )  2.3 ; 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  qui  toucherait 
la  première,  mais  qui  ne  satisferait  pas  à  la  condition 
dont  il  s'agit,  la  dillérence  des  ordonnées  serait  exprimée 
par 

/d\)(x)      *.f(x)\lt  .  / d'.'^x+Qh)      d\f(x+9h)\  V 
\   dx*         dx*    Jï  +\     dx*  dx*  >2.3 

Et  comme  la  seconde  expression,  lorsque  h  tend  vers  la 
limite  zéro,  devient  toujours  plus  grande  que  la  pre- 
mière, il  s'ensuit  que  la  troisième  courbe  ne  pourra  ja- 
mais passer  entre  les  deux  autres.  Donc  aucune  courbe , 
pour  laquelle  les  coefficients  différentiels  des  deux  pre- 
miers ordres  ne  seraient  pas  égaux  à  ceux  de  la  courbe 
y=J[x)t  ne  pourra  passer  entre  cette  courbe  et  la  courbe 
y  z=l  f  {x),  pour  laquelle  cette  égalité  a  lieu. 

Les  lignes  pour  lesquelles  les  coefficients  différentiels 
des  deux  premiers  ordres  ont  une  valeur  commune,  sont 
dites  avoir  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  ' 

161.  On  peut  continuer  de  la  même  manière ,  et  l'on 
verra  en  général  que  si  les  courbes  y=f[x)  ety  =  y  {x)  son  t 
telles,  que  les  n  premiers  coefficients  différentiels  des  fonc- 
tionsyîa.)  et  ?  (x)  aient  pour  l'abscisse  x  une  valeur  com- 
mune, auquel  cas  on  dit  que  ces  courbes  ont  un  contact 


Digitized  by  Google 


de  l'ordre  n,  aucune  autre  ligne  y  =  +  (x)  ne  pourra  pas- 
ser entre  elles,  à  moins  qu'ftlj*  ne  satisfasse  également 
à  la  condition  que  les  n  premier?  coefficients  différentiels 
de  la  fonction  ï  (a?),  «oient  égaux  aux  »  premiers  coeffi- 
cients différentiels  de  la  fonction  f(#)  pour  l'abscisse  a? 
dont  il  s'agit.  Diverses  .courbes  qui  se  touchent  en 
un  même  point  doivent  donc  être  regardées  comme 
ayant  un  contact  d'autant  plus  intime  qu'elles  ont  un 
plus  grand  nombre  de  coefficients  différentiels  dont  les 
valeurs  coïncident.  Le  nombre  de  coefficients  différentiels 
communs  distingue  les  contacts  de  divers  ordres,  ce  qu'il 
serait  impossible  de  faire  par  la  géométrie  seule. 

162.  Remarquons  d'ailleurs  que  lorsque  deux  lignes 
ont  un  contact  de  premier  ordre,  elles  ne  se  coupent  pas 
en  général ,  puisque  la  différence  des  ordonnées  dans  les 
points  voisins  ayant  pour  facteur  Jf  ne  change  pas  de 
signe  avec  h.  Mais  lorsqu'elles  ont  un  contact  du  second 
ordre,  elles  se  coupent  parce  que  la  différence  des  ordon- 
nées dans  les  points  voisins  est  affectée  de  à1,  et  change 
de  signe  avec  h.  En  général ,  deux  lignes  se  coupent  ou 
non,  en  même  temps  qu'elles  se  touchent,  suivant  que 
leur  contact  est  d'un  ordre  pair  ou  d'un  ordre  impair. 

163.  Les  lignes  paraboliques  sont  les  plus  simples  que 
l'on  puisse  mettre  en  contact  avec  une  courbedonnée.  Soi  t 
toujours 

l'équation  de  cette  courbe,  et 

y  «  A+Bar+Caf+Dx3*  4-Ha", 

l'équation  d'une  courbe  parabolique  du  degré  m.  A ,  B , 
C,  D,  H  représentent  des  coefficients  constants  qui 
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être  déterminés  de  manière  que  la  courbe  para- 
bolique ait  un  contact  de  Tordre  n  arec  la  courbe  propo- 
sée dans  le  point  dont  les  coordonne^  sont  xf,  /•  Ce  con- 

dy 

tact  aura  beu  d'après  ce  qui  précède  si  les  valeurs  ^Jp^» 

7-,,  ^déduites  de  la  seconde  équation  «ont  égales 

quand  on  fait  pc^x1  aux  valeurs  des  mimes  quantités 
déduites  de  la  première.  Or,  la  det#nnination  des  con- 
stantes A,  B,  C  H  se  trouvera  également  effectuée  de 

manière  à  satisfaire  à  cette  condition  si  Ion  prend  pour 
l'équation  de  la  courbe  parabolique 

ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vériâer. 

L'équation  de  la  courbe  parabolique  dont  il  s'agit 
contenait  n  +  i  constantes  arbitraires,  et  on  a  pu  lui 
donner  un  contact  de  Tordre  n  avec  une  courbe  quel- 
conque proposée.  Eu  général  on  peut  toujours  établir 
entre  une  première  courbe  et  une  seconde ,  en  un  point 
donné  delà  première,  un  contact  doat  Tordre  est  marqué 
par  le  nombre  des  constantes  arbitraires  contenues  dans 
l'équation  de  cette  seconde  courbe  diminuée  d'une  unité. 

164-.  Si  Ton  se  bornait  au  premier  degré  on  aurait  sim*- 
plement 

,  dr* 

v 

équation  d'une  ligne  droite  qui  touche  la  courbe^ *=f{x) 
dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  ety' .  Aucune 
autre  droite  ne  peut  passer  entre  la  courbe  et  la  tangente 
dont  il  s'agit. 
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165.  L'équation  du  second  degré  donné 

équation  appartenant  à  une  parabole  ordinaire  ,  don  t 
l'axe  est  parallèle  à  Taxe  desj,  qui  touche  également 
la  courbe  donnée  dans  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x',  y,  et  qui  de  plus  a  un  contact  du  second  ordre 
avec  cette  courbe,  ou  est  osculatrice  à  cette  courbe,  sui- 
vant une  autre  expression  fréquemment  cmplo3rée  par 
les  géomètres.  Aucune  autre  parabole  du  second  degré, 
dont  Taxe  serait  également  parallèle  à  l'axe  des  x,  ne 
peut  passer  entre  la^ courbe  proposée  et  la  parabole  re- 
présentée par  l'équation  précédente. 

166.  En  général ,  on  voit  qu'un  point  quelconque  M 
d'une  première  courbe  étant Gxé,  tout  se  réduit,  pour 
donner  en  ce  point  à  une  seconde  courbe  un  contact  de 
l'ordre  n  avec  la  première,  à  faire  en  sorte  que  l'équation 
de  la  seconde  courbe  et  ses  équations  différentielles 
jusques  et  compris  Tordre  n,  soient  vérifiées  par  les  va- 
leurs de  l'abscisse  x  du  point  M,  de  l'ordonnée^'  de  ce 

point  et  des  coefficients  différentiels      ,  rAi»  -rr;  »  

dx   dx    dx 1 

de  cette  ordonnée. 

dxK 

XVII.   TANGENTES  ET  NORMALES  AUX  COURUES  PLANES. 

ASYMPTOTES. 

•  167.  L  équation  delà  tangente  en  un  point  quelconque- 
d  une  courbe  donnée  est,  d'après  ce  qui  précède 
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x\  -y9  représentent  les  coordonnées  du  point  de  contact  ; 
dy' 

J-p  est  la  valeur  du  coefficient  différentiel  du  premier 

ordre  de  la  fonction  j  ==  f(x)  qui  a  lieu  dans  ce  même 
point. 

L'équation  de  la  normale,  quisedéduit  immédiatement 
deceJle  de  la  tangente,  est 

dx' 

■ 

168.  Lorsqu'on  veut  exprimer  la  direction  d'une  ligne 
droite,  on  suppose  cette  ligne  transportée  parallèlement  à 
elle-même  à  l'origine  des  coordonnées  ,  et  l'on  considère 
les  angles  qu'elle  forme  avec  les  parties  des  axes  sur 
lesquels  on  compte  les  coordonnées  positives.  Nommons 
9,  C  les  angles  que  la  tangente  d'une  courbe  forme  avec 
les  parties  des  axes  sur  lesquels  on  compte  respecti- 
vement les  x  positives  et,  les  y  positives.  L'angle  «  aura 

i        <"..'.''  dy 

pour  tangente  trigonométrique  ~p ,  et  le  cosinus  de 

l'angle  C  sera  toujours  égal  au  sinus  de  l'angle  «.  Donc 

i      i.  -,   *i  !••»  (iy 


«  i 


cos.  x  =   ,      cos.  6  = 


w  ■ 

Si  l  on  représente  de  la  même  manière  par  f*  les  an- 
gles formés  par  la  normale  à  la  courbe  avec  les  parties 
des  axes  sur  lesquels  on  compte  respectivement  les  .r 
positives  et  les  y  positives,  langle  >  aura  pour  tangente 
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trigonométriquc  ^-jy  »  et  Ie  cosinus  de  l'angle  p.  sera 
toujours  égal  au  sinus  de  l'angle  ) .  Par  conséquent 

dx'  1 

cos.  ).=  ■  - ,      COS.  f*  —  ■■  — 

On  peut  donner  indifféremment  le  signe  -4-  ou  le 

signe  —  au  radical  ^14/^^",  mais  on  doit  lui  donner 

le  même  signe  dans  les  expressions  des  cosinus  des  deux 
angles  qui  se  rapportent  à  la  même  ligne*  Suivant  le 
signe  que  Ton  donnera  à  ce  radical,  les  deux  angles  se  rap- 
porteront à  la  partie  de  la  ligne  qui  est  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  l'origine  des  coordonnées.  Lorsque  ce  radical  est 
pris  positivement  il  est  en  tendu  que  l'on  considère  la  partie 
MS  (fig.  32)  de  la  tangente  qui  est  située  par  rapport 
au  point  M  du  côté  des  x  positives ,  et  la  partie  MN 
de  la  normale  qui  est  située  par  rapport  au  même  point 
du  côté  des  y  positives. 

169.  On  peut  aussi,  en  désignant  comme  dans  len°  157, 
par  ds  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe,  exprimer 
par 

d*  m  dy 

cos.  7.  c=  —       et       cos.  6  = 

ds'  ds' 

les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  au  point  m  forme 
avec  les  axes  des  x  et  des y\  et  par 

dy  dx1 

cos.  ;  =  et        ros.  u  rr.  — - 

d*  dsf 
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les  Cosinus  des  angles  que  la  normale  au  même  point 
forme  avec  les  axes  des  x  et  des  y.  Dans  ces  formules 
1  élément  diilérentiel  ds  doit  être  regardé  comme  pou- 
vant prendre  à  volonté  le  signe  +  ou  le  signe  —,  puisque 
rien  ne  règle  d'avance  dans  quel  sens  lare  s  est  compté. 
Mais  on  doit  toujours  lui  donner  le  même  signe  dans  les 
deux  formules  correspondantes.  Suivant  que  l'un  pren- 
dra dsf  positivement  ou  négativement,  les  angles  a,  6,  ou 
\  P  se  trouveront  comptés  à  partir  de  Tune  ou  de  l'autre 
des  portions  de  la  tangente  ou  de  la  normale  qui  sont 
séparées  par  le  point  de  la  courbe. 

170.  Soit  le  point  M  (Jig.  32  )  d'une  courbe ,  et  sup- 
posons la  tangente  et  la  normale  menées  en  ce  point 
prolongées  jusqu'aux  points  t  et  r  où  elles  rencontrent 
l'axe  des  x.  L'ordonnée^  du  point  de  contact  est  repré- 
sentée par  MP,  et  l'on  a 


La  tangente  MT  = 

sin.  a  dy 

dx7 

y  y 


La  sous-tangente  PT 


tang.  a  dy. 


La  sons-normale  PR  ==  /  tang.  &  =  y 

dx1 

L  ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous- 
tnngeute  et  la  sous-normale. 


17 î.  Nous  remarquerons  que  l'équation  primitive 
d'une  courbe  est  souvent  donnée  sous  la  forme 

F{x,y)  =  0. 

L'équation  différentielle  est  alors 


dF  ,      dF  . 

—  dx+  —  dy  •  =  0 , 
dx  .  dy 


dF 


et  I  on  a ,  conformément  au  n°  kh,  -f  =  — En  met-- 

dx  dv 

 . 

dy 

tant  cette  valeur  de  —  dans  1  équation  de  la  tangente  du 
n°  167,  elle  devient 

dF         ,     dF         ,  A 

On  passe  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe  à  lequa- 

dy 

tion  de  la  tangente  en  remplaçant  le  rapport  ^  par  le 

y — y 

rapport  ;— p. 

L'équation  de  la  normale  devient  de  la  même  manière 

■ 

On  passe  également  de  l'équation  différentielle  de  la 
courbe  a  l'équation  de  la  normale  en  remplaçant  le  rap- 
port ~  par  le  rapport  — 

Les  angjes  formés  parla  tangente  avec  les  axes  des  x 
et  ilesy  étant  toujours  désignés  par  a  et  6,  on  a 
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dF  dF 

COS.ê  — 


Et  les  angles  formés  par  la  normale  avec  les  axes  des  x 
et  des  j-  étant  toujours  désignés  par  X  et  u ,  on  a 


—    y    :  a  Uk   — —  — ■ — —  t 

\A£)*(£)"  VWW) 

172.  Lorsque  les  courbes  ont  des  branches  qui  s'éten- 
deBt à  l'infini,  il  arrive  quelquefois  quelles  s'approchent 
indéfiniment  de  certaines  lignes  droites  que  Ton  a  nom- 
mées asymptotes.  Les  asymptotes  sont  des  tangentes 
dont  le  point  de  contact  est  placé  à  une  distance  infinie 
de  l'origine  des  coordonnées.  L'équation  générale 

convient  à  l'une  quelconque  des  tangentes  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  F{x,y)  =  0.  Elle  appartiendra 
à  une  asymptote  si  l'on  y  suppose  les  coordonnées 
af  ou  y  du  point  de  contact  infiniment  grandes.  Par 
conséquent  pour  obtenir  l'équation  des  asymptotes  d'une 
courbe  donnée,  il  faut  mettre  dans  l'équation  générale  des 
tangentes 

dF  dF 
^(x_^)+_(r_/)==0 

la  valeur  de  y  en  x  tirée  de  l'équation  F(jr/,  ^')  =  0, 
puis  faire  x  infinie  positive  ou  négative,  ce  qui  donnera 

12 
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toutes  les  asymptotes  qui  ne  coïncident  pas  avec  l'axe 
des^,  ou  ne  seraient  pas  parallèles  à  cet  axe.  On  trou- 
vera ces  dernières,  s'il  en  existe,  en  mettant  dans  la 
même  équation  la  valeur  de  a?  en  y  tirée  de  l'équation 
¥(x?ty)—  0,  puis  faisanty  infinie  positive  ou  négative , 
et  ne  considérant  que  les  résultats  qui  ne  correspondent 
pas  à  a/ infinie. 

173.  Le  même  procédé  peut  s'appliquer  au  cas  où  il 
s  agirait  non  pas  d'une  ligne  droite ,  mais  de  toute  autre 
courbe  asymptotique.  Après  avoir  déterminé,  conformé- 
ment à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  XVI ,  l'équation  de 
la  courbe^1 =f(x)  de  manière  qu'elle  ait  un  contact  du 
premier  ordre  avec  la  courbe  jr=f\x)  dans  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  x',  y,  on  connaîtra  la  figure  que 
doit  affecter  la  courbe  =  <p(x)  pour  qu'elle  soit  asymp- 
tote de  l'autre  en  substituant  dans  son  équation  les 
valeurs  dey  en  a! ou  de  x'  en  y  données  par  l'équation 
y= f(x')>  P1"8  faisant  x'  ouy  infinie. 

174.  Nous  indiquerons  quelques  applications  de  ces 
formules  générales.  L'équation  àeYellipse  ou  de  Yhyper- 
bole  rapportée  aux  diamètres,  dont  nous  désignons  res- 
pectivement par  a  et  b  les  demi-longueurs,  est 

a'  -  b%  l' 
L'équation  différentielle  est 

et  donne 

dy     _  b'x 
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Les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  seront 
pectivement 

J(x-y)±^(^-y)=0,     ou     f£ +^  =  ,, 

On  aura  pour  les  expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la 
sous-normale , 

sous-tangente  =  —  —  xy       sous-normale=  x  +  — - . 

La  sous-tangente  est  indépendante  du  petit  axe  2ô,  et  par 
conséquent  elle  conserve  la  même  valeur  pour  le  cercle 
et  pour  toutes  les  ellipses  dont  le  diamètre  pris  pour  axe 
des  x  a  la  même  longueur  2a.  Le  rapport  de  la  sous- 
normale  à  l'abscisse  est  constant  pour  tous  les  points 
d'une  même  ellipse  ou  d'une  même  hyperbole. 

Dans  l'hyperbole  équilatère,  dont  l'équation  en  termes 
finis  est 

et  V équation  différentielle 


ydx+xdy=:Ot     d'où  ^==— 


on  a 


y* 

sous-tangente  =  —  j/,       sous-normale  =  —  — . 

La  sous-tangente  est  égale  à  l'abscisse,  mais  doit  être 
prise  à  droite  de  l'ordonnée,  la  tangente  formant  un  angle 
obtus  avec  les  x  positives. 
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175.  Pour  trouver  les  asymptotes  de  l'hyperbole  on 
mettra  dans  l'équation  de  la  tangente 

y  y  _  4 

y 

la  valeur  de  j  déduite  de  l'équation  de  la  courbe 

y   y  y  /r* — 

-^î — 1,  qui  est  — =  ±y        i  ,  ce  qui  donnera 


x     \   / x"       y  «*  —  \  /.  * 


et  en  faisant  a?'  infiniment  grande  il  viendra 
x  ^  y  ,  b 

a     à  a 

pour  l'équation  de  ces  asymptotes. 

176.  Dans  la  parabole  représentée  par  l'équation 

on  a  pour  l'équation  différentielle 

ydr=pdx,   d'où  g  =  \/£. 

L'équation  de  la  tangente  est 

y(y-r')=p(*—4)   ou  ïy*=p{x+x*). 
L'équation  de  la  normale  est 

y(x^x')+P{X^)=o. 

On  a  pour  les  expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la 
sous-normale 

sous-tangente  «  2x' ,       sous-normale  s  p. 

La  sous-tangente  est  toujours  double  de  l'abscisse ,  qui 
est  ici  comptée  du  sommet  de  la  courbe.  La  valeur  de 
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la  sous-normale  est  constante  dans  toute  l'étendue  de  cette 
courbe. 

177 .  L'équation  de  la  logarithmique 

r=log.  x 

donne,  en  changeant  Tune  pour  Vautre  les  coordonnées, 
l'équation 

a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes,  que  nous 
supposons  toujours  plus  grande  que  l'unité.  L'équa- 
tion différentielle  déduite  de  cette  dernière  est 

djrs=  la.a'dx  : 

ainsi  l'on  aura  respectivement  pour  les  équations  de  la 
tangente  et  de  la  normale 

y — y  =  la. a*  (2: — xf) 
jr-y  +  (x— a/)  =  0. 
On  trouve  également 

sous-tangente  =  ^ ,        sous-normale  =•  la.a**'. 

Ainsi  la  sous-tangente  est  constante  et  égale  au  module 
du  système  de  logarithmes.  Mais  la  sous-normale  aug- 
mente rapidement  à  mesure  que  le  point  de  contact 
s'éloigne  de  l'origine  des  coordonnées. 

Si  d'après  ce  qui  a  été  dit  n*  172  ,  on  remplace^  par 
sa  valeur  af'  dans  l'équation  de  la  tangente ,  il  viendra 

=  la.a*'{x— a/). 


1 

Faisant  ensuite  af  —  —  -  cette  équation  se  réduit  à 

d'où  l'on  conclut  que  l'axe  des  y  est  asymptote  de  la 
courbe  du  côté  des  x  négatives.  Il  faut  remarquer  ici  que 
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l'on  doit  prendre  0  pour  la  valeur  du  terme-— a/ a"  lors- 

1  x* 
que  l'on  fait  af=  —  -.  Car  ce  produit  revient  à  dans 

lequel  on  ferait  x'  =  ^.  Or  a  étant  >1,  la  est  positif. 

L'équation  a*'  =  i+x'  la  -f  —  (  /tf  )"+  donne  par  suite 

x"  x'  2 

a*1  >  —  (/a)1  et  — >  <   ,,.  x>.  Donc  la  valeur  du  rapport 

2  a*      x  {la)  rsr 

dont  il  s'agit  a  zéro  pour  limite  quand  x*  est  supposée 
croître  de  plus  en  plus  et  devenir  plus  grande  que  toute 
ligne  donnée. 

178.  On  a  nommé  cycloïde  la  courbe  décrite  par  un 
point  d'une  circonférence  de  cercle  roulant  sur  une  ligne 
droite.  Les  propriétés  très-remarquables  de  cette  courbe 
ont  plusieurs  applications  importantes  dans  la  géométrie 
et  dans  la  mécanique.  Soit  G  (fig.  33)  la  position  actuelle 
du  centre  du  cercle ,  et  m  celle  du  point  de  sa  circonférence 
qui  décrit  la  courbe.  Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la 
ligne  droite  sur  laquelle  roule  le  cercle,  et  pour  origine 
des  coordonnées  le  point  0  où  le  point  m  se  trouvait  sur 
cette  ligne  à  l'instant  où  le  mouvement  a  commencé. 
Les  coordonnées  x,  y  étant  donc  représentées  par  op  et 
mp  ,  on  aura  évidemment,  en  désignant  par  R  le  rayon 
du  cercle  dont  le  mouvement  décrit  la  courbe,  et  par  &> 
l'angle  mCr  compris  entre  le  rayon  vecteur  Cm  et  le 
diamètre  de  ce  cercle  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  x, 
x=R(w — sin.c*) ,      ^=R(1  —  cos.  w)  ; 

d'où 

R-r  Vzfy—f 

cos.fr>= — = — ,        sin.t»  = 

K  xi 

et  par  conséquent 

x  =  R.arccos.  5^  —  V  21^— r' 
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pour  l'équation  en  termes  finis  de  la  courbe.  Elle  pré- 
sente une  infinité  de  parties,  soit  du  côté  des  x  positives, 
soit  du  côté  des  x  négatives,  toutes  situées  au-dessus  de 
l  axe  des  x ,  égales  entre  elles ,  et  occupant  chacune  sur 
cet  axe  un  intervalle  Oa  égal  à  2rR.  Chaque  partie  est^ 
d  ailleurs  formée  de  deux  moitiés  dont  la  figure  est  symé- 
trique. 

Les  deux  expressions  précédentes  de  x  etjr  étant  dif- 
férentiées  donnent 

Donc 

dy        sin.»>    _  \/ZKy—y%     ^  / 2R_t 
dx     1— cos.  w  y  y  y 

Les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont,  res- 
pectivement d'après  les  formules  générales  du  n*  167, 


V 


y-y=\/  -7_i(x-x') 


r-y=  7=  (xW). 

On  a  de  plus 


v 


tangente -y  y  gR/-/* 
sous-tangente  =  

normale  =  i^2Ry 
sous-normale  =ss  V 2l\r'-— y'f. 
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La  normale  coupe  toujours  Taxe  des  x  au  point  où  cet 
axe  est  touché  par  le  cercle  générateur. 

XVIII.  CERCLE  OSCILLATEUR.  DÉVELOPPÉES  DES  COURBE» 
,  PLANES. 

v  179.  La  ligne  la  plus  simple  après  la  ligne  droite  est 
le  cercle ,  et  comme  son  équation  contient  en  général 
trois  constantes  dont  on  est  libre  de  disposer,  on  peut 
donner  à  un  cercle  un  contact  du  second  ordre  avec  une 
courbe  quelconque.  Revenons  aux  notions  présentées 
dans  les  numéros  159  et  suivants.  Soit 

l'équation  d'une  courbe  quelconque  proposée,  et 

l'équation  d'un  cercle  quelconque ,  a  et  6  désignant  les 
coordonnées  du  centre,  et  p  le  rayon.  1°  D'après  ce  qui  a 
été  dit  numéro  16k ,  on  donnera  à  ce  cercle  un  contact 
du  premier  ordre  avec  la  courbe  proposée  au  point  M 
dont  les  coordonnées  sont  x\yt  si  l'on  détermine  les 
constantes  a,  €  et  p  de  manière  que  l'équation  du  cercle 
et  son  équation  différentielle  du  premier  ordre  ,  qui  est 

soient  satisfaites  par  les  valeurs  de  x*9  y1,  —  qui  appar- 
tiennent au  point  M  dans  cette  courbe  proposée.  Nous 
avons  donc  ces  deux  équations 

a_*'+(«-y)g=o, 


- 
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auxquelles  les  valeurs  de  *,  6,  p  doivent  satisfaire.  La 
seconde,  en  considérant  a  et  6  comme  des  coordonnées 
variables,  appartient  à  la  normale  menée  à  la  courbe  au 
point  M,  et  Tune  de  ces  coordonnées  demeure  indé- 
terminée. On  en  conclut  que  tout  cercle  dont  le  centre 
sera  placé  sur  la  normale  touchera  la  courbe,  résultat 
qu'il  était  facile  de  prévoir. 

180.  2°  Pour  donner  au  cercle  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  courbe  proposée  au  point  M ,  il  faut  que 
l'équation  de  ce  cercle ,  son  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  et  son  équation  différentielle  du  second 
ordre,  qui  est 

soient  satisfaites  par  des  valeurs  de  ai f,y,  -j^tt  qui 

appartiennent  au  point  M  dans  cette  courbe  proposée. 
Nous  avons  donc  maintenant  les  trois  équations 

(«-y)'+(«-y)*=P' 
«-y+(e-y)^=o 

par  lesquelles  les  valeurs  des  constantes  a,  €  et  p  sont  en- 
tièrement déterminées.  On  en  déduit 

d/rA    /dy\-]  .  (di 


dy      9         *  ay 

dit*  d£% 


P  = 


dy 
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expressions  qui  font  connaître  la  position  du  centre 
oscillateur  et  la  grandeur  de  son  rayon.  Le  signe  de 
la  valeur  du  rayon  p  est  indéterminé  à  raison  du 

(<£r7/  J'  ^€Ut  ^Sa^ement  ^rep"8  posi- 
tivement ou  négativement;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  valeurs  des  quantités  a — xf  et  6—^,  qui  sont  les 
projections  de  ce  rayon  sur  les  axes  des  x  et  des  y. 
Le  signe  de  ces  quantités  indique  de  quel  côté  de  la 
courbe  le  centre  du  cercle  osculateur  doit  être  placé  sur 
la  normale  :  on  reconnaît  facilement  que  ce  centre  se 
trouvera  toujours  placé  ,  comme  cela  doit  être,  du  côté 
de  la  concavité  de  la  courbe. 

181.  La  détermination  du  cercle  osculateur  donne  la 
mesure  de  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  en  un 
point  donné.  Pour  se  former  la  notion  de  la  cour- 
bure on  admet  qu'à  partir  du  point  de  contact  M  on 
s'avance  sur  la  courbe  jusqu'à  un  point  voisin  N,  et  que 
Ton  compare  la  distance  NT  de  ce  point  à  la  tangente 
avec  l'intervalle  MN  parcouru  sur  la  courbe.  La  limite 

NT 

vers  laquelle  tend  la  valeur  du  rapport  —  lorsque  la 

distance  MN  tend  à  devenir  égale  à  zéro  est  la  me- 
sure de  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  Dans  le 
cercle  la  courbure  est  égale  dans  tous  les  points  ,  et 
de  plus  elle  est  pour  divers  cercles  en  raison  inverse 
de  leujs  rayons.  Car  soit  MN=  *  dans  le  cercle  dont 

le  rayon  est  R  :  on  aura  NT=  R^  1  —  cos.  £  )  »  et 

NT    ('-«"'j)  .  . 

^  =  quantité  qui,  a  mesure  que  c  di- 


» 
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minue,  tend  à  se  réduire  à  ~.  Comme  le  cercle  oscula- 

teur  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  s'écarte  moins 
que  tout  autre  cercle  de  la  courbe  proposée ,  on  re- 
garde la  courbure  du  cercle  oscillateur  comme  don- 
nant la  mesure  de  la  courbure  de  la  courte,  qui  est 

ainsi  proportionnelle  en  chacun  de  ses  points  à  î  , 

en  désignant  comme  ci-dessus  par  p  le  rayon  du  cercle 
oscillateur  en  ce  point.  Le  rayon  du  cercle  oscillateur 
est  souvent  appelé  par  cette  raison  rayon  de  courbure. 

Regarder  le  cercle  osculateur  comme  donnant  la 
mesure  de  la  courbure  de  la  courbe,  c'est  admettre  que 
dans  une  étendue  infiniment  petite  de  part  et  d'autre 
du  point  de  contact,  le  cercle  et  la  courbe  peuvent  être 
pris  l'un  pour  l'autre.  Cette  seule  hypothèse  suffit  pour 
établir  les  résultats  précédents.  Soit  en  elle t  s  l'arc  de 
la  courbe  compté  jusqu'au  poiut  dont  l'abscisse  est  x, 
et  r  l'angle  compris  entre  l'axe  des  x  et  la  tangente  de 
la  courbe  menée  au  même  point,  les  quantités  s  et  t  étant 
regardées  comme  des  fonctions  de  x.  Lorsque  cette  ab- 
scisse  x  croîtra  de  dx,  s  croîtra  de  ds,  et  t  croîtra  de  dr. 
La  différentielle  dr  représentera  l'angle  compris  entre 
les  deux  tangentes  de  la  courbe  menées  aux  points  qui 
répondent  aux  abscisses  x  et  x+dx,  ou  si  Ton  veut 
l'angle  compris  entre  les  deux  normales  menées  à  la 
courbe  en  ces  mêmes  points.  Or  l'arc  ds  étant  regardé 
comme  appartenant  au  cercle  osculateur  dont  le  rayon 
est  p,  on  a 

ds=szp.  dr, 

c'est-à-dire 
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d'où  l'on  tire  comme  ci-dessus 

dx% 

La  longueur  du  rayon  de  courbure  étant  déterminée . 
la  position  du  centre  du  cercle  osculateur  est  connue . 
puisque  Ton  sait  que  le  rayon  de  courbure  est  dirige 
suivant  la  normale  du  côté  où  la  courbe  tourne  sa  con- 
cavité. 

Nous  omettons  ici,  pour  plus  de  simplicité ,  les  accents 
dont  les  lettres  x ,  y  sont  a0ectées  dans  les  formules  des 
numéros  précédents.  On  n'oubliera  point  qu'elles  ex- 
priment les  coordonnées  du  point  où  la  courbe  propo- 
sée est  touchée  par  le  cercle  osculateur. 

182.  L'angle  dx  %  ou  l'angle  compris  entre  deux  tan- 
gentes ou  entre  deux  normales  à  la  courbe ,  menées 
aux  extrémités  de  l'arc  infiniment  petit  ds,  est  appelé 
angle  de  contingence.  Gomme  on  déduit  de  1  équation 
précédente 

on  voit  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  l'élément  de 
l'arc  divisé  par  l'angle  de  contingence. 

183.  Si  nous  supposons  d'ailleurs  ,  comme  on  l'a  fait 
dans  le  n°  171 ,  que  l'équation  de  la  courbe  proposée  soit 
donnée  sous  la  forme 

F  (x^)=0. 
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On  aura  d'après  le  n°  72 , 
dF 

dy  dx 
dx'=~~dF 

/dFY  d*F      dF  dF  d%F  /rfFV^T 
d'y         \dy  )  dx%       dx  dy  dxdy  \dx)dy* 

\dy) 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  a,  6  et  p  du 
n°  181,  il  viendra 


a  —  X=z  — 


dxWdx)  +  \d^)  J 


(dFYd'F  dF  dF  d  F  fdFY  d'F 
\dy)  dx*     2  dx  dy  dxdy  +  \dx)  dy 


dF  r(dF\*  (dFY~\ 


\dy)  d~?~    dx  1}  dxdy  +  \dx)  dp 


9  = 


(dF\£l  dFdF  d?F  /dFVd'F' 
\dyJ  dx*        dx  dy  dxdy     \dxJ  dy* 

18k.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que 
l'abscisse  x  était  prise  pour  variable  indépendante. 
On  peut  aussi  faire  varier  également  x  et  y ,  en  re- 
gardant ces  deux  coordonnées  comme  des  fonctions 
d'une  troisième  variable  quelconque.  Dans  ce  cas  l'équa- 
tion du  cercle  et  ses  deux  équations  différentielles  du 
premier  et  du  second  ordre  étant 
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(«-*)•+ (G -rïw 

(a —  x)dx+  (6  — y)  dy  =  0 
dx*+  dy%  —  (a  —  x)  d*x  —  (6  —y)  d'y=zO, 

on  trouve,  en  désignant  par  ^l'élément  de  la  courbe, 

i/dx-+dy, 

dyds*  dxds* 

*-y 


dxd'y—  dyd>x  '  dxd'y — dyd*x  ' 

_  ds* 

dxdy—dj'd%x 

On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  substituant 

dy 

dans  les  expressions  du  numéro  180  les  valeurs  de  , 

d'y 

-~  données  dans  l'article  IX  pour  le  changement  de  la 

variable  indépendante  Les  résultats  dont  il  s'agit  con- 
viennent sans  modification  au  cas  où  Tare  5  est  pris 
pour  la  variable  indépendante  ,  et  où,  par  conséquent, 
la  différentielle  ds  est  supposée  constante. 

On  peut  d'ailleurs  les  représenter  sous  une  autre  forme, 
en  remarquant  que 

(dxd'y  —  dy<Tx)%*=  ds*[(d%x*  +  {d*yy]  —  (dxd'x  +  dyd'y)9 

= éux  [{d*x)% + (dyy — (d'sy]  ; 

et  d'autre  part  que 

-  dy  (dxd'y— dyd'x)  =  ds  (dsd'x-dxd's)  =  ds\d  (^) 

dx(dxdy^dyd%x)  =  ds{d*d%y—dyd%ê)=ds\d  (^). 
Il  vient  donc 

a    X    {<rx)%+id>yy-W        r     {dx)Hi*y  ,'-&*)* 

ds* 
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On  conclut  de  ces  expressions  qu'en  représentant  par  X 
et  y.  les  angles  formés  par  les  axes  des  x  et  des^  par  la 
partie  de  la  normale  sur  laquelle  est  placé  le  rayon  p , 
ou  a 

—£•'(£).  —-*•'($■ 

Si  J  arc  s  est  pris  pour  variable  indépendante  ,  on  fera 
d*s  =  0 ,  et  l'on  remplacera  d(^pj  et  d^~^j  par  ^  et 

~ds~ 

185.  Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir 
deviennent  très-sensibles  lorsque  la  courbe  est  regar- 
dée comme  la  limite  d'un  polygone  dont  le  nombre  des 
côtés  augmente  de  plus  en  plus.  Soient  /,  m,  n  [fig>  34  ) 
trois  points  de  la  courbe  proposée  dont  les  abscisses 
op  ,  oqy  or  sont  x,  x+dxf  x+ dx  +d  ( x  +  dx  )  ou 
x+2dx-i-<rx.  En  prolongeant  lare  Im  considéré 
comme  une  ligne  droite ,  formant  le  triangle  mbc  égal 
au  triangle  lam ,  traçant  en ,  et  menant  cd  et  ce  per- 
pendiculaires sur  nr  et  mn  (  que  Ton  considère  égale- 
ment comme  une  ligne  droitè) ,  on  voit  que  cd  repré- 
sente tTx-,  nd,  £y\ et  ne,  d*s.  Mais  ne  =  ]/{<Tx)i+(d,y)\ 

Donc  ce=l/{etxy-h(dW)%— {d*s)\  Or  —  est  l'angle  de 

cm 

contingence ,  c'est-à-dire  — ,  donc 

P 

ds  _  V(d>xy  +  {dyY-  ^s)A 
p  ds 

dx 

De  plus  représente  ht  cosinus  de  l'ange  alm  formé 
par  la  tangente  au  point  /  avec  l'axe  des  x.  Or  quand  on 


Digitized  by  Google 


■ 


—  19^  — 

passe  du  point  /  au  point  m,  ce  cosinus  varie  d'une  quan- 
tité proportionnelle  à  la  projection  de  ce  sur  mb.  Donc 

—  . cos. X  =  d(~j£) . On  a  de  même  — .  cos.  u  =  df—^), 
cm  \dsj  cm  \dsj 

D'où  Ton  conclut 

COS. A  =   .     COS.  a  = 


expressions  qui  reviennent  aux  précédentes. 

Développées. 

186.  Soit  toujours 

(A) 

l'équation  d'une  courbe  donnée.  Nous  aurons  d'après  le 
n°  180,  pour  déterminer  le  cercle  osculateur  au  point  de 
cette  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x,y  les  trois  équa- 
tions 

(a— *)'  +  («— ^'«P" 

dans  lesquelles  «,  €  représentent  les  coordonnées  dn 
centre  de  ce  cercle,  et  e  son  rayon.  Les  valeurs  de  a  et  ! 
déduites  de  ces  équations  ont  été  données  n«  180  et  sont 

£[■+(£)•] .  >+m 

 3J  •  «-^+— 3v~  *> 
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dy  d%y 

En  mettant  pour  y,      et  ^^lcurs  valeurs  en  x  déduites 

■  * 

de  1  équation  (A)  de  la  courbe  proposée,  elles  se  trouve- 
ront exprimées  au  moyen  de  l'abscisse  x,  et  donneront  la 
position  du  centre  de  courbure  qui  répond  à  un  point 
quelconque  de  cette  courbe. 

Quand  on  fera  varier  x  pour  passer  d'un  point  à  l'autre 
de  la  courbe  jr=J*{x)t  la  position  du  centre  de  courbure 
changera  en  conséquence.  La  série  de  ces  positions  for- 
mera une  courbe  dont  a  et  6  considérées  comme  variables 
représentent  les  coordonnées ,  et  dont  on  aura  évidem- 
ment l'équation  en  éliminant  x  entre  les  deux  équations 
(C).  Eneflet,  ces  expressions  conviennent  à  l'un  quel- 
conque des  centres  de  courbure  déterminés  par  la 
valeur  attribuée  à  x  :  en  faisant  disparaître  cette  variable 
par  l'élimination ,  il  ne  reste  plus  qu'une  relation  qui 
convient  à  tous  les  centres  dont  il  s'agit,  c  est-à-dire  à 
Ja  courbe  qui  en  est  le  lieu.  Cette  courbe  a  été  nommée 
d'après  Huygens  la  développée  de  la  courbe  donnée,  dont 
1  eq  uation  e&tjr = f(x). 

187.  Les  équations  (B)  appartiennent  évidemment  à  la 
développée  en  y  considérant  a,  6  et  p  comme  variables  et 
comme  des  fonctions  de  x.  Les  différentielles  de  ces 
équations  lui  appartiennent  donc  également.  Or,  en 
ditférentiant  la  première  équation  (B)  et  en  supprimant 
les  termes  nuls  en  vertu  de  la  seconde ,  on  a 

(a— x)  d* + (6— y)  d%  s  p4.  (D) 

En  difterentiant  de  même  la  seconde  équation  (B)  et 
supprimant  les  "termes  nuls  en  vertu  de  la  troisième,  on 
a  de  plus 

dxd*+dydS  =  0.  (E) 

13 
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L'équation  (E)  exprime  que  les  tangentes  menées  aux 
points  correspondants  d'une  courbe  et  de  sa  développée 
sont  toujours  perpendiculaires  Tune  sur  l'autre.  Ainsi 
le  rayon  de  courbure  touche  constamment  la  développée* 
Remarquons  de  plus  que  l'équation  (D)  peut  s'écrire 

f  f 

Or  — —  et  — —  sont  respectivement  les  cosinus  des 

angles  formés  avec  les  axes  des  x  et  des  par  le  rayon  t 
tangent  à  la  développée.  Donc  le  premier  membre  dt 
cette  dernière  équation  représente  la  somme  des  pro- 
jections sur  la  tangente  de  la  développée  des  éléments 
dx  et  <fo,  c'est-à-dire  la  longueur  de  l'élément  de  J  arc  de 
,  la  développée  dont  dx  et  do  sont  respectivement  les  pro- 
jections sur  les  axes  des  x  et  des^\  En  le  désignant  par 

di t  cest-à-dire  en  posant d<r= [/dx+d£,  nous  aurons 
donc  '  ' 

dts  =  dp. 

Ainsi  nous  voyons  que  tandis  qu'on  passe  sur  la  coarf* 
proposée  du  point  m  (/ig.  35)  dont  l'abscisse  op  est  x , 
au  point  n  dont  l'abscisse  oq  est  x\dx,  et  par  consé- 
quent du  point  pde  la  développée  au  point  v,  l'arc  f» 
compris  entre  ces  deux  points  est  égal  à  la  différez*? 
des  deux  rayons  de  courbure  ma  et  m. 

On  conclut  des  résultats  précédents  que  la  courbe  ntn 
serait  décrite  d'un  mouvement  continu  par  l'extrémité 
d'un  fil  tendu  qui  aurait  été  enveloppé  sur  la  courbe  *». 
et  que  l'on  développerait  progressivement.  C'est  par 
cette  raison  que  la  courbe,  pv  est  nommée  la  développe* 
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de  la  courbe  mn.  Réciproquement  la  courbe  mn  est 
nommée  la  développante  de  la  courbe  pv.  La  considéra- 
tion des  développées  est  d'un  grand  usage  dans  plusieurs 
applications  importantes. 

188.  Si  l'équation  de  la  courbe  proposée 
sous  la  forme 

F(x,r)  =  0, 

on  remplacerait  alors  les  équations  (C),  entre  lesquels 
doit  être  éliminée  pour  obtenir  l'équation  de  la  dévelop- 
pante ,  par  les  expressions  de  «  et  6  qui  ont  été  données 
n°  186.  On  éliminerait  ensuite  x  etjr  entre  ces  dernières 
équations  et  l'équation  F  (ai,  jO  =  0  de  la  courbe  pro- 
posée. 

Exemples  de  {application  des  résultais  précédents. 

189.  Soit  en  premier  lieu  1  équation  de  Y  ellipse 

*      S  s 

a*  0* 

m       ,  .  _  X*  y*        dF     <2x  d?  <fy 

Onlhradonc  ici  F(x,r)  =  p+p-*  'dx^l?'  d^TT* 

d'Y     2    d'F        d*1?    2  4  ,  „ 

dx*     d  dxdy        dy%  b" 
pression  de  p  du  n°  183,  il  viendra 

P=î=  aW 

par  l'expression  du  rayon  de  courbure  qui  convient  &  cette 
courbe*. 

En  substituant  maintenant  les  expressions  précé- 
dentes dans  les  valeurs  de  a  et  de  €  du  même  numéro  , 
on  trouve 
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puis  en  tirant  les  valeurs  de  x  et  y  et  les  mettant  <bn* 
1  équation  de  la  courbe,  on  a 

\a'—b'J^\a'—b'J 

» 

pour  1  équation  de  la  développée  de  l'ellipse.  Cette  ligne 
est  formée  de  quatre  parties  égales  disposées  symétri- 
quement par  rapport  aux  diamètres  rectangulaires  <k 
lellipse.  Les  rayons  de  courbure  M*  et  N»  appartenue 

b%  u 

aux  sommets  sont  représentés  respectivement  par  —  et  j- 
La  développée  touche  les  axes  aux  points  j*  et  ». 

L'équation  de  Y  hyperbole  se  déduit  de  celle  de  l'ellipse 
en  changeant  le  signe  de  b%.  L'expression  du  rayon  de 
courbure  demeure  la  même,  mais  l'équation  de  la  déve- 
loppée devient 


(  **  y  (  V-t 


Cette  ligne  est  formée,  comme  la  précédente ,  de  quatre 
parties  égales  disposées  symétriquement  par  rapport  am 
diamètres  rectangulaires  de  l'hyperbole.  Le  rayon  & 
courbure  Mj*  qui  répond  au  sommet  de  la  courbe  a  po~ 
b* 

valeur — .  La  courbe  touche  Taxe  des  x  au  point 

190.  L'équation  de  hparabole 

f=2px 

dr       VZ  d'y  V'p 

donne  -j-  =     =,  -y  ,  =  ;  et  en  substituât 

dx  dx'  (te)s 
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dans  Fexpression  de  p  Ai  n°  180,  il  vient 

Ees  mêmes  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions 
de  a  et  €  du  même  numéro  donnent 

* 

„  (te)* 

a=Jp+3x,        €  = 


et  en  éliminant  x  entre  ces*deux  expressions,  on  trouve 
pour  l'équation  de  la  développée  de  la  parabole 

27  /i 

Cette  courbe  est  formée  de  deux  parties  égales  placées 
symétriquement  par  rapport  à  Taxe  des  x.  Le  rayon  de 
courbure  0p  qui  appartient  au  sommet  de  la  parabole  est 
égal  à  p.  La  développée  touebe  l'axe  des  x  au  point  p. 

191.  A  l'égard  de  la  cycloide ,  dont  on  s'est  occupé 

dans  le  n*  178 ,  on  a  trouvé 

  R  dy 

£_\/i»_lf  d'où  %  =  

d*      V    y  dx*        y/  — -1 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p  du  n°  180 , 
il  vient 

P=— 21/2R7, 

d'où  Ton  conclut ,  en  rapproebant  ce  résultat  des  for- 
mules données  n°  178,  que  le  rayon  de  courbure  est  tou- 
jours double  de  la  normale. 


• 

rTr 

les  expressions  de  a  et  6  du  n°  180,  on  aura 

Il  est  visible,  soit  par  ces  expressions,  soit  par  celle  <ki 
rayon  de  courbure  p ,  que  le  centre  de  courbure  du 
sommet  n  de  la  cycloïde  (/%.  36)  est  en  v ,  en  prenant  la 


m 

pée  sous  la  forme  la  plus  simple ,  nous  la  rapporterons 
à  deux  nouvelles  coordonnées  a  et  6*  parallèles  aux  pre- 
mières, et  qui  sont  comptées  à  partir  du  point  v,  dans  le 
sens    et  dans  le  sens  va.  Nous  écrirons  donc 

«=ttRW,  €=— 2R+6', 

ce  qui  changera  les  équations  précédentes  en 

d'où  Ton  tire,  en  ayant  égard  à  l'expression  de  x  en  y  du 
n«  178, 

a'=R^r— arecos.  îb?)  —  Wfy—y*  $ 

ou  enfin  en  mettant  pourjr  sa  valeur  en  6'  ; 

R— 6' 

a'ssRarccos.  —g  6". 

Ainsi  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde 
égale  à  la  première. 

Cette  proposition  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de 
la  valeur  obtenue  ci-dessus  pour  le  rayon  de  courbure- 
Car  le  centre  de  courbure  devant  se  trouver  pour  le  point 
m  de  la  cycloïde  sur  le  prolongement  de  la  normale,  à 
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une  distance  ry=rm,  il  s'ensuit  que  Tare  /y  du  cercle 
de  rayon  R  ,  dont  le  centre  est  df  est  égal  à  l'arc  rm  du 
cercle  du  même  rayon  dont  le  centre  est  c.  Mais  Tare 
rm  e£  égal  à  l'intervalle  Or  :  donc  l'arc  sp  est  égal  à  l'in- 
tervalle  »j. 

Remarquons  de  plus  que  le  rayon  de  courbure  est  nul 
au  point  0  de  la  cycloïde  Omn.  Donc  Tare  Oft  de  la  déve- 
loppée est  égal  au  rayon  de  courbure  mu.  Ainsi  la  lon- 
gueur totale  de  la  demi-cycloïde  Ojr»  est  Ul;  et  eh  gé- 
néral si  Ton  plaçait  au  sommet  de  la  t  cou  rb«  l'origine 
des  coordonnées  x,jr9  etsi  l'on  comptait  les  axes  du  même 
point,  on  aurait  ■  -  \ 

*=2k2R?. 

Cette  propriété  remarquable  de  la  cycloïde ,  qui  con- 
siste à  se  reproduire  par  le  développement ,  est  liée  à  la 
proposition  suivante  plus  générale ,  et  due  à  Jean 
Bernouilli.  Si,  considérant  une  courbe  quelconque  dont 
les  extrémités  touebent  deux  côtés  d'un  rectangle  on  en 
forme  la  développée,  puis  la  développée  de  celle-ci,  et 
ainsi  de  suite  à  l'infini,  les  courbes  obtenues  de  cette 
manière  approcheront  progressivement  de  se  confondre 
avec  une  demi-cycloïde. 

XIX.  COURBES  PLANES  RAPPORTÉES  AUX  COORDONNÉES 

■ 

POLAIRES. 

192.  L'usage  des  coordonnées  polaires  consiste  à  rem- 
placer pour  fixer  la  position  d'un  point  quelconque  m  les 
coordonnées  rectangulaires  x  et  y  représentées  par  Op 
et  mp,  au  moyen  du  rayon  vecteur  r  représenté  par  Om 
et  de  l'angle  •»  formé  par  ce  rayon  avec  Taxe  des  x.  Les 
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nouvelles  coordonnées  sont  liées  aux  premières,  comme 
on  l'a  déjà  remarqué  n*  79,  par  les  relations 


x— rcos. w        d'où   \  r=z+y*+y 

jrsrsin.»  «  =  arctang.  — . 

<x 

Le  rayon  vecteur  est  pris  toujours  positivement.  L'angle» 
peut  affecter  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

193.  Uéquation  d'une  ligne  droite  passant  par  le  poic: 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x\  y,  et  for- 
mant avec  Taxe  des  x  l'angle  t,  étant  en  coordonnées 
rectangulaires 

y— y = tang.  T  [x — x*) , 

on  trouvera  pour  1  équation  de  la  même  droite  en  coor- 
données polaires 

rsin.  (« — Tjss/sin.  (»' — r), 

»'  et  i3  désignant  les  valeurs  de  r  et  w  qui  appartiennent 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  y.  En  effet 
rsin.  (o> — r)  représente  évidemment  la  distance  constant* 
de  la  ligne  dont  il  s  agit  à  la  parallèle  menée  à  cette  ligm 
par  l'origine  des  coordonnées. 

194.  L'équation  delà  parabole,  quand  on  place  l'ori- 
gine des  coordonnées  au  sommet ,  est  en  coordonnées 
rectangulaires 

y=2px; 
et  en  coordonnées  polaires 

cos.  *» 

r=2p— r-- 
r  *io.  « 
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195.  L'équation  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  en  coor- 
données rectangulaires,  l'origine  étant  placée  au  centre  , 
est 

e  t  en  coordonnées  polaires 

a%b% 


6*cos  .»  w  +,  a"sin .  V 


196.  Mais  si  Ton  place  l'origine  des  coordonnées  au 
foyer  de  la  parabole  en  remplaçant  dans  l'équation 

y*=  5tpx ,  x  par  ^  +  x  »  l'équation  de  cette  courbe  de- 
•  viendra 

ou  en  faisant  ^  =  r\  r  désignant  la  distance  du  sommet  au 
foyer, 

Mettant  pour  x  et  y  les  valeurs  données  na  192,  on 
aura  pour  l'équation  en  coordonnées  polaires 

,1+cos.w  M 
r=  2r  —         ,  ou 


sin.w   *  1 — cos.  w' 

et  si  l'on  compte  l'angle  •»  à  partir  de  la  portion  de  Taie  qui 
est  située  du  côté  des  x  négatives,  c'est-a-dire  à  partir  de 
la  portion  de  l'axe  comprise  entre  le  foyer  et  le  sommet 
de  la  courbe 

rss  ; 

t+cos.w 

équation  qu'il  est  facile  de  déduire  immédiatement  des 
propriétés  connues  de  la  parabole. 
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Î97.  Soit  e  l'excentricité  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole, 
c'est-à-dire  le  rapport  entre  la  distance  du  centre  au 
foyer  et  le  demi-grand  axe  ou  axe  réel.  On  aura  donc 

ae=  \/a — b*  pour  l'ellipse  et  ae  =  {/a^ù*  pour  l'hy- 
perbole. En  plaçant  dans  l'ellipse  l'origine  au  foyer  si- 
tué du  côté  des  x  positives,  et  dans  l'hyperbole  au  foyer 
situé  du  côté^es  x  négatives ,  l'abscisse  comptée  à  par- 
tir du  centre  sera  x+ae  dans  la  première  courbe ,  et 
x — ae  dans  la  seconde.  Leurs  équations  deviendront 
respectivement 
{x+œ)%        y  {x—aeY 

et  en  substituant  pour  x  etjr  les  expressions  du  n* 
on  aura  en  coordonnées  polaires  pour  l'ellipse 

r=  , 

1+6  COS.  *> 

et  pour  l'hyperbole 

«(«5— 1)  <i(e'— 1) 


1  +  ccos.w*     ^  "ecos.  w — 1  • 

suivant  que  l'on  considérera  la  branche  de  la  courbe 
la  plus  voisine  ou  la  plus  éloignée  du  foyer  pris  pour 
origine.  Ces  dernières  équations  se  déduisent  également 
des  propriétés  connues  des  deux  courbes  dont  il  s'agit. 

198.  Nous  rechercherons  maintenant  les  expres- 
sions différentielles  générales  qui  appartiennent  à  U 
direction  de  la  tangente  d'une  courbe',  à  son  aire  ,  et 
à  la  longueur  de  l'arc,  lorsqu'on  emploie  lescoord 
polaires. 

Soit  en  général 
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l'équation  d'une  courbe  proposée.  Si  Ton  demande  la 
direction  de  la  courbe  au  point  dont  »  et  r  sont  les 
coordonnées,  on  remarquera  que  la  droite  formant 
l'angle  t  avec  Taxe  à  partir  duquel  l'angle  *>  est  compté, 
dont  1  équation 

,  sin.{*> — t) 
r=''—f  : 


a  été  donnée  n°  193,  sera  tangente  à  la  courbe  au  point 
dont  il  s'agit  (conformément  aux  principes  exposés 

dr 

article  XVI),  si  la  valeur  de  —  déduite  de  1  équation  de 

la  droite  est  égale  en  ce  point  à  la  valeur  du  même  coffi- 
cient  différentiel  déduite  de  l'équation  de  la  courbe.  Or, 
en  différentiant  l'expression  précédente  de  r  on  trouve 

dr    sin .  («' — T)  cos.  (« — r) 

dt*  sin.3(w — t) 

OU 

dr 

— rcot.(a>—  t); 

donc  l'angle  t  formé  par  la  courbe  avec  l'axe  à  partir  du- 
quel on  compte  l'angle  *>  est  déterminé  en  général  par 


I  dr 

cot.(T-»)=-_, 

dr 

2£  représentant  le  coefficient  différentiel  du  premier 

ordre  de  la  fonction  r=/fa).  Il  est  superflu  de  remarquer 
d'ailleurs  que  t — »  est  l'angle  cornons  entre  la  tangente 


que  t — w  est  1  angle  compris  entre  la  tangente 
de  la  courbe  et  le  rayon  vecteur. 

Le  même  résultat  peut  être  facilement  obtenu  par  la 
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géométrie.  Car  soit  m,  n  (fig.  37)  les  deux  points  de  la 
courbe  correspondants  aux  valeurs  <*  et  «* deFincli- 
naisou  du  rayon  vecteur.  L'arc  mq  décrit  au  point  0 
avec  le  rayou  Om=r  aura  pour  longueur  n/u>,  et  nq  repré- 
sentera dr.  Mais  à  la  limite  nous  regardons  mq  comme 
une  ligne  droite  perpendiculaire  à  Om,  et  la  courbe 
comme  coïncidant  avec  la  tangente  dans  l'intervalle  mn. 
Remarquant  de  plus  que  l'angle  nmq  est  le  complé- 
ment de  l'angle  t— «,  on  aura  comme  ci-dessus 

cot(T— ^-is- 

Si  l'on  nomme  a  l'angle  formé  par  la  normale  menée  à 
la  courbe  au  point  m  avec  Taxe  des  x,  on  aura  donc  d  après 
la  formule  précédente 

a— o»  étant  l'angle  formé  par  la  normale  et  le  rayon  vec- 
teur. 

199.  L'aire  de  la  courbe,  lorsque  l'on  emploie  des  coor- 
données polaires  est  l'espace  triangulaire  compris  entre 
cette  courbe,  un  rayon  vecteur  fixe  (par  exemple  le  rayou 
Oa  {fig.  37)  qui  coïncide  avec  l'axe) ,  et  le  rayon  vecteur 
mobile  On.  Nous  désignerons  cet  axe  par  u.  Lorsque  « 
augmente  de  du,  u  croit  du  triangle  Omn,  dont  Taire,  en 
regardant  encore  mn  comme  une  ligne  droite,  est 


^  [r+dr)rdv. 

2  t 

Nous  aurons  donc  en  négligeant  (  comme  on  doit  le  faire 
en  passaut  à  la  limite),  les  quantités  infiniment  petites 
du  second  ordre 

du  =  -  r  d» 
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SOO.  Quant  à  la  différentielle  de  Tare  de  la  courbe , 
que  nous  continuons  à  représenter  par  s ,  elle  est  évi- 
demment exprimée,  puisque  l'élément  mn  {fi g.  ZI) 
peut  être  regardé  à  la  limite  comme  l'hypothénuse  du 
triangle  rectangle  mm/,  dont  les  côtés  sont  rdu  et  dr,  par 


ds  =  dùi 


Nous  supposons  que  Tare  s  augmentera  en  même  temps 
que  l'angle  w. 

201.  Si  Ton  veut  enfin  connaître  l'expression  générale 
du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires ,  on  em- 
ploiera la  formule  du  n*  181 , 

ds 

en  observant  que  de  1  équation  du  n'  198 

%     1  dr 

cet. 

on  déduit  par  la  difîtrentiation 

rfr—  d*       ,fidr\        dx    m     *    *  Kd(idr\ 

Mais  cette  même  équation  donne 

1 


sin/(T— w)  = 


Donc 

rr     ^  (r^)      dtS^r  d^) 
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D'ailleurs  dous  avons  trouvé  ci-dessus 


Donc 


* 


6u  si  Ton  veut 

H£)T  ' 

La  direction  de  la  normale,  é  Lan  t  connue  d'après  le  n*  198 , 
cette  expression  du  rayon  de  courbure  suffit  pour  dé- 
terminer la  position  du  centre  du  cercle  osculateur.  Le 

radical  |V+  (jj^  j  '  peut  être  affecte  du  signe  -f  ou  du 

signe  — .  Si  Ton  convient  de  prendre  le  signe  +  il  s'en- 
suivra que  le  rayon  de  courbure  sera  regardé  comme  po- 
sitif lorsque  les  différentielles  dv  et  ds  seront  de  même 
signe,  et  comme  négatif  lorsqu'elles  seront  de  signe  con- 
traire. Nous  supposons  ici  que  l'arc  s  augmente  dans  le 
même  sens  que  l'angle  ».  Ainsi  le  rayon  de  courbure  est 
censé  positif  lorsque  la  concavité  de  la  courbe  est  tournée 
du  côté  de  l'origine  ou  pôle  dont  émane  le  rayon  vecteur 
et  négatif  dans  le  cas  contraire. 
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Courbes  nommées  spirales. 

202.  Les  géomètres  ont  donné  le  nom  de  spirales 
à  diverses  courbes  dont  la  nature  et  les  propriétés  s'ex- 
priment d'une  manière  plus  simple  au  moyen  des  coor- 
données polaires. 

La  spirale  ËArchimbde  a  pour  équation 

a  désignant  une  constante  positive.  La  courbe  com- 
mence à  l'origine  ou  pôle,  et  forme  une  infinité  de  ré- 
volutions autour  de  ce  point,  dont  elle  s  éloigne  de  plus 
en  plus. 

203.  Dans  la  spirale  hyperbolique,  ainsi  nommée  à 
raison  de  l'analogie  de  son  équation 


(a  désignant  toujours  une  constante  positive)  avec  celle 

de  rbyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes,  la  courbe  prend 

son  origine  à  une  distance  infinie  du  pôle,  où  elle  touche 

une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x  dont  l'équation  est^=a 

i. ,       .         ,  ,  !  , ,    .  sin.  » 

(puisque  1  équation  précédente  peut  s  écrire y=. a  — — , 

et  donne  y  =  a  lorsque  &)  =  0).  Elle  forme  une  infinité 
de  révolutions  autour  du  pôle,  dont  elle  s'approche  pro- 
gressivement, mais  sans  l'atteindre,  puisque  l'on  n'a 
r  =  0  qu'en  attribuant  à  l'angle  w  une  valeur  infinie. 

204.  La  spirale  logarithmique ,  courbe  très-remar- 
quable dont  les  propriétés  ont  été  étudiées  par  Jacques 
Bernouilli,  a  pour  équation 
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&>=Iog.r,     ou     r=amj     ou  enfin     r  =  c^a'*, 

a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes,  que  nous 
supposons  plus  grande  que  l'unité.  La  valeur  OÀ  de  r 
qui  correspond  à  «=0  est  égale  à  l'unité.  Lorsque  »  croit 
positivement  à  partir  de  zéro,  r  augmente  de  plus  en 
plus  :  ainsi  la  courbe  à  partir  du  point  A  forme  autour 
du  pôle  une  infinité  de  révolutions  en  s'éloignant  pro- 
gressivement de  ce  point.  Lorsque  «  croît  négativement 
à  partir  de  zéro,  r  diminue  de  plus  en  plus  :  la  courbe 
forme  également  à  partir  du  point  À,  et  en  s'approchant 
progressivement  du  point  0,  sans  l'atteindre,  une  infinité 
de  révolutions. 
De  l'équation 

on  déduit 

£-<*•>■■*■•. 

dr 

La  formule  du  n°  198,  tang.  (a~w)=  —  •— ,  donne  donc 

rat* 

ici  pour  déterminer  l'angle  compris  entre  la  normale  et  le 
rayon  vecteur 

tang.  («r  —  w)  = — la. 
Ainsi  cet  angle  a  une  valeur  constante. 
L'expression  du  rayon  de  courbure ,  n°  201 , 

devient  ici 

p=rVi  +  (lay=—S  

cos.(w— a) 
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Donc  f*  étant  (fig .  38)  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  point  i»de  la  spirale  logarithmique,  la  ligne 0/*  est  per- 
pendiculaire, sur  le  rayon  vecteur  Qm.  Le  rayon  vecteur 
et  le  rayon  ^  courbure  conservent.un  rapport  constant. 
Soient  a  et  Ji  les  coordonnées  polaires  du  centre  de 
courbure  p.  On  aura  donc  d  après  ce  qui  précède 

2 

et  en  substituant  les  valeurs  de  w  et  r  tirées  de  ces  équa- 
tions dans  l'équation  r=zeh-*  de  la  courbe ,  il  viendra 

ou  ce  qui  revient  au  même, 

pôur  l'équation  polaire  de  la  développée.  Donc  la  déve- 
loppée de  la  spirale  logarithmique  est  cette  même  courbe 

qui  a  tourné  autour  du  pôle  d'un  angle  à  ~.  Il 

suffit  d'ailleurs  ,  pour  reconnaître  que  la  développée  est 
une  spirale  logarithmique,  de  remarquer  que  sa  tangente 
qui  n'est  autre  chose  que  le  rajpn  p/?r,  forme  un  angle 
constant  avec  son  rayon  vecteur  0y. 

XX.  POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES. 

205.  Les  notions  qui  ont  été  exposées  dans  les  articles 
XVI  et  suivants,  et  qui  se  rapportent  à  Ja  détermination 
des  tangentes  des  courbes ,  de  leurs  cercles  oscillateurs  , 
ou  en  général  des  courbes  osculatrices ,  sont  fondées  sur 

14 
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Templdi  du  théorème  de  Taylor,  et  supposent  en  général 
que  les  coefficienU  différentiels  de  la  fonction  qui  ex- 
prime la  valeur  de  l'ordonnée  au  moyen  de  l'abscisse 
prennent ,  pour  le  point  delà  courbe  que  l'qp  considère, 
des  valeurs  finies  et  déterminées.  11  est  donc  nécessaire, 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  X ,  que  la 
ligure  de  la  courbe  soit  continue  près  de  ces  points  :  et 
de  plus  il  ne  faut  pas  que  la  fonction  dont  il  s'agit  se 
trouve,  pour  la  valeur  de  l'abscisse  qui  leur  appartient, 
dans  les  cas  d'exception  qui  ont  été  remarqués  dans  ce 
même  article.  Lorsqu'il  en  est  autrement ,  la  figure  des 
courbes  est  en  général  affectée  d'une  manière  particulière 
et  présente  ce  qu'on  nomme  un  point  singulier. 

Dans  la  plupart  des  cas ,  l'existence  des  points  singu- 
liers tient  à  ce  que  la  courbe  a  deux  ou  plusieurs  branches 
qui  se  réunissent  dans  les  points  dont  il  s'agit.  Néan- 
moins les  courbes  qui  ont  un  cours  unique,  ou  qui  sont 
partagées  en  plusieurs  branches  distinctes  qui  ne  se  croi- 
sent point,  présentent  quelquefois  des  points  remar- 
quables que  l'on  a  généralement  compris  sous  la  déno- 
mination de  points  singuliers. 

Concevons  que  l'on  ait  formé  les  coefficients  différen- 
dy  d'y  a}y  .  If 

tiels  -y*  t  "73»  -775  »  et< -y  «e  l'ordonnée  y  de  la  courbe 

exprimée  en  fonction  de  l'abscisse  x. 

Si  le  premier  coefficient  différentiel  —  devient  nul 

eue 

pour  une  valeur  x=a  de  l'abscisse,  les  autres  coefficients 
conservant  des  valeurs  finies ,  la  tangente  de  la  courbe 
est  au  point  correspondant  parallèle  à  l'axe  des  Jr; 
l'ordonnée,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article 
XIV,  est  un  maximum  ou  un  minimum.  ' 
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Si  le  coefficient  différentiel  —  devient  seul  nul ,  touè 

cLxr 

les  autres  conservant  des  valeurs  unies,  le  rayon  de  cour- 
bure est  infini,  et  le  sens  de  la  courbure  change.  Il  y  a  un 
point  d'inflexion. 

Si  le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre  de- 

dxr 

venait  seul  nul ,  cela  indiquerait  que  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  :  mais  cette  circonstance  ne  peut 
en  général  se  remarquer  sur  la  figure  de  la  courbe. 

Si  les  deux  premiers  coefficients  difiérentiels  —  et 

d'r  ,  , 

■~  étaient  nuls  en  même  temps ,  on  se  trouverait  dans 

le  cas  remarqué  à  la  fin  du  n°  145,  c'est-à-dire  qu'il  y 
aurait  un  point  d'inflexion  dans  lequel  la  tangente  delà 
courbe  serait  parallèle  à  Taxe  des  x. 

206.  Outre  les  cas  où  quelques-uns  des  coefficients 
difiérentiels  prennent  des  valeurs  nulles ,  on  doit  consi- 
dérer ceux  où  ils  prennent  des  valeurs  infinies. 

dy 

Si  le  coefficient  différentiel  du*  premier  ordre  ^ 

prend  une  valeur  infinie ,  la  tangente  de  la  courbe  est 
parallèle  à  Taxe  desj.  Cela  peut  arriver  dans  quatre  cas: 
en  un  point  L  [fig.  39)  formant  dans  le  sens.de  a:  la  limite 
de  l  'espace  occupé  par  la  courbe  ;  en  M  lorsque  l'ordonnée 
est  infinie  et  la  courbe  touche  une  ligne  parallèle  à  l'axe 
des  y;  en  N  lorsqu'il  y  a  un  point  d' inflexion  ;  et  enfic 
en  O  dans  un  point  de  rebroussement. 
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Si  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  devenait 
seul  infini,  il  en  résulterait  que  la  valeur  du  rayon  de 
courbure  «était  nulle. 

Wl  Considérons  maintenant  le»  cas  où  le»  courbe* 
présentent  plusieurs  branches  dont  la  réun.on  ou  le  cm.- 
Lmcnt  donnent  lieu  à  des  points  singuliers.  Les  cas  dont 
il  s'affit  répondent  toujours  à  ceux  qui  ont  ete  remarques 
dinsles  numéros  90  et  suivants.  En  efiet ,  une  courbe  ne 
peut  avoir  plusieurs  branches  qu'autant  que  la  foncfon 
Y=m  qui  représente  l'ordonnée  contient  des  radVaux 
pairs  auxquels  on  doit  attribuer  un  double  signe.  En  gé- 
néral à  chaque  valeur  dexrépondent ^plusieurs  valeurs 
de  y,  et  autant  de  valeur,  de  chacun  des  coefficenU  dif- 
férentiel» qui  appartiennent  respectivement  aux  dille- 
rentes  branches  de  la  courbe.  Mais  si  la  valeur  part.cu- 
lière  x-a  fait  disparaître  un  radical  dans/W,  et 
réduit  par  conséquent  les  valeurs  de  y  à  un  moindre 
nombre,  deux  ou  plusieurs  branches  de  la  courbe  se 
réunissent  dans  le  point  correspondant ,  qui  devient  ce 
que  l'on  nomme  un  point  multiple.  On  a  vn  d'aillée» 
dans  les  numéros  cités  qu'il  fallait  ici  distinguer  deux 

cas;  . 
'\°  Lorsque  le  radical  disparait  dans/(xî  pour  la  va- 
leur x=a  parce  que  cette  valeur  rend  nul  ce  radical 
même,  le  développement  de ne ^  peut  alors 
contenir  que  des  puissance»  fractionnaires  de  h,  espar 
conséquent  tous  les  coefficients  différentiels  doivent  de- 

venir  infinis. 

2«  Lorsque  le  radical  disparaît  parce  que  la  valeur 
x=a  rend  nul  un  certain  facteur  dont  ce  radical  est 
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affecté  dansy\x),  mais  qui  peut  reparaître  dans  les  coef- 
ficients différentiels  après  un  certain  nombre  de  difie* 
rentiations ,  la  formule  de  Taylor  subsiste.  Mais  les 
premiers  coefficients  différentiels  dans  lesquels  ce  facteur 
se  trouve  encore  deviennent  nuls  pour  la  valeur  x=  a, 
tandis  que  les  coefficients  différentiels  des  ordres  suivants 
oit  se  retrouve  le  radical  dont  il  s'agit,  présentent  des  va- 
leurs finies  et  distinctes  appartenant  respectivement  aux 
diverses  branebes  de  la  courbe. 

On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède, '  qu'un  point 
^  multiple  peut  être  indiqué  par  les  valeurs  infinies  que 
prendraient  les  coefficients  différentiels  du  premier  ordre 
et  des  ordres  supérieurs.  Mais  cette  indication  n'est  pas 
certaine,  puisque  la  même  ebose  peut  avoir  lieu  dans  un 
point  d'inflexion  où  la  tangente  de  la  courbe  serait  paral- 
lèle à  l'axe  desj\ 

On  voit  encore  qu'un  point  multiple  peut  être  indiqué 
parce  que  les  premiers  coefficients  différentiels  auraient 
des  valeurs  nulles.  Cette  circonstance  peut  également 
avoir  lieu  pour  un  point  d'inflexion  où  la  tangente  de 
W courbe  serait  parallèle  à  l'axe  des  x.  Mais  si  les  pre- 
miers coefficients  différentiels  réduits  à  zéro  sont  suivis 
d'autres  coefficients  différentiels  affectés  de  radicaux,  on 
est  bien  assuré  que  le  point  dont  il  s'agit  est  formé  parla 
réunion  de  plusieurs  branches  delà  courbe  qui  ont  entre 
elles  un  contact  dont  l'ordre  est  marqué  par  le  nombre  des 
coefficients  différentiels  qui  reçoivent  la  valeur  commune 
zéro. 

En  général  les  valeurs  nulles  ou  infinies  affectées  par 
les  premiers  coefficients  différentiels  ne  peuvent  faire 
juger  exactement  de  la  nature  du  point  singulier,  et  il 
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est  nécessaire  pour  s'en  assurer  de  discuter  le  cours  de  la 
courbe  près  de  ce  poiut. 

208.  Le  cas  le  plus  simple  auquel  s'appliquent  les  con- 
sidérations précédentes  est  celui  du  point  M  (/%.  40)  qui 
forme  la  limite  d'une  courbe  dans  le  sens  des  x.  On  doit 
considérer  les  deux  parties  Mm,  Mm'  comme  deux  bran- 
ches distinctes  (soit  quelles  s'étendent  à  l'infini ,  ou 
qu'elles  se  rejoignent  pour  former  une  courbe  fermée) , 
qui  se  réunissent  en  M.  Les  coefficients  différentiels 
du  premier  ordre  et  des  ordres  supérieurs  sont  infinis 
pour  la  valeur  de  l'abscisse  qui  répond  à  un  tel  point.  ^ 
La  même  chose  a  lieu  lorsque  la  limite  de  la  courbe  est 
formée  par  un  point  de  rebroussement  N. 

Remarquons  que  le  point  N  ,  où  les  deux  branches  de 
la  courbe  sont  du  même  côté  de  la  tangente  commune  , 
est  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce  ;  et 
que  le  point  O  de  la  figure  du  n°  206 ,  où  les  deux 
branches  de  la  courbe  sont  placées  de  part  et  d'autre  de 
la  tangente  commune,  est  un  point  de  rebroussement  de 
la  première  espèce.  Le  cas  où  tous  les  coefficients  diffé- 
rentiels deviennent  infinis  peut  répondre  d'ailleurs 
divers  points  multiples  0,  P,  dans  lesquels  se  réunissent 
deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui  touchent 
(  en  se  croisant  ou  non  )  une  même  ligne  parallèle  à  l'axe 
àeajr. 

209.  A  l'égard  des  cas  où  les  premiers  coefficients 
différentiels  deviennent  nuls ,  tandis  que  les  coefficients 
différentiels  suivants  conservent  des  valeurs  finies  affec- 
tées de  radicaux ,  ils  donnent  lieu  à  des  points  multiples 
analogues  aux  points  0  et  P,  mais  dans  lesquels  la  tan- 
gente de  la  courbe  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 
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Mais  si  la  première  différenciation,  a  suffi  pour  faire 
disparaître  le  facteur  dont  le  radical  était  affecte  dans  la 
fonction  et  qui  devenait  nul  pour  la  valeur  particulière 

a: = a  ;  en  sorte  que  le  radical  se  retrouvant  dans  ^ ,  ce 

coefficient  différentiel  présente  plusieurs  valeurs  finies 
distinctes  ;  on  aura  lors  un  point  multiple  Q  dans  lequel 
les  branches  de  la  courbe  se  croiseront  sans  se  toucher. 

dy 

Et  si  dans  un  tel  point  la  valeur  de       se  trouvait  nulle, 

il  y  aurait  comme  en  R  une  inflexkm  dans  chacune  des 
branches  de  la  courbe. 

i  * 

210.  Nous  terminerons  enfin  en  observant  que  Ton  a 
nommé  points  isolés  ou  conjugués  certains  points  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  proposée  entre  x 
et  y y  mais  qui  entièrement  séparés  de  la  ligne  que 
cette  équation  représente.  11  existera  ,  par  exemple  ,  un 
point  conjugué  correspondant  à  la  valeur  x  =  a  si  cette 
valeur  fait  disparaître  dans  la  fonction^  =f(x)  un  radi- 
er dW 

cal  sans  le  faire  disparaître  dans  -y-,  -7-^,  etc.;  et  si  ce 

radical  est  imaginaire  pour  la  valeur  a  de  x  et  pour  les 
valeurs  comprises  entre  a  et  a  ±_  6,  b  désignant  une  quan- 
tité finie.  v 

XXI.   PLANS    TANGENTS  ET    NORMALES    Ai X  SURFACES 


COURBE?. 


21t.  Nous  récapitulerons  ici  succinctement  les  for- 
mules les  plus  élémentaires  de  la  géométrie  à  I rois  di- 
mensions. 
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La  direction  d'une  ligne  droite  passant  par  l'origine 
des  coordonnées  est  fixée  par  les  trois  angles  a,  6,  7  for- 
més par  cette  ligne  avec  les  parties  des  axes  sur  lesquels 
on  compte  les  coordonnées  positives  xt  y,  z.  Les  cosinus 
de  ces  angles  sont  évidemment  entre  eux  dans  les 
mêmes  rapports  <jue  les  coordonnées  xfyt  z  et  Ton  a  les 
relations 

x     cos.  a         x     cos.  a         y      cos.  6 
y  ~~  cos.*'        z  =  00s. y*  cos. 7' 

*  * 

dont  deux  quelconques  entraînent  la  troisième.  De  plus 
les  coordonnées  du  point  de  la  ligne  située  à  la  distance  1 
de  l'origine  étant  respectivement  cos.  «,  cos.  g,  cos.  7,  il 
en  résulte 

V 

cos."  a+cos.*€  +  cos.*7  =  1 . 

D'après  cela 

x=az,  y=-bz 

v  . 

étant  les  équations  des  projections  de  la  droite  sur  les 
plans  des  xz  et  des  yzt  on  a 

^  cos.  a         ^  cos.  6 

"  cos.7*  ~~  cos. 7  ' 

d'où 

a  b  1 

cos.a  =  — :  ,  008.6=  -—=,  cos.y  s»  — r  . 

Va%+b%+\  1/âVrWi  Va%+b%+\ 

■  On  peut  donner  à  volonté  dans  ces  formules  au  radical 
le  signe  4-  ou  le  signe  — ,  pourvu  qu'on  lui  donne  dans 
toutes  trois  le  même  signe*  Suivant  le  signe  donne  a  oc 
radical,  les  angles  *,  €  et 7  appartiendront  à  Tune  oui 
1  autre  des  parties  de  la  ligne  qui  sont  séparées  par 
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—  ai7  — 

l'origine  des  coordonnées.  Si  on  le  prend  positivement, 

ces  angles  se  rapporteront  toujours  à  la  partie  de  la  ligne 
qui  est  située  du  côté  des  z  positives.,  ou  qui  forme  un 
angle  aigu  avec  la  partie  positive  de  Taxe  des  z. 

212.  Soient  deux  droites  passant  par  l'origine  des 
coordonnées  et  formant  respectivement  avec  les  axes 
les  angles  «,  6,  7  et  a ,  6*,  7'.  La  distance  du  point  de  ces 
droites  placées  à  la  distance  1  de  l'origine  est  le  double 
du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  qu'elles  comprennent. 
Ainsi,  appelant  «  cet  angle , 

K  sin.a  -  =  (cc«.a^c4.a)^cw.€--cos.«')-4*(cos.7--cos.7'),f 

équation  qui  se  réduit  à 
M 

2  wn.B  -  =  1  —  (costoccos.  a'«t  cos.  S  cos.  6'  +  cos.  y  cos.7'). 

Mais  cos.  w=  cos.*  ~  — sin.'- =  1 —  2  sin.'  |.  Donc 

cos.  *>  =  cos.  «cos.  a  -f*  cos.  6  cos .  6'  4-  cos .  7  cos .  7'. 
Si  les  deux  droites  sont  perpendiculaires  l'une  sur 


l'autre 

cos.  a  cos.  a  4-  cos.  €  cos.  € 4-  cos.  7  cos.  7/=  0. 

Ainsi  les  équations  des  deux  droites  étant  respective* 
ment, 

pour  la  première  x  =  az,  y=bz 
pour  la  seconde        jram'z,  ycsb'z 

elles  sont  perpendiculaires  entre  elles  si  l'on  a 

213.  L'équation  d'un  plan  passant  par  l'origine  des 
coordonnées  étant 
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et  les  équations  d'une  droite  passant  pas  cette  même  ori- 
gine « 

z  =  az,  y=bz; 

la  droite  sera  comprise  dans  le  plan  si  ces  trois  équations 
peuvent  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x,y,  s, 
ce  qui  donne  la  condition 

1  =  bg. 
21fc.  L  équation  générale  d'un  plan  est  * 

x,  pétant  deux  variables  indépendantes  et  z  une  fonc- 
tion de  ces  variables.  Soit  un  poinl  quelconque  de  l'es- 
pace dont  les  coordonnées  sont  jp,  jrt  z\  et  concevons  que 
de  ce  point  Ton  ait  mené  une  droite  à  l'un  quiconque 
des  points  du  plan  dont  nous  désignerons  les  coordon- 
nées par  x't  y,  zJ.  La  distance  de  ces  deux  points  est  ex- 
primée par 


x*tyet  zJ  satisfaisant  à  l'équation 

Or  la  droite  dont  il  s'agit  sera  perpendiculaire  au  plan  n 
l'expression  précédente  (dans  laquelle  il  faut  considérer 
z' comme  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
af  et  y  )  est  un  minimum.  Pour  connaître  la  direction 
de  la  perpendiculaire  au  plan ,  on  égalera  donc  séparé- 
ment à  zéro,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  nu- 
méros 1 V7  et  suivants,  les  diflérentielles  de  cette  exprer 
sion  prises  par. rapport  à  a?'  et  ày,ce  qui  donnera 

dz'  dz' 
—  (z-V)  ==  0,      y-y + jp  (»-af)  =  0 . 


< 
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équations  qui  appartiennent  à  la  perpendiculaire  cher- 
chée et  qui  en  déterminent  la  direction.  En  y  mettant 

pour  ^  et  -p  leurs  valeurs  tirées  de  1  équation  du  plan 

elles  deviennent 

■ 

x—x>+f{z—z')  =  0 ,  y— y1  (s— zO  =  0. 

On  en  conclut  que  les  angles  formés  par  la  perpendicu- 
laire au  plan  proposé  avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  js, 
étant  représentés  par  À ,  p ,  v ,  on  a 

—  f  —g  1 

COS.>=r—  J  C0S.f*=— CQ8.V=--  

Les  angles  formés  par  le  plan  proposé  avec  les  plans 
des  /z,  des  xz  et  des  ocy  ne  diffèrent  point  d'ailleurs 
des  angles  i,  m,  v.  * 

215.  De  plus,  l'angle  compris  entre  deux  plans  est 
égal  à  l'angle  compris  entre  deux  droites  perpendiculaires 
à  ces  plans  :  ainsi ,  appelant  «  l'angle  compris  entre  les 
plans  dont  les  équations  sont  respectivement 

z=fx+g'y+K 

on  a 


Kr+gm+i-Vf+f+i 


nécessaire  pour  que  les  deux  plans  repré- 
sentés par  les  équations  précédentes  soient  perpendicu- 
laires l'un  à  l'autre ,  «et  donc  exprimée  par  l'équation 
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216.  Sil'équation  du  plan  est  donnée  sous  la  forme 
on  aura  pour  les  équations  de  la  normale 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  avec  les 
axes  des  x,  des  y  et  des  z ,  ou  des  angles  formés  par  le 
plan  proposé  avec  les  plans  des  yz ,  des  xz  et  des  xy,  se- 
ront respectivement 
*  L  M 

217.  Considérons  maintenant  une  surface  quelconque 
dont  1  équation  est  représentée  en  général  par 

x,  y  désignant  toujours  deux  variables  indépendantcs,et 
proposons-nous  de  déterminer  le  plan  tangent  et  la  nor- 
male menée  au  point  de  cette  surface ,  dont  x\  y,  z1  dé- 
signent les  coordonnées.  Qn  pourrait  d'abord  connaître 
la  direction  de  la  normale  parla  même  considération  qui 
a  été  employée  n°  213 ,  car  il  est  évident  que  la  plus  courte 
distance  d'un  point  quelconque  de  la  normale  à  la  sur- 
face est  dirigée  suivant  cette  ligne  elle-même.  On  trou- 
verait donc  ,  comme  dans  le  numéro  cité ,  pour  les  équa- 
tions de  la  normale, 

d  z'  àz' 

d  z'  dzf 

d?9  7p  ™VTésenUint  ,es  coefficicnta  différentiels  par- 
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tiels  de  la  fonction  z'  déduits  de  l'équation  ,y\, 
à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  du  point  de 
la  surface  que  Ton  considère.  Mais  il  convient  mieux  ici 
de  déterminer  le  plan  tangent  d'après  des  notions  sem- 
blables à  celles  qui  ont  été  présentées  dans  l'article  XVI. 

Un  plan  est  tangent  à  une  surface  lorsqu  aucun  autre 
plan  ne  peut  passer  entre  la  surface  et  le,  plan  dont  il  s'a- 
git. x'y  j  étant  les  abscisses  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  proposée,  les  ordonnées  des  points  voisins 
seront  exprimées  en  général  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  138, 
par 

,    dz!  r    dz'  .    d%z'h%      d*z'  d'z'C 

De  même ,  l'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  odt  y,  z'  étant 

les  ordonnées  des  points  voisins  de  celui-ci  sont  repré- 
sentées par 

z'+fh+gi. 

La  différence  entre  les  ordonnées  de  la  surface  et  celles 
du  plan  est  donc 


Mais  si  nous  supposons  les  coefficients  f>  g  de  l'équation 
du  plan  déterminé  par  la  condition  de  faire  disparaître 
les  termes  du  premier  ordre ,  c'est-à-dire  si  nous  po- 

f_  dz'  _  dz' 

/"~2?'        g~  d/* 
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Cette  différence  se  réduira  à 

d%z' h%      tPz'  rfVi' 

et  Ton  reconnaîtra  ,  par  le  même  raisonnement  qui  a  été 
fait  n° 160 ,  qu'en  attribuant  à  h  et  i  des  valeurs  de  plus 
en  plus  petites,  on  pourra  toujours  la  rendre  moindre 
que  tout  autre  plan  à  l'égard  duquel  on  n'aurait  point 
satisfait  à  la  condition  précédente. 

L'équation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  proposée 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  a/,  y \  z  est  donc , 
d'après  ce  qui  précède  , 

dz'  dz' 

et  Ton  en  déduit  immédiatement  pour  les  équations  de 

la  normale ,  conformément  au  n°  213, 

dz'        n  dz! 
x— +  —  (z-s')  =  0,  -jp  (z—zr)  =  0. 

jjrp,  ^7  représentent  les  valeurs  des  coefficients  diffé- 
rentiels partiels  déduits  de  l'équation  z=f{x,  y)  qui 
appartiennent  au  point  de  contact. 

Ainsi,  en  représentant  par  \ ,  v,  les  angles  for- 
més par  la  normale  avec  les  axes  des  x,  des  /  et  des  z  , 
on  a 

dx'  ~dP 

COS.>  =  /  ,  ,   ,.         ,  .  t>         >     COS.|X  = 


i 

eus.  v=  zzz=rzz= 
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expressions  conviennent  également  aux  angles  for- 
mes par  le  plan  tangent  avec  les  plans  des  yz,  des  àtz 
et  des  xy.  Si  Ton  y  prend  le  radical  positivement ,  elles 
conviendront  à  la  partie  de  la  normale  qui  est  située ,  par 
rapport  a  la  surface ,  du  côté  des  z  positives ,  ou  qui 
forme  un  angle  aigu  avec  les  z  positives. 

218.  Si  1  équation  de  la  surface  proposée  est  présentée 
sous  la  forme 

F(*„r,  *)  =  0, 

elle  aura  pour  équations  différentielles  du  premier  ordre, 

d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  &5  , 

<*F    £F^z_o  dF    £F£z  _o 

dx     dzdx  dy     dz  dy 

L  équation  du  plan  tangent  deviendra 

.    «*F,        .    dF  .      fc  • 

_(x^)+_(r^_.(^î0=,o, 

les  équations  de  la  normale  seront 

dF  dF 

m  dy 

enfin  ,  les  cosinus  des  angles  X ,  u ,  v ,  formés  par  la  nor- 
male avec  Taxe  des  x  >  des  y  et  des  z,  ou  par  le  plan 
tangent  avec  les  plans  des  yz ,  des  xz  et  des  xy,  auront 
pour  expressions 

dF  dF 

dô?  dy' 
.À=  cos.  u  = 


dF 

dz 


COS.V  = 


À 
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219.  Un  plan  tangent  peut,  en  général,  avoir  avec 
une  surface  un  seul  point  commun,  qui  est  le  point  de 
contact  ;  ou  bien  il  peut  la  couper  suivant  une  certaine 
ligne  ;  ou  simplement  la  toucher  sans  la  couper  ;  ou . 
enfin,  la  toucher  et  la  couper  en  môme  temps  dans 
toute  l'étendue  de  cette  ligne.  On  remarque  les  cas 
où  le  plan  tangent  touche  la  surface  dans  tous  les  points 
dune  même  ligne  droite,  propriété  qui  appartient  aux 
surfaces  cylindriques  et  coniques,  et  plus  généralement 
aux  surfaces  développables  ;  et  le  cas  où  le  plan  tangent 
coupant  la  surface  suivant  une  ligne  droite ,  la  touche 
dans  un  seul  point  de  cette  ligne,  propriété  qui  appar- 
tient aux  surfaces  gauches. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  ligne  d'intersection  du 
plan  qui  touche  la  surface  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x\f ,  z7,  satisfont  évidemment  aux  deux  équations 

s)  =  0 

dF  dF  dF 

_  (*_^)+  _  (y-y)  +  s  (z-*')  =0. 

En  éliminant  entre  elles  Tune  quelconque  des  variables 
x ,  y  et  z ,  on  aura  les  équations  des  projections  de  cette 
ligne  sur  les  plans  coordonnés. 

220.  On  nomme  en  généralp/a/i  normal,  à  une  surface 
en  un  point  donné ,  tout  plan  mené  par  ce  point  perpen- 
diculairement au  plan  tangent.  La  normale  est  la  ligue 
d'intersection  de  tous  les  plans  normaux.  Soit,  en  gé- 
néral, , 


l'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point 
de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont  x\y,  z.  Ce 
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plan  sera  normal  à  la  surface,  si  les  constantes  /et  g 

satisfont  à  l'équation 

qui  s'obtient  par  la  condition  que  le  plan  normal  soit 
perpendiculaire  au  plan  tangent,  d après  les  n°»215  et 
218  ;  ou  par  la  condition  que  le  plan  normal  contienne  la 
normale ,  d'après  les  nos  213  et  216. 

221.  Nous  remarquerons  enfin  que  si  Ton  mène  un 
plan  quelconque  par  le  point  de  contact  commun  à  la 
surface  et  à  son  plan  tangent ,  l'intersection  de  ce  plan 
avec  le  plan  Langent  sera  tangente  à  l'intersection  de  ce 
même  plan  avec  la  surface  proposée.  ^ 

XXII.  Courbes  a  double  courbure. 

222.  Une  ligne  courbe  quelconque  existant  dans  l'es- 
pace est  donnée  par  ses  projections  sur  deux  des  plans 
coordonnés.  Soient 

y=f{x)\         z=  F  (*) 

les  équations  des  projections  dune  courbe  proposée  sur 
les  plans  des  xy  et  des  xz.  En  éliminant  x  entre  ces 
deux  équations ,  on  en  trouvera  une  troisième  entre  y 
et  z  ,  qui  appartiendra  à  la  projection  de  la  courbe  sur 
le  plan  des  yz.  Dans  ces  équations  ,  x  est  la  variable 
indépendante ,  yy  z  sont  des  fonctions  déterminées  de  x. 
La  position  d'un  point  d'une  courbe  est  en  effet  dé- 
terminée quand  on  se  donne  une  seule  des  coordonnées 
de  ce  point. 

223.  Considérons  les  deux  points  de  la  courbe  aux- 

15 


Digitized  by  Google 


quels  appartiennent  les  abscisses  x  et  x  +  ax.  La 
passant  par  ces  deux  points ,  tend  à  se  confondre  à  me- 
sure que  ax  diminue ,  arec  la  tangente  menée  à  la  courbe 
dans  le  point  dont  l'abscisse  est  x.  Or,  les  trois  coor- 
données du  premier  point  étant  x ,  y,  z ,  et  celles  de 
second  x+  Ax  ,  J'+Ay',  £  +  ;  et  Az  étant  déterminée 
parles  équations  précédentes,  les  cosinus  des  angles  for- 
més par  la  sécante  avecles  axes  des  x ,  des  ^  et  des  z  son* 
exprimés  respectivement  par 

Ax  ùy 


A  v 


ou  bien 


A.r  âjr 


^rnsf  ^mzy' 

Mais  à  mesure  que  ax  approche  de  devenir  égale  à  zéro, 
les  rapports  j-j-,  —  approchent  des  limites  -jj. 

c'est-à-dire  des  coefficients  différentiels  des  fonction* 
y     f{x) ,  r  =  F(x)  qui  représentent  les  ordonnées  des 
projections  de  la  courbe  sur  les  plans  des  xy  et  des  xx. 
Donc  ,  appelant  a  ,  t ,  7  les  angles  formés  par  la 
de  la  courbe  avec  les  axes  des  x ,  des^  et  des  z ,  on  a 

COS.  a  = —  — .  cos.  £  = 


—   .  cos.  6=  — 


cos.  72s 
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formules  où  l'on  substituera  pour  et  —  leurs  va* 
leurs  déduites  des  équations  y  =/(x) ,  z=zj?(x). 

224.  Les  expressions  précédentes  donnent  immédiate- 
ment les  équations  de  la  tangente.  Soient  en  général 

y—y=m{jr—x'),  z—z'~n[x—x')t 

les  équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  le 
point  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x',  y  t  z?. 
Cette  droite  touchera  la  courbe ,  si  l'on  a  (  d'après  ce 

* 

qu'on  a  vu  n*  211), 

cos.  6      dy  cos.  y  dzf 

cos.  a  cos.  a  djd 

Les  équations  de  la  tangente  sont  donc 

dz' 

d  z'  dx' 

dp 

et,  comme  il  était  aisé  de  le  prévoir,  les  projections  de  la 
tangente  sont  tangentes  aux  projections  de  la  courbe. 

225.  On  en  déduit  également  1  équation  du  plan  nor- 
mal. Soit  en  général 

l'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  de  la  courbe- 
don  t  les  coordonnées  sont  x\  y',  z'.  On  voit  par  le 
n°  214  ,  que  ce  plan  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  de 
la  courbe ,  si  Ton  a 

dy 

<&  daf 
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L'équation  du  plan  normal  dont  il  s'agit  est  donc 

226.  Enfin  ,  désignant  toujours  par 

r_-/=m(x-x'),  z-z'=n(x-x>), 
les  équations  d'une  ligne  quelconque  passant  également 
par  le  point  de  la  courbe ,  dont  les  coordonnées  sont  x". 
y  z1  cette  ligne  sera  comprise  dans  le  plan  normal ,  et 
par  conséquent  perpendiculaire  à  la  conrbe .  si  les  con- 
stantes m  et  «  satisfont  à  l'équation 

dy>  -a 

227  •  Pour  trouver  l'expressiondela  diflérentielle  de  l'arc 
d'une  courbe ,  soient  M  et  N  (fig.  41  )  les  pointe  dont  le» 
coordonnées  sont  respectivement  x,jr,  z  etx+^x,y+^. 
z+a*  La  longueur  de  la  corde  MN  sera  )/*x%+*/+iz'. 
Soit  mené  par  le  point  M  la  tangente  à  la  courbe  MT.  et 
ayant  abaissé  sur  cette  tangente  la  perpendiculaire  NT, 
projetons  l'arc  delà  courbe  MN  sur  le  plan  MNT.  Ap- 
pelant *  l'angle  MNT  compris  entre  la  corde  et  la  tan- 
gente ,  on  voit  que  cette  projection  de  l'arc  MN  sera  plus 
grande  que  MN,  et  plus  petite  que  MT+NT,  c est-a- 
dire  plus  petite  que 

V/ûx"+^+4s'  (cos.  t  +  sin .  <f) . 
Donc  ,  appelant  u  la  projection  de  l'arc  MN  dont  il  s'a- 
git, on  a  ^  
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la  quantité  *>  étant  ^  —  etc.  Or,  si  Ton  suppose 

que  àx  tende  à  devenir  égale  à  zéro,  l'arc  de  la  courbe 
tendra  à  se  confondre  avec  sa  projection ,  et  l'angle  ?  ten- 
dra à  devenir  nul.  On  peut  donc  regarder  la  limite  du 

rapport  ~  comme  ne  différant  pas  de  la  limite  du  rap- 
port de  lare  delà  courbe  à  ùx\  et,  en  désignant  cette  der- 

ds 

nière  limite  par  -—  ,  écrire 
1  dx 


^=\/l+(^)+(^)\    et  dM^dxV&e+df+d*. 


On  donnera  le  signe  +  ou  le  signe  —  au  radical ,  suivant 
que  lare  s  augmentera  ou  diminuera  quand  on  fera 
croître  1  abscisse  x. 

228.  On  peut  d  ailleurs  faire  ici  une  remarque  ana- 
logue à  celle  du  n*  169.  Les  valeurs  des  cosinus  des  an- 
gles a ,  S ,  7  formés  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  les 
axes  des  x  ,  des  y  et  des  z  ,  s'exprimeront  par 

dx  dy  dz 

COS.  a  =-7-,  COS.  6=  — -  ,  COS. '/= 

ds  ds  ds 

On  donnera  à  la  différentielle  ds  dans  ces  expressions  le 
signe  ou  le  signe  — ,  suivant  que  les  angles  a ,  €  ,  y  se- 
ront comptés  à  partir  de  Tune  ou  de  l'autre  des  portions 
de  la  tangente  qui  sont  séparées  par  le  point  de  contact. 

229.  Lorsqu'on  suppose ,  comme  on  l'a  fait  n°  222 , 
une  courbe  donnée  par  ses  deux  projections  sur  les  plans 
des  xy  et  des  xz  ,  on  regarde  cette  courbe  comme  étant 
l'intersection  de  deux^urfaces  cylindriques  ayant  ces. 
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projections  pour  bases  ,  et  dont  les  arêtes  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  deux  plant.  Mais  une  courbe 
peut  être  considérée  d'une  maniéré  plus  générale , 
comme  étant  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques 
représentées  par  les  équations 

f<x,y,  z)  =  0,       F(x,y,  z)  =  0. 

Les  ordonnées  y  et  z  sont  alors  des  fonctions  implicites 
de  l'abscisse  x.  En  appliquant  donc  les  notions  présen- 
tées dans  les  nc*  44  et  45,  on  diflerentiera  ces  deux  équa- 
tions ,  ce  qui  donne 

dfdfdy^dfdz  dFdFdydFdi 
rfx     ûjr  ^     dz  dx  dx     dy  dx     dz  dx 

et  en  tirant  les  valeurs  de         ~  , 

d/dF^d^df  rf/^F  rf/ 

'^/y      <£r  <r/.r  dz      dz      dx  dy     dx  dy 

Ix  =  d$df_  4/  dF  '     dx  ~  dF  df     df  dF' 

.  dy  dz     dy  dz  dz  "d^    ^'dz  1y 

- 

Ces  valeurs  doivent  être  substituées  dans  les  formules 
des  numéros  précédents.  On  pourrait  ensuite  en  élimi- 
nery  et  z  au  moyeu  des  équations  proposées  f(xyyy  x)=0, 
Ffx.jr,  *)  =  0. 

5.30.  Remarquons  d'ailleurs  que,  d'après  le  n*  218,  si 
l'on  désigne  par  x\y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
ligne  proposée,  les  équations  des  deux  plans  menés  par 
ce  point  tangentiellement  aux  deux  surfaces  courbes  , 
dont  cette  ligne  proposée  est  l'intersection,  auront  res- 
pect! veïri en t  pour  équations 
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àf  df  df 

ZP  (*-*)  +  ip  (rS)  +  ^  o 

£/F  dF  dF 

Ainsi  ces  équations  appartiennent  à  la  tangente  de  la 
courbe  et  en  déterminent  la  direction.  En  général»  on  a 
ies  équations  de  la  tangente  en  remplaçant  dans  les  équa- 
tions différentielles  de  la  courbe  dx dy,  dz  par  x — x1 \ 

J~J>  z  —  z'- 

Plan  oscillateur.  Rayons  de  la  première  courbure  et  de  la 

seconde  courbure, 

m 

231.  Les  notions  exposées  dans  Tarticle  XVI  sur  le 
contact  des  courbes  planes ,  s'appliquent  généralement 
(  comme  on  a  pu  le  voir  dans  l'article  précédent  )  au  con- 
tact des  lignes  et  des  surfaces. 

Si  Ton  considère  une  première  ligne  représentée  par 
les  équations 


puis  une  seconde  ligne  représentée  par  les  équations 

on  verra  qu'en  supposant  que  ces  lignes  se  rencontrent 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  jr,  zt  on  aura 

pour  les  ordonnées  du  point  de  la  première  courbe  cor- 
respondante à  l'abscisse  x+h;  et 

</.*(*).  ,  tt.*(x)  h'  d.*{x),  h' 

y+~~dx~     ~~~dxr  8 +etr"  '  z+~dir^"~dP~3 
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pour  les  ordonnées  du  point  de  la  seconde  courbe  cor- 
respondant à  la  même  abscisse.  Les  différences  de  ces 
ordonnées  seront  doue  respectivement 

d==  K^--^)h+V-d?  dJ-)  2 +ctc" 

\  dje         dx  J   +V   dx%  dx%  J2' 

.  ■ 

et  Ton  aura 


pour  l'expression  de  la  distance  des  points  deux  courbes 
dont  il  s'agit.  Or,  on  verra  par  les  mêmes  raisonnements 
employés  dans  l'article  XVI,  que  les  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  les  équations^==4»(-r)  r=*{'-rj 
étant  déterminées  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 

d.*(x)     d.f{x)   dMx)     d.F(a:)  . 
^  =   fa  •>    cix   ~   dx  1  »   *a    seconde  courbe 

aura  avec  la  première  un  contact  du  premier  ordre  ,  et 
qu'aucune  autre  courbe  ne  pourrait  en  approcher  da- 
vantage, à  moins  d'être  assujettie  aux  mêmes  conditions. 
On  verra  également  que  si  l'on  satisfait  de  plus  aux  équ*- 

1,0118  -dS—dï  '  —>  -d&-  ^esdeuxeourbes 

auront  un  contact  du  second  ordre ,  et  qu'aucune  autre 
courbe  ne  pourrait  approcher  davantage  delà  première, 
à  moins  d'être  assujettie  aux  mêmes  conditions.  Et  ainsi 
de  suite. 

232.  Le  contact  d'une  courbe  quelconque  avec  un 
plan  peut  être  considéré  de  la  même  manière.  Les 
tions  de  la  courbe  proposée  étant  toujours 
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soit  en  général 

z — z'=w  (x — x!)-\-n{y—y) 

l'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point  de 
la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x  y  z' .  Si  l'abscisse 
devient  xr-^-ht  on  aura  pour  le  point  correspondant 
<ie  la  courbe 

et  pour  le  point  du  plan  qui  répond  aux  abscisses  x+h  et 

,    (dy.  tty  h*  \ 

Prenant  maintenant  la  différence  des  valeurs  de  z  qui 
appartiennent  au  plan  et  à  la  courbe ,  on  trouve  pour 
l'expression  de  la  diflérence 

rdz'        <*/\    (d>z'  <ry\h% 

U?-m-*^r+  \dï*-n^)ï+etc' 

Si  Ton  veut  donc  en  premier  lieu  que  le  plan  soit  tan- 
gent à  la  courbe,  il  faudra  que  les  constantes  m ,  n  satis- 
fassent à  l'équation 

dz'  dy 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  équation  exprime 
que  le  plan  doit  passer  par  la  tangente  à  la  courbe,  en 
se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  n°  213,  et  ayant  égard 
aux  équations  de  la  tangente  données  n°  22k. 

Cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  m  et  n,  et 
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effectivement  il  existe  une  infinité  de  planrpaasant  par 

la  tangente  qui  tous  touchent  la  courbe.  Mais  si  l'on  pose 
encore  l'équation 

on  établira  entre  la  courbe  et  le  plan  le  contact  le  plus 
intime  qu'il  soit  possible,  aucun  autre  plan  ne  pouvant 
passer  entrecelui-ci  et  la  courbe. On  tire  de  cette  seconde 
éqflhion ,  réunie  à  la  précédente , 

dz'  <ry 

dxn  dx>  dx*~~dx  dx* 

m=  dy  ' 

dx"  dx* 

ce  qui  donne  pour  l'équation  du  plan  nommé  plan  os- 
efe/afetfr,  parce  qu'il  a  ttn  contact  du  second  ordre  avec 
la-  courbé , 

<ty        /dz1  d^y   dy  étz,\!     .  <?z'f 

233.  Dans  ce  qui  précède  x  est  prise  pour  1.1  variable 
indépendante,^  et  z  sont  regardées  comme  des  fonctions 
de  x.  Si  Ion  veut  regarder  x,jr*  zf  comme  des  fonctions 
d'une  autre  variable  indépendante  quelconque,  on  oh* 
tiendrait  l'équation  du  plan  osculateur  qui  convient  à  ce 

aV  d1/    dt'  cTz' 
cas  en  remplaçant  j-p,  ^~£et5y>        Par  Ie5  expres- 
sions données  n°  74  pour  le  changement  de  la  variable  in- 
dépendante. Mais  on  y  parviendra  plus  simplement  en 
\  remarquant  que  l'équation  générale  d'un  plan  passant 

par  le  point  èe  la  courbe  ayant  pour  coordonnées  xty,t' 
est 

A  (x— a/)4-B(,y— />fz— *'=0 , 
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et  donne  pour  ses  deux  équations  difFérehtieliès  du  pre- 
mier et  du  second  ordre,  en  faisant  également  varier 

x,y  et  z , 

Adx  +Bdy  +dz  =0 
Ad'x+BcTf+d'z^O. 

Or,  le  plan  sera  le  plan  osculateùr  demandé  si  ces  deux 
équations  diflérenti elles  sont  satisfaites  par  les  valeurs 
dx\  dy,  dz  et  <Cx \  d*yy  d%z'  appartenant  à  la  courbe 
Déterminant  donc  les  constantes  A  et  B  par  les  deux 
équations 

KdjJ  +Bdy  -Hfc'=0 
A<f xf+B<ry+dz=iQ , 

et  substituant  leurs  valeurs  dans  l'équation  générale  pré- 
cédente ,  il  viendra 

(  dytTz'—dz'iTy  )  (  x-  jJ  )  +  (  dz'fx'—dxctz'  )  (y— y  )  + 

+  (  dx'dfy—dydrx')  (  z— z)=o 

pour  l'équation  du  plan  osculateùr. 

Si  Ton  prenait  x  pour  la  variable  indépendante,  on 
devrait  supposer  dans  cette  équation  JV  =  0  :  on  re- 
trouverait ainsi  celle  qui  a  été  donnée  dans  le  numéro 
précédent. 

23fc .  Considérons  maintenant  le  contact  de  la  courbe 
à  double  courbure  proposée  avec  une  surface  épbérique 
dont  l'équation  générale  est 

a,  6,  7  désignant  les  coordonnées  du  centre,  et  p  le 
rayon.  Si  cette  surface  passe  par  le  point  de  la  courbe 
dont  x  ,  y  ,  z  représentent  les  coordonnées ,  on  aura 
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De  plus  si  elle  touche  la  courbe  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre  déduit  de  celle-ci  en  faisant  varier 
seulement  x',  /,  z\  qui  est 

(<*— x')  ^'+c5-(ry/+(7-2V»=o, 

devra  être  satisfaite  par  les  valeurs  de  dx\  d/t  dz  ap- 
partenant aux  points  de  la  courbe.  Ainsi  toute  surface 
spbérique  déterminée  de  manière  que  a,  6,  7  et  p  satis- 
fassent à  ces  deux  équations  touchera  la  courbe  propo- 
sée. On  voit  d'ailleurs  par  le  n*  225  que  la  seconde  de 
ces  équations  indique  que  le  centre  de  la  surface  sphé- 
rique  doit  se  trouver  sur  le  plan  normal  à  la  courbe 
proposée. 

235.  Si  la  surface  sphériquc  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  courbe  proposée ,  il  faudra  que  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  déduite  de  la  précédente  , 
qui  est 

dxn+dy+dz"—(z—x')  </V— (S-/)  dty-{y-z')dtz'=0, 

soit  encore  satisfaite  par  les  valeurs  des  différentielles  de 
x'*y^  z\  tirées  des  équations  de  la  courbe.  Supposant 
donc  ces  différentielles  déterminées  de  cette  manière , 
toute  surface  spbérique  pour  laquelle  « ,  6,  7  et  p  satis- 
feront aux  équations  précédentes  aura  un  contact  du 
second  ordre  avec  la  courbe  proposée.  H  est  évident , 
d'ailleurs ,  que  la  dernière  équation  qui  vient  d'être  ob-  # 
tenue  étant  déduite  par  la  différentiation  de  l'équation 
du  plan  normal  à  la  courbe ,  et  passant  par  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  x',  y,  z',  cette  même  équation  ap- 
partient au  plan  normal  à  la  courbe  passant  par  le  poinl 
dont  les  coordonnées  sont  x'  +  dx'.y  +  df,  z'  +  dz'. 
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On  en  conclut  que  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  doit 
être  situé  sur  la  ligne  droite ,  qui  est  l'intersection  des 
deux  plans  normaux  appartenant  à  deux  points  de  la 
courbe,  dont  la  distance  est  supposée  plus  petite  que 
toute  grandeur  donnée. 

236.  Si ,  par  le  centre  d'une  sphère  tangente  à  une 
courbe  proposée  au  point  m,  et  par  la  tangente  menée 
à  la  courbe ,  au  même  point ,  on  fait  passer  un  plan,  ce 
plan  coupera  évidemment  la  sphère  suivant  un 
grand  cercle  qui  sera  également  tangent  à  la  courbe. 
Ainsi  une  courbe  quelconque  a  une  infinité  de  cercles 
tangents  dont  les  centres  sont  tous  placés ,  sur  le  plan 
normal ,  à  cette  courbe. 

Parmi  toutes  les  sphères  tangentes  à  la  courbe  propo- 
sée ,  nous  distinguons  les  sphères  osculatrices ,  dont  les 
centres  sont  placés  sur  l'intersection  commune  de  deux 
plans  normaux  consécutifs  ;  mais ,  de  plus ,  parmi  les 
sphères  osculatrices,  nous  distinguerons  celle  de  ces 
sphères  dont  le  rayon  est  le  plus  petit  de  tous ,  et  dont 
le  centre  est  situé  dans  le  plan  osculateur  mené  au  point 
m  de  la  courbe  proposée.  Le  grand  cercle  suivant  lequel 
cette  sphère  est  coupée  par  le  plan  osculateur  est  non- 
seulement  tangent  à  la  courbe  proposée  dans  le  point  m, 
mais  de  plus  il  a  en  ce  point  un  contact  du  second  or- 
dre avec  cette  courbe ,  puisqu'il  est  l'intersection  com- 
mune de  deux  surfaces  qui  ont  elles-mêmes  avec  la 
courbe  un  contact  du  second  ordre.  Par  conséquent  ce 
cercle  est  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  proposée ,  et  il 
en  mesure  la  courbure.  On  obtiendra  évidemment  le 
cercle  osculateur  dont  il  s'agit  si  aux  conditions  établies 
ci-dessus  pour  la  détermination  des  quantités  a ,  6,7,  p , 
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aû  ajoute  cette  que  l'équation  du  n*  Î33  soit  satisfaite 
quand  on  suppose  x  /t=e,  z^y.  Ainsi ,  les  coor- 
données du  centre  et  le  rayon  du  cercle  osculateur  se- 
ront donnés  par  les  quatre  équations 

(a— ^'+(7— 
<£r  (a— .r        (6  —y)  +dz  [y— z) = 0 

X  (a— *)+Y  (6-jO+Z  (7~z)=0. 

Nous  supprimons  les  accents  pour  plus  de  simplicité; 
nous  remplacerons  dx% 4-  dy\dz%  par  sa  valeur  et 
nous  posons  pour  abréger 

\=dydtz—dzdty,  Y=dzc?x—dxd1z,  Z^dxiïy—dytfjc. 

m 

On  en  déduit  par  l'élimination 

ds%{Ydz— Zdy) 


xvr+z* 

e_  _  ds\Zdx-Xdz) 

7  X'+Y»+Z' 
^  V/(Y^^Z^)V(Z^~X^)^(X^r-Y^r)' 

f  ~~  X'+r+z* 

Remarquons  maintenant  que 
Y<fc — Z^ =(dzdta:—dxd,z  )dz— {dxd,y—dy(Tx)dy 

^(<lx*+dyM^z%)d'x--^{dx£rx+4yd'y+dzd*zï 

=ds*i?x-dxds  <?*=ds\d(^  ; 

de  même 

Zdx-Xdz^&Wy-^ydsd's^ds'.d 
Xdy—Ydx=ds%diz—dzdsdts=d^.d(^j  ; 
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et  par  conséquent 

« 

De  plus  on  trouve  également 

xa+r+z•=^[(^^a:)•+«r)a+(^2),-(^5)•]. 

Ainsi ,  les  expressions  précédentes  peuvent  s  écrire 


a — jc= 


*    Z     (<f4f)'+(<^)J+(ifx)*—  (c?s)* 

 ds\   

p= — 

Ces  expressions  conviendront  au  cas  particulier  où  Ton 
prendrait  l'arc  s  pour  la  variable  indépendante ,  c'est-à- 
dire  ds  pour  différentielle  constante,  en  faisant  tTs=:Qt  et 

par  conséquent  remplaçant  d P** 

ttoc  <Fy  cTz 

diylù>ds~ 

237.  On  peut  d'ailleurs  parvenir  directement  à  ces 
expressions  en  étendant  à  une  courbe  quelconque  les 
notions  qui  ont  été  présentées  dans  le  n°  185,  pour  le 
cas  d'une  courbe  tracée  dans  un  plan.  Considérant  trois 
points  consécutifs  delà  courbe,  savoir,  le  point  l(fig.  42), 
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dont  les  coordonnées  sont  x ,  y,  z  ;  le  point  m9  dont  les 
coordonnées  sont  x+dx ,  y-\~dy,  z-\-dz  ;  et  le  point  n, 
dont  les  coordonnées  sont  x+-<2dx+dtx ,  y-\-^djc-{-dy , 
z+Sdz+d'z.  Dans  l'intervalle  Im,  représenté  par  <fc , 
la  courbe  est  regardée  coïncidant  avec  la  tangente  menée 
au  point/,  et  dans  l'intervalle  mn,  représenté  par 
ds+d*s,  la  courbe  est  regardée  comme  coïncidant  avec 
la  tangente  menée  au  point  m.  Le  plan  qui  contient  les 
deux  tangentes  Im,  mn,  est  le  plan  osculateur  mené  à  la 
courbe  au  point/.  Si  l'on  prolonge  Im  d'un  intervalle 
mc  =  lm,  et  si  Ton  décrit  du  point  m  comme  centre 
Tare  infiniment  petit  ce,  l'intervalle   en  représen- 
tera d?s.  De  plus  on  pourra  regarder  ce  comme  une  li- 
gne droite,  et  suppposer  dro£s  les  angles  que  cette 
ligne  forme  avec  me  et  mn,  puisqu'ils  ne  différent  d'un 

angle  droit  que  d'une  quantité  infiniment  petite.  Enûn 
ce 

le  rapport-^  donne  la  valeur  de  l'angle  de  contingence, 
(  voyez  n°  182),  en  sorte  que 

ce       ds  ds% 

cm       J*    0U  ~cê' 

p  désignant  toujours  le  rayon  de  courbure.  Cela  posé, 
si  l'on  remarque  que  les  coordonnées  du  pointe  sont 
x+%dx,jr+2dy,  z+Zdz,  on  voit  que  les  projections  de 
en  sur  les  axes  des  x,  des  7  et  des  z  sont  d*x9(£yt  £z. 
Donc 

et  par  conséquent 

ce  =  V(<ïx)1'+{try)%+  («/V— 

d  où  résulte 

ds% 

V(drx)a-H<fy)9-H<T:f—  (<fs)9 
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Pour  déterminer  maintenant  la  direction  du  rayon  de 
courbure ,  qui  est  parallèle  à  ce,  on  remarquera  que  les 
cosinus  des  angles  formés  par  Im  avec  les  axes  sont  res- 
pectivement et  que  les  cosinus  des  angles 

dx     .  /  dx\  dy 
formés  par  mn  avec  les  axes  sont  -jr+ «  \"5T  J'  "27 

^(^j)'  ^+**(~<ï0  *^ais  si>  ^anS  *e  lrian&k  mce> 
me  et  me  étaient  égaux  à  l'unité ,  les  projections  de  ces 
lignes  sur  chaque  axe  seraient  égales  aux  cosinus  des 
angles  qu'elles  forment  avec  Taxe.  Les  projections  de 
ce  seraient  donc  égales  aux  différences  de  ces  cosinu$  ; 
d'où  il  résulte  qu'en  multipliant  ces  différences  par  cm, 
ou  ds  ,  on  aura  les  projections  de  ce.  Ainsi  représentant 
comme  ci-dessus  par  >,  v,  les  angles  formés  par 
le  rayon  de  courbure  avec  les  axes  des  x ,  des  y  et 
des  z  y  on  a 

ce.co&à=ds.d(^^t  ce. cas. ^=ds.d(^^f  ce.cos.v=ds*d(~^\ 

ds* 

ou  puisque  ce  = — , 


m 

238.  On  conclut  d'ailleurs  de  ces  équations 

expression  remarquable  de  l'angle  de  contingence  dans 
une  courb*  à  double  courbure. 

16 
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On  voit  également  que  l'expression  du  rayon  de 
courbure  p  peut  être  présentée  sous  la  forme 

■ 

ce  que  Ton  conclurait  également  des  transforma- 
tions qui  ont  été  données  au  commencement  du 
numéro  236. 

Remarquons  de  plus  que  si  nous  représentons  comme 
dans  le  n°  223  par  a ,  6 ,  7  les  angles  formés  par  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  xty,  z;  si  nous  appelons  w  l'angle  de  contin- 
gence ,  et  enfin  si  nous  avons  égard  aux  expressions  de 
cos.  a ,  cos.  6,  cos.  7,  données  na  228,  l'expression  précé- 
dente se  transformera  en 

l/^.cos.aJ'-H^.cos.êj'-f^cos^/)". 

Cette  formule  peut  d'ailleurs  être  obténue  directement 
en  remarquant  que 

cos.4>=co9.3t(cos  a4^.cos.»)+cos.€(cos.S+rf.cos.6)+cos.y(cos.7 

+<*.cos.7),  . 

et  que  l'on  a  généralement  cos.  w=cos.  — sin.'^  », 
d'où  1— cos.w  =  2  sin.*  \  *>.  Donc 

(2 sin .  ~  »)'=a — 2cos .  %  (cos. a+rf.cos .  0 )  — 2cos. 6(cos . 6+d.cos .  <5) 

— 2cos.7Ccôs./+rf.cos.7) . 

Or  on  peut  mettre  à  la  place  du  nombre  2  la  quantité 

cos.^4<os.*^>s/74-(cos.a4^.cos.a),+(cos.ç^.cos.6),4-(cos.y 
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réduisant  ensuite ,  et  remarquant  que  l'angle  *>  étant 
supposé  infiniment  petit(2sin.  ;w)l=w',  on  retrouve 
la  formule  précédente.  Cette  formule  exprime  géné- 
ralement l'angle  infiniment  petit  compris  entre  les 
deux  positions  infiniment  voisines  d'une  ligne  dont  les 
angles  avec  les  axes  sont  exprimés  par  a ,  € ,  7. 

239.  Les  résultats  précédents  se  rapportent  à  la 
première  courbure  de  la  courbe  proposée ,  qui  a  lieu 
clans  le  sens  du  plan  osculateur.  Remarquons ,  main- 
tenant, que  deux  plans  osculateurs  consécutifs  com- 
prennent entre  eux  un  angle  infiniment  petit,  qui 
donne  la  mesure  de  la  seconde  courbure  de  cette  courbe. 
Soit  n  cet  angle,  et  rappelons-nous  que  l'équation  du 
plan  osculateur,  telle  qu'elle  est  écrite  dans  le  n°  236 , 
étant 

X(a_.r)+Y(Ç-r)+Z(7-^=0 , 

les  cosinus  des  angles  foYmés  par  la  normale  à  ce  plan 
avec  les  axes  des  X ,  des  et  des  z  sont  représentés  res- 
pectivement, d'après  le  n"  216,  par 

x  y  z 


(/X'+Y'+Z'  J/'X'+Y'+Z' 

L'angle  n  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  étant 
égal  à  l'angle  des  deux  normales  à  ces  plans ,  nous 
aurons  donc,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  pré- 
cédent , 

— x+u— ±—)'+(d.  — z—  y, 

\     V/X'+Y'+ZV    V    f/X'+Y'-fZV    V  i/TCvr+ZV 
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ou  en  développant ,  et  ayant  égard  aux  réductions  <pu 
s'opèrent , 

_  )/(X'+Y'+Z')  (dX'+dY'+dP)  —  QLdX.+YdY+ZdZf 

n  x'+Y'+z*  ; 

ou  bien  encore 

n  X'+YN-Z* 

Mais  on  trouve  facilement 

<nL=dyd>z-dzd}y,  dY=dzd?x—dxdH,  dZ=dx#y-¥: 
puis 

XdY—YdX  _  ZJX—XdZ  YdZ—ZJY 

rfz 

dz{d'xdsy—diydix)  +dy[efzdsx—dtxdsz)  +dx{(tyd,z— 
et  par  conséquent 

dz{t?xdly— £yd>x)-\-dy{étzd>  x^xd>z)\dx\fiyfri-b*[ 

Si  Ton  désigne  par  P  le  rapport  de  l'élément  ds  de  l'arc 
de  la  courbe  à  l'angle  a  compris  entre  les  deux  plans  os- 
cillateurs qui  répondent  aux  points  placés  aux  extré- 
mités de  cet  élément ,  rapport  que  Ton  nomme  quelque- 
fois le  rayon  de  la  seconde  courbure ,  ou  si  l'on  pa* 
ds 

—  —Ci    on  aura  donc 
P 

 {dxd^y^dyçtxy+jdiitx^-dxd^-^idyitz — dsfy 

~  dz{d,xd>y^diycfx)^dy(dlzd,x^crxdiz)^x(itjr^ljJ: 


La  valeur  du  rayon  de  la  seconde  courbure 
-différentielles  du  troisième  ordre  des  coordonnées  x,  ytz. 
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tandis  que  celle  du  rayon  de  la  première  courbure  dé- 
pend seulement  des  différentielles  du  second  ordre. 

240.  Si  l'on  a  pour  tous  les  points  d'une  ligne  quel- 
conque 1  équation 

(dxd,y—dyd,xïMdzi?x—dxtrz)%+(dyd,z—dzdtyy=zO, 
ou  (  ce  qui  revient  au  même)  l'équation 

il  en  résultera ,  d'après  les  n°*  236  et  237 ,  que  le  rayon 
P  de  la  première  courbure  sera  infini ,  ou  que  deux  élé- 
ments consécutifs  de  la  ligne  comprendront  toujours 
entre  eux  un  angle  nul,  c'est-à-dire  seront  placés 
dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre.  L'une  et  l'autre  des 
équations  précédentes  expriment  donc  d'une  manière 
générale  la  condition  analytique  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  valeurs  des  coordonnées  x ,  y,  zt  pour  qu'elles 
puissent  appartenir  à  une  ligne  droite. 

241.  Si  l'on  a  pour  tous  les  points  d'une  ligne  l'é- 
quation 

dz{£x<Ty— ityd>x)+dy(dkzdlx— d%x(?z)+dx{d'yd,z—dtzdy)=zO, 

il  en  résultera ,  d'après  le  n°  239 ,  que  le  rayon  P  de  la 
seconde  courbure  est  infini ,  ou  que  deux  plans  oscilla- 
teurs  consécutifs  comprennent  entre  eux  un  angle  nul , 
c'est-à-dire  coïncidant  l'un  avec  l'autre.  Cette  équation 
exprime  donc,  en  général,  la  condition  analytique  à 
laquelle  doivent  satisfaire  les  valeurs  des  coordon- 
nées x ,  yy  z,  pour  qu'elles  puissent  appartenir  à  une 
courbe  plane. 
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2fc2.  D'après  les  n°*234>  et  235 ,  si  l'on  veut  qu'une  sphère 
«lit  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  propo- 
sée dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  ,  jr,  z ,  il 
faudra  que  les  coordonnées  «,6,7,  du  centre  de  la 
sphère ,  et  son  rayon p ,  satisfassent  aux  trois  équations 

(a-x)^H6-r)'+(r-s)*=P 

#  ds%— (Tx(x— x)— <fy(6— d'z{y—z)=0. 

La  détermination  d'une  sphère  dépendant  de  quatre 
constantes ,  tandis  que  l'on  doit  satisfaire  à  trois  équa- 
tions seulement,  il  en  résulte  qu'il  existe  pour  chaque 
point  de  la  courbe  proposée  une  infinité  de  sphères  05- 
culatrices.  Toutes  ces  sphères  ont ,  comme  on  Ta  vu  ci- 
dessus,  leurs  centres  placés  sur  une  ligne  droite,  qui  est 
l'intersection  des  deux  plans  normaux  consécutifs  menés 
à  la  courbe  proposée  dans  les  deux  points  dont  les  coor- 
données sont  xt  jr,  z,  etx+dx,  y+dy>  z+dz.  Cetle 
ligne  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z. 

On  peut  se  représenter  l'ensemble  des  plans  normaux 
menés  à  tous  les  points  de  la  courbure  proposée ,  le» 
lignes  droites  qui  sont  les  intersections  des  plans  nor- 
maux consécutifs ,  et  la  sur/ace  dèveloppable  formée 
par  l'ensemble  de  ces  lignes  droites.  Chaque  plan 
normal  touche  cette  surface  dans  toute  l'étendue  de 
l'arête  rectiligne  appartenant  à  ce  plan.  Cette  arête  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  menée  au  point  de  la  courbe 
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proposée  par  laquelle  passe  le  plan  normal  ;  et  elle  est 
le  lieu  des  centres  de  toutes  les  sphères  osculatrices  ap- 
partenant à  ce  point.  Ainsi  Ton  peut  dire  que  la  surface 
développable  dont  il  s'agit ,  formée  par  les  intersections 
successives  des  plans  normaux  de  la  courbe  proposée , 
est  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  de  cette 
courbe.  Si  l'on  se  place  en  un  point  quelconque  ?  de  la 
surface ,  et  que  l'on  mène  de  ce  point  une  normale  à  la 
courbe  proposée  qui  la  rencontre  au  point  m  ,  la  sphère 
décrite  du  point  u  comme  centre,  avec  pm  pour  rayon  , 
aura  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe.  ■ 

D'après  ce  qui  précède ,  on  peut  considérer  dans  les 
équations  précédentes  a,  6,7,  comme  des  coordonnées 
variables  appartenant  à  tous  les  points  de  la  surface , 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices.  On  obtien- 
drait l'équation  de  cette  surface  en  joignant  aux 
équations 

dœ(*-x)^y<$-y)+dz{T--z)=() 
ds — (Tx{a. — x)—cFy[& — y) — ffzfy— z)s=0 , 

les  deux  équations  de  la  courbe  proposée.  On  aurait 
ainsi  quatre  équations  au  moyen  desquelles  on  pourrait 
éliminer  x y,  z  :  il  resterait,  après  cette  élimina- 
tion, une  équation  en  a,  6,  «y,  qui  serait  l'équation 
cherchée. 

2&3.  Les  équations  précédentes  subsistant  toutes  les 
fois  que  l'on  donne  h  x,  y,  z  des  valeurs  qui  convien- 
nent à  un  point  de  la  courbe  proposée ,  et  que  l'on  donne 
en  même  temps  à  a  ,  6,  y  des  valeurs  qui  conviennent  à 
l'un  quelconque  des  centres  des  sphères  osculatrices  qui 
appartiennent  à  ce  point,  on  peut  les  différentier  en 
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faisant  varier  à  la  fois  x ,  y,  z  et  a ,  6, 7.  L'équation  ob- 
tenue de  cette  manière  appartiendra  encore  à  la  surface» 
■  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices .  En  difleren tiant 
ainsi  la  première  équation ,  et  supprimant  les  termes 
qui  sont  nuls  en  vertu  de  la  seconde ,  on  a 

dxda+dyd£->rdzd"i = 0 . 

Cette  équation  différentielle  met  en  évidence  la  nature 
delà  surface  dont  il  s'agit.  Posons  ds  =  [/dx%+dy+dz*  et 
de  =  [/  da+dV+dy ',  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

dx  dx  %dy  d%  dzdy 
ds  da    *'ds  de     ds  du 

et  Ton  voit  qu'elle  exprime  que  dans  quelques  sens  que 
l'on  se  déplace  sur  la  surface  à  partir  du  point  »  qui  est 
le  centre  d'une  sphère  osculatrice  appartenant  au 
point  m  de  la  courhe  proposée ,  l'élément  rectiligne  ds. 
que  l'on  décrira ,  sera  perpendiculaire  à  l'élément  ds  de 
cette  courhe ,  qui  est  placé  au  point  m.  Cette  propriété 
résulte  effectivement  de  ce  que  la  surface  est  touchée  pir 
le  plan  normal  à  la  courhe  au  point  m  dans  toute  1  éten- 
due de  la  ligne ,  qui  est  le  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices  appartenant  à  ce  point. 

244.  Considérons  maintenant  les  lignes  qui  peuvect 
être  des  développées  de  la  courbe  proposée,  celle-ci  éunt 
leur  développante ,  en  conservant  à  ces  expressions  le 
sens  qui  leur  a  été  donné  dans  les  n°'  186  et  suivant* 
On  suppose,  toujours  qu'un  fil  ayant  été  enveloppé  sur 
une  première  courhe ,  on  le  développe  en  maintenant 
constamment  ce  fil*  tendu.  Chaque  point  du  Cl  décrit 
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alors  une  seconde  courbe  que  Ton  nomme  développante, 
tandis  que  la  première  courbe  est  nommée  développée. 
Le  caractère  géométrique  de  la  développée  consiste  donc 
seulement  dans  ces  deux  circonstances  :  loque  chaque 
point  p  de  la  développée  est  le  centre  d'un  cercle  tangent 
au  point  correspondant  m  de  la  développante  ;  2°  que  le 
rayon      touche  la  développée  au  point  p. 

D'après  cela  on  reconnaît  d'abord  qu'une  développée 
de  la  courbe  proposée  doit  nécessairement  se  trouver  sur 
la  surface  développable  qui  est  le  lieu  des  centres  des 
sphères  osculatrices.  Car  soit  /,  m,  zj,  etc.,  plusieurs  points 
contigus  de  la  courbe  proposée  (fig.  fc2) ,  et  "k ,  p,  v,  etc., 
les  points  correspondants  de  la  développée.  Les  points 
v,  etc.,  devant  être  les  centres  de  cercles  tangents 
h  la  courbe  proposée  en  /,  m,  n,  etc.,  devront  se  trouver 
respectivement  sur  les  plans  normaux  menés  à  la  courbe 
proposée  aux  points  /,  m,  zi,  etc.  Donc  on  passe  d'un 
point  de  la  développée  à  on  autre  ,  en  passant  d'un  plan 
normal  au  plan  normal  contigu ,  c'est-à-dire  en  s'avan- 
çant  sur  la  surface  formée  par  les  intersections  succes- 
sives des  plans  normaux.  Si  nous  regardons  les  coor- 
données a ,  €,  7  non  plus  comme  appartenant  à  un  point 
quelconque  de  cette  surface,  mais  à  l'une  des  dévelop- 
pées dont  il  s'agit,  il  faudra  donc  admettre  en  premier 
lieu  que  ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 

► 

djc{z—x)+dy  $—y)+dz{*t—z)  =o 
d?  «(«—or)— tfy(G—, y)—<T  s(v— s)=0  ; 

et  de  plus  qu'elles  satisfont  à  la  condition  que  le  rayon 
mené  du  point  de  la  développée  au  point  correspondant 
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de  la  courbe  proposée  soit  tangent  à  la  développée.  Cette 
dernière  condition  s  exprimera  en  posant 


dix.       a — X 

d*  ?>—y 

±L  = 

7-I 

d*~     p  ' 

de  o 

du 

P  ' 

d%      a — x 

da  a—X 

dS 

d'i       y  —  Z  * 

• 

7 — z 

L'une  quelconque  de  ces  équations  étant  réunie  aux 
deux  précédentes  et  aux  équations  delà  courbe  proposée, 
on  aura  cinq  équations,  dont  on  pourra  éliminer  x,  y,  z. 
11  restera  deux  équations  en  «,  6,7,  qui  appartiendront 
à  la  développée.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  ces 
deux  équations  seront  des  équations  différentielles. 
Ainsi ,  elles  ne  déterminent  pas  une  certaine  développée. 
Elles  expriment  d'une  manière  générale  les  caractères 
géométriques  qui  appartiennent  à  toutes  les  dévelop- 
pées de  la  courbe  proposée  dont  la  surface  dévcloppa- 
ble  qui  contient  les  centres  des  sphères  osculatrices  est 
le  lieu  ,  et  qui  sont  en  nombre  infini.  Quanta  la  manière 
de  déterminer  en  termes  finis  les  équations  d'une  cer- 
taine développée  passant  par  un  point  que  Ton  se 
serait  donné  arbitrairement  sur  la  surface  qui  les  con- 
tient toutes  ,  cett«  recherche  dépend  du  calcul  intégral. 

Il  est  visible ,  d'ailleurs ,  qu'en  concevant  la  courbe 
proposée  et  la  surface  développable  lieu  des  centres 
des  sphères  osculatrices  existant  dans  l'espace ,  on  pour- 
rait facilement  tracer  sur  la  surface  une  développée 
quelconque  de  la  courbe.  En  effet,  attachant  un  fil  au 
point  /  de  la  courbe  ,  et  maintenant  ce  fil  tendu  ,  on  le 
dirigera  de  manière  qu'il  vienne  toucher  la  surface;  et 
il  pourra  la  toucher  en  un  point  quelconque  X  de  la 
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droite  appartenant  à  cette  surface,  qui  est  située  dans 
le  plan  normal  à  la  courbe  au  point  /.  On  appliquera 
ensuite  le  fil  sur  la  surface  en  le  maintenant  constam- 
ment tendu.  La  ligne  obtenue  de  cette  manière  sera  évi- 
demment la  développée.  Elle  sera  une  ligne  de  plus 
courte  distance  sur  la  surface  développable  ;  et  si  Ton 

•développait  cette  surface  eDe  deviendrait  sur  le  déve- 

^  ioppement  une  ligne  droite. 

245.  Le  tracé  d'une  développée  peut  encore  s'opérer 
de  la  manière  suivante  :  Soient  /,  m,  n,...  plusieurs 
points  contigus  de  la  courbe  proposée.  Ayant  mené  un 
premier  rayon  \  /,  on  fera  passer  un  plan  par  ce  rayon 
et  par  l'élément  Im  de  cette  courbe  ;  puis  l'on  mar- 
quera le  point  y.  où  ce  plan  coupe  l'arête  rectiligne  de 
la  surface  développable  qui  est  située  dans  le  plan  nor- 
mal à  la  courbe  proposée  au  point  m.  On  mènera  en- 
suite le  rayon  pm,  on  fera  passer  un  second  plan  par  ce 
rayon  et  par  l'élément  mn  de  la  courbe ,  et  l'on  mar- 
quera le  point  y  où  ce  plan  coupe  l'arête  rectiligne  de 
la  surface  développable  qui  est  située  dans  le  plan  nor- 
ICnal  à  la  courbe  proposée  au  point  n.  En  continuant  de 
la  même. manière ,  les  points).,  p,  v,...  donneront  la 
courbe  cherchée. 

Supposons ,  ensuite ,  que  l'ou  développe  la  surface 
développable.  Tous  les  plans  normaux  se  rabattront  les  . 
uns  sur  les  autres  en  tournant  sur  leurs  intersections 
successibles ,  et  par  suite  de  ce  rabattement  la  courbe 
proposée  se  trouvera  réduite  à  un  seul  point,  que  nous 
désignerons  par  M.  En  effet  l'arc  Im  de  cette  courbe 
est  perpendiculaire  au  plan  normal  passant  par  le  point 
m  •  donc  dans  le  rabattement  du  plan  normal ,  suivant 
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sur  celui-ci,  le  point  m  viendra  se  placer  sur  le  point  /. 
De  même  l'arc  mn  de  la  courbe  est  perpendiculaire  au 
plan  normal  passant  par  le  point  m  :  donc  dans  le  ra- 
battement du  plan  normal  suivant  sur  celui-ci  le  point 
n  viendra  se  placer  sur  le  point  m.  Et  ainsi  de  suite.  Or 
il  est  évident  par-là  que  tous  les  rayons  M,  pm ,  v/i ,  etc., 
viendront  se  rabattre  les  uns  sur  les  autres ,  et  se  con-  • 
fondre  en  une  seule  ligne  droite,  puisque  tous  se  cou- 
pent ,  et  qu'ils  devront  tous  passer  par  le  point  M. 
Ainsi ,  toutes  les  développées  possibles  de  la  courbe  pro- 
posée deviennent  sur  le  rabattement  dont  il  s'agit  des 
lignes  droites  émanant  du  point  M  dans  lequel  cette 
courbe  s'est  concentrée ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  numéro  précédent. 

246.  Les  centres  de  la  première  courbure  de  la  courbe 
proposée ,  qui  oot  été  déterminés  dans  les  numéros 
236  et  suivants  ,  sont  nécessairement  situés  sur  la  sur- 
face développable  lieu  des  centres  des  sphères  oscula- 
trices.  Concevons  l'ensemble  des  plans  osculateurs  de  la 
courbe  proposée  :  ils  forment  par  leurs  intersections 
successives  une  nouvelle  surface  développable ,  qui  ren- 
contre à  angles  droits  la  surface  développable  dont  il  a 
été  question  ci-dessus ,  et  qui  est  formée  par  les  inter- 
sections successives  des  plans  normaux.  La  ligne  d'inter- 
section de  ces  deux  surfaces  est  le  lieu  cfes  centres  de  la 
première  courbure. 

On  doit  remarquer  que  cette  ligne  n'est  point  géné- 
ralement une  développée  de  la  courbe  proposée.  Con- 
cevons, en  efFet,  trois  points  consécutifs/,  m,  n  de  la 
courbe  proposée ,  et  les  trois  points  correspondants  f*. 
v ,  etc.,  de  la  courbe  lieu  des  centres  de  la  première  cour- 
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bure,  en  sorte  que/),  mu,  n-j,  etc.,  sont  respective- 
ment les  rayons  de  courbure  appartenant  aux  points 
/,  m,  n,  etc,  de  la  courbe  proposée.  Si  la  ligne  >p.... 
était  une  développée  de  /m/i....,  il  faudrait  que  Tare  X* 
fut  situé  dans  le  prolongement  du  rayon  mk ,  l'arc  p  dans 
le  prolongement  du  rayon  mu,  et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui 
suppose  que  le  rayon  m*  viendrait  couper  le  rayon  h 
prolongé,  que  le  rayon  m  viendrait  couper  le  rayon  m? 
prolongé  ,  et  ainsi  de  suite.  Or,  cela  ne  pourrait  arriver 
qu autant  que  les  rayons  successifs/),  mu,  ziv,  etc., 
seraient  situés  deux  à  deux  dans  un  même  plan ,  ce  qui 
n'est  point ,  puisque  chacun  de  ces  rayons  est  situé  dans 
les  plans  oscillateurs  menés  respectivement  aux  points 
/,  m,  /*,  etc.,  de  la  courbe  proposée.  Les  rayons  de 
courbure  A,  mu,  nv,  etc.,  ne  peuvent  se  rencontrer  et 
former  par  leurs  intersections  successives  une  dévelop- 
pée ,  qu  autant  que  la  courbe  proposée  est  plane ,  cas 
dans  lequel  tous  les  plans  oscillateurs  coïncident  avec  le 
plan  de  la  courbe. 

La  vérité  de  la  remarque  précédente  deviendra  encore 
plus  palpable  si  Ton  considère  le  rabattement  dont  il  a 
été  question  dans  le  n°  245.  En  eflet,  chaque  rayon  de  la 
première  courbure  de  la  courbe  proposée  est  perpendi- 
culaire à  l'arête  rectiligne  correspondante  de  la  surface 
développable  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  , 
et  daus  le  rabattement  des  plans  normaux  les  uns  sur 
les  autres ,  ce  rayon  de  courbure  et  cette  arête  ne  cesse- 
ront pas  de  se  couper  à  angles  droits.  Donc  les  rayons 
h,  mu,  wv,  etc.,  delà  première  courbure  de  la  courbe 
proposée  ne  seront  autre  chose  sur  le  rabattement  que 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur  les  inter- 
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sections  successives  des  plans  normaux.  Donc  ces  rayons 
ne  pourraient  se  confondre  en  une  seule  ligne  droite  (  ce 
qui  serait  nécessaire  pour  que  les  points  >,  »,  etc. ,  ap- 
partinssent à  une  développée),  qu'autant  que  toutes  les 
intersections  seraient  parallèles  entre  elles ,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  à  moins  que  tous  ces  plans  oscillateurs  ne 
coïncident  entre  eux  ,  c'est-à-dire  à  moins  que  la  courbe 
proposée  ne  soit  plane. 

2VT.  D'après  le  n°  235 ,  la  sphère  dont  le  rayon  p, 

et  les  coordonnées  du  centre  a ,  6,7,  satisfont  aux 

trois  équations 

(a_  xy+(Z—yy+(y— 2)W  (À) 

(x— x)djc+{S— y)dy+{y— z)dz*=:0.  ...  (B) 
ds*—{aL—x)(rx—  {Z—y)(?y—  (y— z)<fz=0.    .  (C) 

a  uncon  tact  du  second  ordreavec  une  courbe  à  double  cour- 
bure proposée  dans  le  point  de  cette  courbe  auquel  ap- 
partiennent les  coordonnées  x,y,  z.  Ces  trois  équations 
ne  déterminant  pas  entièrement  les  quatre  quantités  p, 
« ,  Z ,  7,  il  existe  une  infinité  de  sphères  osculatrices  à 
la  courbe  proposée  dont  il  s'agit.  Toutes  ces  sphères  ont 
leurs  centres  placés  sur  la  ligne  droite  intersection  des 
deux  plans  normaux  menés  à  cette  courbe  par  les  points 
dont  les  coordonnées  sont  .r,  y,  z,  et  x+dx ,  y+dyt 
z+dz.  Les  équations  (B)  et  (C)  appartiennent  respecti- 
vement à  ces  deux  plans. 

Si  l'on  continue  l'opération  par  laquelle  les  deux  équa- 
tions (B),  (C),  ont  été  déduites  de  1  équation  (A), 
c'est  -  à  -  dire ,  si  l'on  dillérentie  l'équation  (C)  par 
rapport  à  x ,  y ,  z  seules ,  on  aura  une  quatrième 
équation 

^sdts—^—x)dix-rf/i—x)^Jr'-(y'-  z)ttz=0.  (D) 


Digitized  by  Google 


—  255  — 

<pii,  étant  réunies  aux  précédentes,  déterminera  en- 
tièrement les  quantités  a,  €,  7  et  f.  La  sphère  pour  la- 
quelle les  coordonnées  du  centre  «,  €,7  satisferont  aux 
trois  équations  (B),  (C)  et  (D)  aura  un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  la  courbe  proposée  dans  le  point  de  * 
cette  courbe  dont  les  coordonnées  sont  x,y,z. 

On  doit  remarquer  d  ailleurs  que  les  centres  de 
toutes  les  sphères  ayant  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  courbe  proposée,  se  trouveront  placés  sur  l'arête 
de  rebroussement  de  la  surface  lieu  des  centres  des 
sphères  osculatrices  qui  est  produite  par  les  intersections 
successives  des  lignes  droites  ,  dont  cette  surface  est  le 
lieu.  En  effet  les  trois  équations  (B),  (C),  (D),  lorsqu'on 
y  regarde  a,  7  comme  les  variables,  appartiennent  aux 
trois  plans  normaux  menés  à  la  courbe  proposée  dans  les 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  x,  yt  z; 
x+dx,  y+dy,  z+dz;  et  x+%dx+d'x ,  y+Vdy+dy, 
z+2dz+d*z.  Le  système  des  deux  équations  (B),  (C) 
appartiennent  à  l'intersection  des  deux  premiers  plans, 
et  le  système  des  deux  équations  (C),  (D)  appartient  à 
l'intersection  du  second  et  du  troisième  plan.  Ces  trois 
équations  réunies  appartiennent  donc  au  point  commua 
à  ces  deux  intersections ,  c'est-à-dire  au  point  de  l'arête 
de  rebroussement  dont  nous  venons  de  parler.  Si  l'on  éli- 
mine x,  y,  z  des  équations  (B),  (C),  (D)  au  moyen  de  deux 
équations  de  la  courbe  à  double  courbure  proposée ,  les 
deux  équations  restantes  en  â,  6, 7  appartiendront  à  cette 
arête  de  rebroussement. 

248-  Une  courbe  à  double  courbure  quelconque  et 
l'arête  du  rebroussement  de  la  surface  développable  qui 
est  le  lieu  des  centres  de  ses  sphères  osculatrices,  ont 
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d'ailleurs  une  relation  qu'il  est  utile  de  faire  connaître. 
Remarquons,  1°  que  deux  tangentes  consécutives  à  l'a- 
rête de  rebroussement  sont  perpendiculaires  aux  deux 
plans  oscillateurs  consécutifs  correspondants  delà  courbe 
proposée  ;  car  ces  tangentes  ne  sont  autre  chose  que  les 
intersections  des  plans  normaux  à  cette  courbe  ;  2°  que 
deux  plans  oscillateurs  consécutifs  de  l'arête  de  rebrous- 
sement sont  perpendiculaires  aux  deux  tangentes  con- 
sécutives correspondantes  de  l'arête  proposée  ;  puisque 
ces  deux  plans  osculateurs  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans  normaux  à  cette  courbe.  Donc ,  1°  »  désignant , 
comme  dans  le  n°  238 ,  l'angle  de  deux  tangentes  con- 
sécutives d'une  courbe  proposée,  il  désignera  également 
l'angle  des  deux  plans  osculateurs  consécutifs  corres- 
pondants de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  lieu 
des  centres  des  sphères  osculatrices  ;  et  2°  û  désignant  „ 
comme  dans  le  u  239 ,  l'angle  de  deux  plans  osculateurs 
consécutifs  de  la  courbe ,  il  désignera  également  l'angle 
des  deux  tangentes  consécutives  correspondantes  de  cette 
arête  de  rebroussement.  Ces  propositions  ont  été  don- 
nées par  M.  Fourier. 

Exemple  de  V application  des  résultats  précédents. 

249.  Considérons  la  courbe  désignée  sous  le  nom 
d'hélice ,  qui  est  tracée  sur  la  surface  d'un  cylindre 
droit  à  la  base  circulaire ,  de  manière  à  couper  toutes 
les  arêtes  de  cette  surface  sous  le  même  angle.  Soit  R  le 
rayon  du  cylindre,  dont  nous  supposerons  que  l'axe 
coïncide  avec  l'axe  des  z ,  et  représentons  par  a  la  tan- 
gente trigonométrique  de  l'angle  constant  formé  par 
chaque  élément  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy.  Enfin 
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désignons  par*  l'angle  compris  entre  le  plan  des  xz  et  le 
rayon  du  cylindre  mené  au  point  de  l'hélice ,  dont  les 
coordonnées  sont  x,jr9  z.  La  nature  de  la  courbe  donne 
évidemment 

x=Rcos.f,    j'sRsin.c,  z=T{a£; 

d'où  Ton  déduit  pour  les  équations  en  x,y,  z  des  projec- 
tions de  l'hélice  sur  les  plans  coordonnés 

jc*+y=3V,     zsR4.arc.c0s.  ^ ,  z=Ra.arc.sin. 

Gela  posé,  si  l'on  veut  déterminer  en  premier  lieu  la 
direction  de  la  tangente  menée  à  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  on  aura,  par  les  premières 
équations , 

dx=z— Rsin.f.ift,     4r=Rcos.*.<fc ,  dz=Ka.dt. 
Donc 

dy  1  dz  a 

dx  ~~     tang.f'     dx         sTîTï 1 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n*  223,  il 
viendra 


i.l  ^  cos./ 

COS.a= —   "  COS. 


i/w 

ou  si  l'on  veut 


cos.a=— .    '    •  — ,  cos.6= 


Kt+a'R  |/ÎW  r'  VM 

D'après  cela  les  équations  de  la  tangente  seront 

t7 
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et  celle  du  plan  normal 

sin  ./(.r—  jt')— cos  .t{y—t /  )— a{z— z')  =0 . 

x\  y  t  z'  désignent  les  coordonnées  du  point  de  tangence 
m;  t  est  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x  du  rayon  0m  qui 
répond  a  ce  point.  Tous  les  plans  normaux  forment  le 
même  angle  avec  le  plan  des  xy. 

250.  En  second  lieu  ,  pour  la  détermination  du  plan 
oscillateur  et  des  rayons  de  courbure,  on  déduira  des 
expressions  précédentes 

dx=— Yiûn.t.dt,     dy=1{cos.t.dtf  dz=Tia.dtt 

et  prenant  t  pour  la  variable  indépendante, 

cTx=— Rcos. d*y=— Rsin. <fz=Oj 
tPx=Rsin.t.d^t         tfy^—Rcos.f.ift',  d?z=0} 

et  par  suite 

ds=Vi+a\Kdt ,  <f 5=0. 
dx         sin.t         dy       cos./         dz  a 
ds'       |/-j+a''     ds      \/t+a*  '     **s  {/'i^a*' 

Ainsi  l'expression  du  rayon  de  la  première  courbure  p  du 
n°  236  donne  ici 

p^l-HOR; 

et  les  expressions  de  cos.  >,  cos.  p,  cos.  v  du  même 
numéro ,  qui  détermiaent  la  direction  de  ce  rayon , 
donnent 

cos.X= — cos./,     cos.jx= — sin./,  cos.v=x0; 

d'où  Ton  conclut  que  le  rayon  de  la  première  courbure 
appartenant  à  chaque  point  de  la  courbe  est  dirigé  sui- 
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vaut  le  rayon  du  cylindre  mené  à  ce  point.  Ainsi ,  tous 
les  centres  de  la  première  courbure  sont  placés  sur  une 
hélice  qui  a  le  même  axe  et  le  même  pas  que  l'hélice 
proposée ,  mais  qui  est  tracée  sur  un  cylindre  dont  le 
rayon  est  a'R. 

L  équation  du  plan  osculateur,  n°  233,  devient 

asin./(,r — x') — acos.t{y— /')4-z— s'=0. 

Tous  les  plans  osculateurs  forment  le  même  angle  avec 
le  plan  des  xy. 

Quant  à  l'expression  du  rayon  i»  de  la  seconde  cour- 
bure ,  la  formule  du  n°  239  donne 

P=— -  R;     dou  (■=—, 
a  a 

et  comme  ce  rayon  est  dirigé  suivant  la  perpendiculaire 
au  plan  osculateur ,  les  cosinus  des  angles  qu'il  forme 
avec  les  axes  des  x ,  desj  et  des  z  sont  respecti- 
vement 

as'in.t  acos.t  1 

expressions  qui  indiquent  une  direction  perpendicu- 
laire à  la  fois  à  la  tangente  de  la  courbe  déterminée  par 
les  angles  a ,  6,  7 ,  et  au  rayon  de  la  première  courbure 
déterminé  par  les  angles  >,  *. 

Si  l'on  désignait  par  y  l'angle  cou  s  tant  formé  par  la 
tangente  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy9  on  aurait 
tang.  et  les  expressions  précédentes  s'écriraient 

plus  simplement 

cos.  7— — cos.y.sin.*.    cos.S—cos.Y.cos./ ,  cos.7=sin.M'. 

R         _  R 


—  260  — 

251 .  Considérons  maintenant  la  surface  développabk 
qui  est  le  lieu  des  centres  des  sphères  oscula triées  de  2a 
courbe  proposée.  Le  cercle  dont  le  rayon  est  Om=R 
étant  (fig.  43  )  la  base  de  l'hélice  proposée  (qui  se  projette 
en  m'n'  sur  le  plan  des  xz  ),  le  cercle  dont  le  rayon 
0a=  (I-hz')R  sera  (  la  figure  est  tracée  pour  le  cas  où  a  es: 
>  1  )  la  base  de  l'hélice  lieu  des  centres  de  la  première 
courbure  qui  se  projette  en  pV  sur  le  plan  des  xz.  m*  et 
m'p'  seront  les  deux  projections  du  rayon  de  première 
courbure  appartenant  au  point  de  l'hélice  proposée  dont 
les  projections  sont  m,m'.  Gela  posé ,  la  surface  dévelop- 
pable  qui  contient  les  centres  des  sphères  oscula  tri  ces 
n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  intersections  successives 
des  plans  normaux  à  l'hélice  proposée  menés  par  tous  les 
points  de  cette  courbe.  Et  comme  tous  ces  plans  forment 
le  même  angle  avec  le  plan  des  xy,  la  surface  qui  est 
lieu  de  leurs  intersections  successives  est  une  surface 
hélicoide ,  cette  dénomination  étant  appliquée  à  toute  ( 
surface  décrite  par  le  mouvement  d'une  ligne  ou  d'une 
.  autre  surface  dont  un  point  parcourt  une  hélice ,  tanàs 
que  les  parties  de  la  ligne  ou  de  la  surface  tournent  an- 
tour  de  l'axe  de  cette  hélice.  De  plus ,  les  intersections 
successives  dont  il  s'agit  ont  toutes  un  point  placé  dans 
l'hélice  projeté  en  p',v',  qui  est  le  lieu  des  centres  de  la 
première  courbure  de  l'hélice  proposée.  Toutes  forment 
le  même  angle  avec  le  plan  des  xy9  et  elles  sont  toutes 
perpendiculaires  au  rayon  du  cylindre  sur  lequel  l'hé- 
lice projetée  en  pV  est  tracée.  Donc  elles  ne  sont  autre 
chose  que  les  tangentes  de  cette  hélice ,  qui  est  le  lieu  de 
leurs  intersections  successives,  c'est-à-dire  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  développa  ble.  f*r  et  pV  re- 
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présentent  sur  la  figure  les  projections  de  la  tangente  au 
point  fi,/.  Les  points  r  où  ces  tangentes  rencontrent  le 
plan  des  xy  forment  sur  ce  plan  une  courbe  composée  de 
deux  branches  ™ ,  tV  qui  sont  des  développantes  du 
cercle  dont  Op  est  le  rayon.  On  voit  par  ce  qui  précède 
que  la  surface  développable  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices  est  partagée  en  deux  nappes  distinctes  par 
l'hélice  lieu  des  centres  de  la  première  courbure  qui  est 
son  arête  de  rebroussement.  Ces  deux  nappes  ne  pé- 
nètrent point  dans  le  cylindre  dont  Op  est  le  rayon,  mais 
elles  s'étendent  à  l'infini  dans  tous  les  sens  au  dehors 
de  ce  cylindre  dont  elles  rencontrent  la  surface  à 
angles  droits. 

On  peut  trouyer  l'équation  de  la  surface  lieu  des  cen- 
tres des  sphères  osculatrices  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  à  la  fin  du  n°  242.  Si  dans  les  équations 

dx{x — jc)+dy(% — y)+dz  (y — s) =0 

qui  appartiennent  à'  deux  plans  normaux  consécutifs 
de  l'hélice  proposée,  on  met  pour  xt  yt  z,  et  leurs 
différentielles,  les  valeurs  précédentes  en  t ,  il  viendra 

asm     6cos./=a(7— Ra/) 
ocos.f +€sin./  =— a'R. 

Le  système  de  ces  deux  équations  représente  évidem- 
ment la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  normaux 
consécutifs  menés  au  point  de  l'hélice  proposée  projeté 
en  m,  m',  c'est-à-dire  la  tangente  menée  au  point  projeté 
en  p,p'à  l'hélice  lieu  des  centres  de  la  première  courbure. 
La  seconde,  qui  ne  contient  que  a  et  « ,  est  l'équation  de 
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la  projection  de  cette  tangente  sur  le  plan  des  xy,  et  011 
reconnaît  aisément  qu'elle  appartient  à  la  tangente  /rr, 
menée  par  le  point  a  au  cercle  dont  le  rdyon  est  0>  ou 
a  R ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Si  Ton  élimine  t  entre  ces  deux  équations,  le  résultat 
conviendra  à  toutes  les  lignes  d'intersection  quelles 
représentent,  ou  à  la  surface  développable  qui  en 
est  le  lieu.  Pour  effectuer  cette  élimination ,  on  ajoutera 
les  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré,  ce  qui 
donnera 

d'où  Ton  déduit 

et  en  mettant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  il 
viendra 

— (4 *  viSR-*-»-  (4  *  ^w^y-^ 

pour  l'équation  demandée  de  la  surface  développable. 

Remarquons  que  si  l'on  fait  7=0  dans  1  équation 
précédente  a'-f-ê*  =  a4R*4a*  (7 — Ra£)',  le  résultat, 
qui  est 

appartiendra  aux  points  7,  où  les  intersections  successives 
des  plans  normaux  qui  répondent  à  chaque  valeur  de  l'an- 
gle tt  et  qui  forment  la  surface  développable,  rencon- 
trent le  plan  des  xy.  Or  \/ a+€\  représentant  la  dis- 
tance Or,  tandis  que  aR  est  représenté  par  O/i,  on  con- 
clut que  la  distance  fxr  doit  être  égale  au  développement 
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de  l'arc  t  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  a*R,  ou  que  la 
courbe  t<t  doit  être  une  développante  de  ce  cercle,  comme 
on  l'a  dit  ci-dessus. 

252.  Si  l'on  veut,  enfin  ,  connaître  les  développées  de 
l'hélice,  qui  sont  situées  sur  la  surface  développable  dont 
il  vient  d'être  question  ,  on  y  parviendra  de  la  manière 
suivante.  Soit  comme  ci-dessus  un  point  quelconque  de 
l'hélice  proposée  projeté  en  m  (fi g.  kk  )  sur  le  plan 
des  xy,  et  en  m'  sur  le  plan  des  xz ,  et  le  centre  de  la 
première  courbure  de  l'hélice  correspondant  à  ce  point , 
qui  est  projeté  enp.p.  Considérons  l'ensemble  des  plans 
normaux  menés  à  l'hélice  proposée ,  et  supposons  que 
Ton  rabatte  tous  ces  plans ,  en  les  faisant  tourner  autour 
de  leurs  intersections  successives  ,  sur  le  plan  normal 
mené  par  le  point  m,  m  .  D'après  ce  qui  a  été  dit  n*  245 
l'hélice  proposée  se  réduira  dans  ce  rabattement  à  un 
seuf  point  m",  et  comme  toutes  les  distances  mp  sont 
égales  entre  elles ,  l'hélice  lieu  des  centres  de  la  pre- 
mière courbure  se  rabattra  sur  une  circonférence  de 
cercle  décrite  du  point  m"  comme  centre  avec  le  rayon 
m'y  =  mu.  Toutes  les  révolutions  de  cette  dernière  hé- 
lice se  trouveront  développées  et  rabattues  les  unes  sur 
les  autres,  suivant  leur  véritable  longueur,  sur  la  cir- 
conférence de  cercle  dont  il  s'agit. 

Cela  posé ,  admettons  que  l'on  veut  déterminer  la 
développée  dont  le  premier  point  est  projeté  en  p,  u',  et 
rapporté  en  f*"  sur  le  rabattement.  Conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  n°  245 ,  cette  développée  sera  représentée 
sur  le  rabattement  par  la  ligne  droite  m"/'  qu'il  faut 
prolonger  à  l'infini  dans  les  deux  sens.  Si  l'on  veut  donc 
trouver  un  point  quelconque  de  la  développée  dont  il 


s'agit,  on  considérera  que  les  arêtes  rectilignes  de  la 
surface  développable ,  c'est-à-dire  les  tangentes  de  l'hé- 
lice lieu  des  centres  de  courbure,  sont  représentées  sur 
le  rabattement  par  les  tangentes  au  cercle  dont  le  rayon 
est  m"p".  Si  donc  on  marque  sur  cette  hélice  le  point 
correspondant  au  point  e  (c'est-à-dire  le  point  qui  est 
situé  au-dessous  du  point  p,  p'  à  une  distance  mesurée 
sur  l'hélice  égale  àl'arcp'e);  si  Ton  mène  en  ce  point  une 
tangente  à  l'hélice ,  et  si  Ton  porte  sur  cette  tangente 
la  distance  ef,  on  aura  le  point  cherché  de  la  déve- 
loppée. 

Pour  construire  d'abord  de  cette  manière  la  partie  de  la 
développée  commençant  au  point  p,  p'  qui  se  trouve  placée 
sur  la  nappe  supérieure  de  la  surface  développable,  on  tra- 
cera donc  les  tangentes  de  la  partie  de  l'hélice  projetée 
en  p/,  pY,  et  rabattre  en  pV.  Or,  la  tangente  menée  au 
point  £'  sur  le  rabattement  ne  rencontre  plus  la  ligne 
m"p"  prolongée.  Donc  si  le  point  /,  C  de  l'hélice  est 
situé  à  une  distance  du  point  p,  p'  mesurée  sur  cette  hé- 
lice égale  à  la  longueur  du  quart  de  circonférence  j/'ef, 
on  est  assuré  que  la  portion  de  courbe  dont  il  s'agit , 
projetée  en  \m ,  pV,  devient  à  une  distance  infinie  paral- 
lèle à  la  tangente  de  l'hélice  menée  au  point  /,  t.  Elle  a 
donc  pour  asymptote  la  ligne  LA  9  L'A'  menée  parallèle- 
ment à  cette  tangente  par  le  point  L,L'de  l'hélice  pro- 
posée qui  est  diamétralement  opposé  au  point  /,  t.  Le 
point  L,L'  termine  l'arc  mL,  m'L'  de  l'hélice  proposée  qui 
peut  être  décrit  par  le  développement  de  la  portion  de 
courbe  pa,  pV. 

Si  l'on  veut  en  second  lieu  construire  la  partie  de  la 
développée  commençant  au  point  p,  p'  qui  se  trouve 
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placée  sous  la  nappe  inférieure  de  la  surface  dévelop- 
pable,  on  emploiera  les  tangentes  de  la  partie  de  l'hélice 
projetée  en  p/i ,  pV  et  rabattue  en  ^ '  n",  en  portant  sur 
chaque  tangente  la  longueur  gh  en  contrebas  du  point  de 
tangence.  On  obtiendra  de  cette  manière  la  portion  de 
courbe  ub,  p'b'.  Et  comme  la  tangente  menée  sur  le  ra- 
battement au  point  »"ne  rencontre  plus  la  ligne  m'y 
prolongée ,  il  s'ensuit  qu'ayant  marqué  sur  l'hélice  le 
point  n,  n!  qui  est  situé  à  une  distance  du  point  p  égale  à 
la  longueur  du  quart  de  circonférence  t*'gn",  la  courbe 
p£,       tend  à  devenir  à  l'infini  parallèle  à  la  tangente  de 
l'hélice  menée  au  point  ntri.  Cette  courbe  aura  donc 
pour  asymptote  une  parallèle  à  cette  tangente  menée 
par  le  N,N'  de  l'hélice  proposée ,  qui  est  diamétralement 
opposé  au  point  ntri.  Le  point  N,N  termine  Tare  mN, 
m-TÏ'  de  l'hélice  proposée  qui  peut  être  décrit  par  le  dé- 
veloppement de  la  portion  de  courbe  yb,  pbf. 

Les  deux  portions  de  courbe  pa,  p'a  et  pb9  yîlf  for- 
ment deux  branches  distinctes  de  la  développée, 
réunies  au  point  p,  y!  qui  est  un  point  de  rebrous- 
sèment. 

Pour  continuer  à  tracer  cette  courbe ,  et  trouver  la 
branche  dont  le  développement  pourrait  décrire  Tare 
de  l'hélice  proposée  qui  est  au-dessus  du  point  N,N'  il 
faudra  construire  les  tangentes  à  la  portion  npt  n'p'  de 
l'hélice  lieu  des  centres  de  courbure ,  qui  est  rabattue 
en  ri'ipf ,  puis  porter  de  bas  en  haut  sur  ces  tangentes  , 
à  partir  du  point  de  tangence,  les  longueurs  ik.  Or,  il 
est  visible  que  si  l'arc  d'hélice  np,  n'p'  est  égal  en  lon- 
gueur au  quart  de  circonférence  tt"i>\  cette  opération 
donnera  la  portion  de  courbe pcypcft  parfaitement  égale 
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aux  précédentes ,  ayant  pour  asymptote  le  prolongement 
NC,  N'C  delà  ligne  NB,  N'B'. 

La  même  construction  donnera  ensuite  par  les  tan- 
gentes de  la  portion  pqt  p'q'  de  l'hélice  lieu  des  centres 
de  courbure ,  qui  est  rabattue  sur  le  quart  de  cercle  p'q", 
la  portion  de  courbe pd,  p'd ,  qui  est  réunie  en p,p  à  la 
précédente  par  un  point  de  rebroussement.  Et  ainsi  de 
suite. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  développée  de  l'hé- 
lice proposée  est  formée  d'une  infinité  de  branches  par- 
faitement égales  entre  elles  ,  placées  alternativement  sur 
les  nappes  supérieure  et  inférieure  de  la  surface  déve- 
loppable  qui  est  le  lieu  des  centres  des  sphères  oscu- 
ki  tri  ces.  Chaque  branche  est  réunie  à  la  précédente  par 
un  point  de  rebroussement,  et  à  la  suivante  par  une 
asymptote  qui  leur  est  commune.  Les  points  de  rebrous- 
sement sont  placés  sur  l'hélice  lieu  des  centres  de  cour- 
bure, à  des  intervalles  égaux  à  la  longueur  du  demi- 
cercle  dont  le  rayon  est  égal  au  rayon  de  courbure 
(l+a')n\ 

253.  Pour  appliquer  à  l'hélice  les  notions  présentées 
dans  le  n°  247,  on  remarquera  qu'à  l'égard  de  cette  courbe 
les  trois  équations  (B),  (C),  (D)  de  ce  numéro  deviennent 
respectivement,  lorsqu'on  y  remplace  x,yy  z  et  leurs 
diflérentielles  par  leurs  valeurs  en*, 

csin  .t — 6cos./=û(v — R**) 
acos.f-J-Gsin.f= — a'R 
ftsin.f — €cos.*=Oi 

et  qui  se  réduisent  au»  deux  suivantes  : 

acos./+tein.f=— a'il       et       y— Rat. 
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Elles  représentent  évidemment  une  hélice  dont  le  rayon 
est  a*R ,  dont  le  pas  est  égal  au  pas  de  l'hélice  proposée, 
et  qui  est  placée  dans  une  position  opposée  à  cette  der- 
nière. Ces  caractères  appartiennent  a  la  courbe  qui  est 
le  lieu  des  centres  de  la  première  courbure  de  l'hélice 
proposée ,  comme  on  Fa  trouvée  dans  le  nk  2p0  ;  et  l'on  a 
vu  effectivement  dans  le  n*  251  que  cette  courbe  était 
laréte  de  rebroussement  de  la  surface  lieu  des  centres 
de  la  première  courbure. 

Ainsi  les  sphères  dont  le  rayon  mesure  la  première 
courbure  de  la  courbe  proposée,  et  qui  n'ont  en  général 
qu'un  contact  du  second  ordre  avec  cette  couche,  ont  dans 
le  cas  particulier  de  l'hélice  un  contact 'du  troisième  ordre. 

Quant  à  la  proposition  du  n8  248  on  remarquera  que 
ds  ds 

«  = — ,  ft  =  — j  et  que  d'après  les  valeurs  de  ds,  p  et 

y  données  nQ  250 ,  on  a  par  conséquent  pour  l'hélice  pro- 
posée 

dt  adt 
(.>=  — -  ,  n= 


Or  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  lieu  des  centres 
des  sphères  osculatrices  est  ici  une  seconde  hélice  dont 
le  rayon  est  a'R  et  dont  le  pas  est  égal  à  celui  de  l'hélice 
proposée  ;  d'où  il  suit  qu'en  appelant  a'  la  valeur  de  a 
qui  conviendrait  à  cette  seconde  hélice,  on  doit  avoir 

a'=  — .  Mais  si  Ton  écrit  —  à  la  place  de  a  dans 

les  expressions  précédentes ,  elles  deviennent  respecti- 
vement 

adt  dt 
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en  sorte  que  la  valeur  de  l'angle  m  appartenant  à  la 
courbe  ne  diffère  pas  de  la  valeur  de  l'angle  a  apparte- 
nant à  l'arête  de  rebroussement,  et  réciproquement  b 
valeur  de  l'angle  a  qui  appartient  à  la  courbe  ne  diffère 
pas  de  la  valeur  de  l'angle  «>  qui  appartient  à  l'arête  de 
rebroussement;  ce  qui  est  conforme  aux  proposition 
énoncées. 

XXIII.  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LES  PLUS  SIMPLES  DUNE  SEULE  VARIABLE. 

254.  Une  fonction  différentielle  du  premier  ordre 
d'une  seule  variable  x  est  représentée  en  général  par 

XcLr, 

X  désignant  une  fonction  quelconque  dex.  Cette  fonc- 
tion différentielle  est  toujours  le  résultat  de  l'opération 
de  la  différentiation  appliquée  à  une  certaine  fonction/ 
de  la  variable  x ,  en  sorte  que  l'on  a 

dy=XcLc        et       ^  =X  ; 

ax 

ou  du  moins  on  peut  toujours  la  regarder  comme  le 
résultat  d'une  telle  opération.  L'opération  désignée  sous 
le  nom  d'intégration  consiste  à  trouver  la  fonction  r 
lorsque  la  différentielle  Xdx  est  donnée ,  ou  en  général 
à  trouver  une  fonction  de  x  qui ,  étant  difiérentiée. 
donne  pour  sa  différentielle  Xdx. 

La  fonction ^y* de  la  variable  x  qui,  étant  différentiel, 
donne  pour  résultat  la  différentielle  proposée  Xdx,  esi 
nommée  l'intégrale  de  cette  différentielle.  De  plus  on 
désigne  l'intégrale  de  la  fonction  différentielle  X  cbc  par 
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le  /  placé  au-devant  de  Xdx.  Ainsi,  l'équation  précé- 
dente 

dy=Xdx 

étant  posée,  elle  entraîne  la  suivante  : 

ï=fXdr, 

et  réciproquement.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  si 
Ton  avait  trouvé  une  fonction  de  x,  qui ,  étant  différen- 
tiée ,  donnât  pour  résultat  Xdx,  on  pourrait  ajouter  à 
cette  fonction  une  constante  quelconque  C,  sans  qu'elle 
cessât  de  donner  Xdx  par  sa  différentiation.  Si  donc  la 
fonction  qu'il  s'agit  de  trouver  ne  nous  est  connue  que 
par  cette  seule  condition  qu'en  la  dififérentiant  Ton  doit 
trouver  pour  résultat  Xdx ,  nous  devons,  pour  en 
former  l'expression  générale,  comprendre  dans  cette 
expression  le  terme  constant  et  arbitraire  G.  D'après 
cela ,  j  représentant  Y  intégrale  de  la  fonction  dif- 
férentielle proposée  XdX  y  nous  écrirons  généralement 

S=C+fXdx. 

Dans  cette  équation  /Xdx  représente  le  résultat  immé- 
diat de  l'intégration ,  c'est-à-dire  la  fonction  de  jc  qui  , 
étant  différeutiée ,  donnera  Xdx  pour  sa  différentielle. 
C  est  la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à  cette 
fonction  pour  donner  à  l'expression  de  l'intégrale  jr  la 
généralité  nécessaire,  Au  moyen  de  l'addition  de  cette 
constante  on  est  assuré  quejr  comprend  toutes  les  expres- 
sions analytiques  formées  de  la  variable  x  qui,  étant 
diftérentiées,  donnent  XJxpour  leur,  différentielle  com- 
mune ;  car  on  ne  pourrait  ajouter  à  /Xdx  qu'une  quan- 
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ti lé  dont  la  fonction  dérivée  fût  nulle ,  c'est-à-dire  une 
constante. 

Tant  que  l'intégrale  y  n'est  définie  que  par  cette  seule 
condition  d'avoir  Xdx  pour  différentielle ,  la  constante 
G  demeure  entièrement  arbitraire.  Mais  dans  toutes  les 
questions  qui  dépendent  du  calcul  intégral,  il  existe  tou- 
jours des  conditions  d'après  lesquelles  on  peut  fixer  la 
valeur  de  cette  constante  et  parvenir  à  un  résultat  dé- 
terminé. 

255.  Ce  n'est  pas  sans  raison  que  l'on  a  affecté  l'ex- 
pression Xdx  de  l'initiale  du  mot  somme  pour  exprimer 
la  fonction  dont  la  différentielle  est  Xdx.  En  effet  une 
fonction  quelconque  peut  toujours  être  regardée  comme 
la  somme  d'un  nombre  infini  de  valeurs  de  sa  différen- 
tielle. Pour  le  montrer  clairement,  nous  reprendrons  la 
considération,  déjà  employée  dans  d'autres  occasions,  des 
valeurs  successives 

xoyr04^x,x<H-2Ax,x0+3Ax,  x0+(«— l)Ax,x#+nA.r, 

attribuées  à  la  variable  indépendante  x ,  àx  étant  re- 
gardée comme  une  différence  constante ,  et  des  valeurs 
correspondantes 

y.*3r,*y^y»  ,y« 

affectées  par  une  fonction  y  de  cette  variable.  Les  diffé- 
rences de  deux  valeurs  consécutives  de  y  étant  expri- 
mées par  Ajo,  &ytt  &jra..*ty,-t  ,  nous  avons  évidemment 
(pourvu'que  depuis  x  =  0  jusqu'à  x=xw  la  fonction y  ne 
prenne  pa.s  de  valeurs  infinies) 

expression  qui  peut  s'écrire 
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'  y.=y.+  (p^  +  p  +  p+  

\Ax     Avt'     A.r     bx  Ax  / 

Admettons  maintenant  que  la  différence  àx  diminue 
de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  zéro,  et  que  le  nombre 
n  augmente  dans  le  même  rapport ,  en  sorte  que  nùx  ne 
change  point.  Le  nombre  des  termes  compris  dans  la 

parenthèse  augmentera  de  plus  en  plus ,  et  la  valeur 

Ay- 

de  l'un  quelconque       de  ces  termes  tendra  à  se  con- 

dy 

fondre  avec  la  valeur  du  coefficient  différentiel  qui 

répond  à  la  valeur  x^iàx  de  la  variable  x.  D'où  l'on 
voit  qu'à  mesure  que  àx  diminue  la  quantité 

+   

\âx    w  bx     bx     Ax  ùiX  / 

s  approche  d'une  limite  qui  est  la  somme  des  valeurs  en 

dy 

nombre  infini  que  prend  la  différentielle  ~J"X^-X  ^e  h 

fonction  proposée ,  lorsqu'on  fait  croître  la  variable  in- 
dépendante x  par  l'intervalle  constant  et  infiniment 
petit  dx ,  depuis  x=x0  jusqu'à  xssx0+nbx.  On  en 
conclut  que  Ton  passe  de  la  valeur  quelconque  yo  de  la 
fonction  à  une  autre  valeur  quelconque^,  en  ajoutait  à 

jrn  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle 

dy 

—  dx  dans  l'intervalle  compris  entre  les  valeurs  x0  et 

x  qui  répondent  ay0  et  y. 

Si  nous  représentons  donc  comme  ci-dessus  par  Xdx 

la  différentielle  de  la  fonction  y%  ceat-à-dire  ^,dx,  nous 

pourrons  écrire  à  la  place  de  l'équation  précédente 
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Le  signe  ju  indique  que  Ton  a  fait  la  somme  des 
valeurs  de  la  différentielle  Xdx  qui  répondent  à  toutes 
les  valeurs  x^x0+dx,  x.+Sdx,  x9+$dx9  etc. ,  jusqu'à  la 
valeur  x0+  (n — 1)  éLx  qui  précède  la  valeur  x  correspon- 
dante à  la  valeur^  de  la  font  ion  qui  est  dans  le  premier 
membre.  En  écrivant  x*  au  bas  du  signe  d'intégration 
J%  on  spécifie  la  valeur  particulière  dex  correspondante 
ky9  à  partir  de  laquelle  la  somme  est  prise. 

L'équation  précédente  subsiste  d  ailleurs  quelles  que 
soient  les  valeurs  correspondantes  x0  et  jro  ;  et  si  Ton 
avait  simplement  donné  une  différentielle  Xdx  sans  spé- 
cifier à  partir  de  quelle  valeur  x,  de  la  variable  indé- 
pendante on  voulait  sommer  les  valeurs  de  cette  diffé- 
rentielle ,  ni  quelle  était  la  valeur  correspondante  ym  de 
la  fonction ,  il  n'existerait  aucun  moyen  de  les  détermi- 
ner. Donc  en  considérant  dans  l'équation  précédente  la 
fonction  y  comme  étant  assujettie  à  cette  seule  condition 
d'avoir  Xdx  pour  différentielle ,  il  faut  y  regarder  x# 
comme  arbitraire  aussi  bien  que  7©.  Il  est  donc  inutile 
de  marquer  la  valeur  indéterminée  de  x  à  partir  de  la- 
quelle la  somme  JXdx  est  prise ,  et  l'on  peut  écrire 
comme  dans  le  numéro  précédent 

jr=C+fXdx. 

256.  L'indétermination  de  la  valeur  de  l'intégrale^, 
et  la  nécessité  d'en  compléter  l'expression  par  l'addition 
d'une  constante  arbitraire,  paraîtront  bien  évidentes  si 
Ton  considère  x  comme  l'abscisse  d'une  courbe  plane 
dont  y  représente  l'ordonnée.  En  efTet ,  lorsque  la  fonc- 
tion y  est  donnée  explicitement  ou  implicitement  en  x , 
la  figure  de  la  courbe  est  entièrement  déterminée.  Mais 
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il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  donne  seulement  la 
diilérentielle  dy=zXdx,  ou  le  coefficient  différentiel 

^=X*dela  fonction  dont  il  s'agit.  L'expression  de  ce 

coefficient  différentiel  détermine  simplement  la  direction 
de  la  tangente  de  la  courbe  qui  a  lieu  pour  chaque 
point  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x.  Si  Ton 
conçoit  qu'une  courbe  mm  a  été  tracée  de  manière  à  sa- 

tisfaire  à  cette  condition         X,  et  qu'ensuite  on  la 

♦ 

déplace  en  faisant  décrire  à  tous  ses  points  des  parallèles 
à  l'axe  des  j%  elle  satisfera  encore  à  cette  même  condition 
dans  toutes  les  positions  mm,  mm  qu'elle  occupera  ;  et 
il  n'y  aura  aucune  raison  pour  choisir  une  de  ces  posi- 
tions plutôt  que  toute  autre. 

11  est  évident ,  d'ailleurs,  que  l'ordonnée  de  la  courbe 
doit  être  exprimée  par  la  fonction  de  x  qui  a  pour  coeffi- 
cient différentiel  X,  fonction  que  nous  représentons  par 
fXdx.  Mais  si  Ton  s'en  tenait  à  cette  seule  fonction  en 
écrivant  simplement  y  =JXdx ,  on  choisirait  entre  les 
courbes  dont  il  s'agit ,  puisqu'à  Une  valeur  déterminée 
de  x  correspondrait  alors  une  valeur  déterminée  dey.  Si 
l'on  veut  donc  (comme  il  est  nécessaire  de  le  faire)  con- 
server à  l'intégrale  une  aussi  grande  généralité  et  un 
sens  aussi  étendu  qu'à  la  différentielle  proposée ,  on 
écrira 

y=.C+fXdx, 

C  désignant  une  quantité  constante  arbitraire.  De  cette 
manière  l'expression  de^peut  représenter  l'ordonnée  de 
toutes  les  courbes  en  nombre  infini  dont  la  direction  de 

18 
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la  tangente  est  déterminée  dans  un  point  quelconque  par 

dy  ■».  %, 

l'expression  ^  =  Xdu  coefficient  différentiel  du  pre- 
mier ordre.  » 

257.  Remarquons  enfin  que ,  pour  faire  cesser  toute 
indétermination  sur  la  courbe  dont  la  fonction  y  doit 
représenter  l'ordonnée»  il  suffirait  de  se  donner  un  point 
quelconque  par  lequel  cette  courbe  devrait  passer.  Il  est 
facile  de  se  rendre  compte ,  en  efiet ,  que  la  connaissance 
d'un  seul  point  d'une  courbe,  et  de  la  direction  de  la 
tangente  correspondante  à  une  valeur  quelconque  de 

l'abscisse,  suffit  pour  tracer  cette  courbe  dans  toute  son 
étendue.  Mais  se  donner  un  point  d'une  courbe ,  c'est-à- 
dire  qu'à  une  certaine  valeur  x«  de  x  correspond  une 
certaine  valeur  de  y0  de  y.  Or,  si  l'on  fait  une  telle 
supposition ,  la  constante  arbitraire  C  de  l'équation 

se  trouvera  déterminée;  car  soit  P  la  fonction  de  x , 
dont  la  différentielle  est  Xdx,  et  désignons  par  Pc  la 
valeur  que  prend  P  quand  a;=0.  On  devra  donc  avoir 

yo=C+V0f 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  C. 

En  général ,  la  constante  arbitraire  est  déterminée 
lorsque,  en  donnant  la  différentielle  Xdx  dont  on  de- 
mande l'intégrale^,  on  ajoute  qu  a  une  certaine  valeur 
donnée  a  de  x  doit  répondre  une  valeur  également  don- 
née b  pour  y. 

258.  La  nature  de  l'opération  désignée  par  le  nom 
d'intégration  étant  expliquée  par  ce  qui  précède,  il 
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reste  à  indiquer  les  moyens  que  l'analyse  fournit  pour 
effectuer  cette  opération,  c'est-à-dire  pour  trouver  la 
fonction  finie  de  la  variable  x  qui ,  étant  ditférentiée  , 
donnera  une  différentielle  quelconque.proposéeXrfx;  ou 
si  Ton  veut  pour  trouver  la  fonction  primitive  dont  une 
fonction  donnée  X  est  la  fonction  dérivée  ou  le  coefficient 
différentiel  du  premier  ordre.  Mais  nous  devons  faire 
observer  que ,  tandis  que  l'opération  qui  consiste  à  dé- 
duire d'une  fonction  donnée  y  sa  différentielle  dy  s'ef- 
fectue par  un  procédé  régulier  conduisant  toujours  au 
résultat  demandé ,  l'opération  inverse  qui  consiste  à  re- 
venir de  la  différentielle  à  la  fonction  primitive  ,  ne  peut 
au  contraire  s'effectuer  que  dans  des  cas  particuliers ,  et 
en  quelque  sorte  par  exception.  En  général ,  on  n'est  pas 
assuré  de  pouvoir  assigner  en  termes  finis  la  fonction 
primitive  de  a:  correspondante  à  une  différentielle  donnée 
XcLx  ;  en  sorte  que  l'on  est  souvent  obligé ,  comme  on  le 
verra  par  la  suite  ,*  de  suppléer  par  des  procédés*  d'ap- 
proximation au  manque  de  l'expression  finie  de  cette 
fonction  primitive.  Il  importe,  d'ailleurs,  de  connaître 
les  principaux  cas  dans   lesquels  l'intégration  peut 
être  effectuée,  et  les  méthodes  dont  cette  opération  exige 
2 'usage. 

259.  Il  est  évident,  en  premier  lieu,  que  l'on  obtient 
immédiatement  l'intégrale  d'une  différentielle  proposée 
lorsque  cette  différentielle  est  reconnue  pour  appartenir 
aux  fonctions  simples  dont  il  a  été  question  ci-dessus 
dans  les  art.  H  et  III.  D'après  cela,  on  voit -sur-le-champ 
qu'en  supposant 
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dy^Jfdr,         on  aura         y  =  C4- 


dx 


m  +  i 


<ix  C  +  e* 

a*<*x  C  +  77 

*m.x.4r  C  — cos.x 

^   cos.x.dx  C  +  sin.x 

É  ' 

<*x 


cos."x 
dx 


sin/x 


C+ tang.x 
C— cot.X 

  C  +arc.  sin.  x 

 C+ arc.  cos.x 

dx 
'l+x* 

x"*+l 


C+arc.tang.x 
C+arc  cot.x. 


La  formule  fx^dx^-—^  subsiste   en  général 

pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives ,  entières 
ou  fractionnaires ,  et  même  irrationnelles ,  de  Fex- 
posant  m.  On  peut  distinguer  les  cas  particuliers 
suivants  : 


qui  se  présentent  fréquemment.  Il  faut  toutefois  ex- 
cepter le  seul  cas  où  Ton  aurait  m»  ~ig  et  où  la  for- 
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dx  t 

mule  générale  donnerai  t  f — Ne  concluons  pasr 

x  u 

d'ailleurs,  de  ce  résultat  que  l'analyse  indique  ici  une 
Taleur  infinie  pour  l'intégrale  delà  fonction  différentielle 

—  ,  ce  qui  serait  absurde.  Nous  devons  remarquer ,  en 

x  »• 

effet ,  que  l'intégrale  doit  être  complétée  par  une  con- 
stante arbitraire.  Or,  comme  rien  n'empêche  de  sup- 
poser à  cette  constante  une  valeur  infinie  négative,* il 
faut  seulement   conclure   que  l'expression  générale 


CH  —  donne    un   résultat    indéterminé  quand 

msms—i.  En  mettant  cette  expression  sous  la  forme 

i   ,  a  désignant  une  constante  (ce  qui  est 

permis)  >  et  la  considérant  comme  une  fonction  de  m 

qui  devient -lorsque  Ion  attribue  à  m  la  valeur — -1  , 

on  pourra  en  trouver  la  véritable  valeur  en  appli- 
quant les  règles  données  dans  les  numéros  9b  et  sui- 
vants. Le  rapport  des  coefficients  ■  différentiels  des 
deux  termes  ds>  la  fraction  pris  relativement  à  m  est 

  ■,  et  donne  en  faisant  m  ^ — i,tx — la 

i 

pour  l'expression  de  la  fonction  cherchée.  On  saitef- 

dx 

fectivement ,  par  le  calcul  différentiel ,  que  d.  lx=  — , 

dx 

d'où  résulte  J — =/x,  expression  à  laquelle  on  doit 

ajouter  une  constante  arbitraire.  La  valeur  —?\  attribuée 
à  l'exposant  m.  entraînant  un  changement  dans  la  nature 
de  la  fonction  par  laquelle  l'intégrale  est  représentée- , 


fonction  qui  alors  n'est  plus  comprise  dans  l'expression 
générale  G  +  j^j->  on  est  averti  de  cette  circonstance 

■ 

par  la  valeur  indéterminée  que  prend  alors  cette  ex- 


pression. ^ 


260.  A  l'égard  des  fonctions  différentielles  plus  corn- 
posées,  on  ne  parvient  à  les  intégrer  qu'en  employant 
divers  procédés  dont  l'objet  est  toujours  ou  de  décom- 
poser la  fonction  proposée  en  d'autres  fonctions  difléren- 
tielles  plus  simples  qui  rentrent  dans  quelques-unes  des 
précédentes  ;  ou  d'en  changer  la  forme  par  la  substitution 
d'une  autre  variable  à  la  variable  x  ,  afin  de  la  faire  ren- 
trer également  dans  les  différentielles  dont  les  fonctions 
primitives  sont  immédiatement  connues.  Ou  enfin  de 
faire  dépendre  la  recherche  de  l'intégrale  demandée  de  la 
connaissance  d'une  autre  intégrale  qu'il  est  plus  facile 
d'obtenir. 

Tel  est  l'objet  du  procédé  connu  sous  le  nom  d'inté- 
gration par  parties  ,  qui  est  un  des  plus  généraux  dont 
on  fasse  usage  dans  le  calcul  intégral.  Remarquons  que 

d.uv  =  udu + wdu 
donc  réciproquement 

itv  =  Judv+Jvdui 

d'où  l'on  tire 

Judtf=iw — Jvdu. 

Ainsi,  ayant  mis  une  différentielle  quelconque  proposée 
sous  la  forme  udv,  c'est-à  dire  sous  la  forme  du  produit 
d  une  fonction  finie  u  de  la  variable  x,  par  la  fonction 
différentielle  d\>  de  celle  racine  variable  (dont  nous  sup- 
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posons  que  Ton  connaisse  l'intégrale  v),  la  recherche  de 
l'intégrale  Judv  est  ramenée  à  connaître  l'intégrale 
Jvdu.  Il  est  superflu  d'ajouter  que  l'expression  de  l'in- 
tégrale demandée  doit  toujours  être  complétée  par  une 
constante  arbitraire ,  que  nous  avons  omis  d'écrire  dans 
l'équation  précédente. 

261.  Pour  faire  concevoir  par  un  exemple  l'utilité  du 
procédé  de  l'intégration  par  parties  ,  soit  la  différentielle 
proposée  dy=x  cos.  xdx.  Nous  considérons  les  deux  fac- 
teurs xct  cos.  xdx,  dont  le  dernier  a  pour  intégrale  sin.  x. 
Ainsi ,  conformément  à  la  formule  générale  précédente , 
nous  écrirons 

Jxcos,  xdx = x.  sin.  x — /sin.  xdx 
=  x.sin.x+cos.x 

et  en  complétant  l'intégrale  par  une  constante  arbitraire 
nous  avons 

y  =  C  +  x.sin.x+ cos.  x 

expression  dont  l'exactitude  peu!  être  vérifiée  par  la  dif- 
férentiation.  Ajoutons  que  le  succès  de  l'opération  dé- 
cn  général  du  choix  des  facteurs  dans  lesquels  on 
décompose  la  différentielle  proposée.  Si  dans  la  diffé- 
rentielle précédente  x  cos.  xdx  nous  considérions  les 
deux  facteurs  cos.  x  et  xdxf  dont  le  dernier  a  pour  in- 
tégrale ^ ,  nous  devrions  écrire 

/,       x*cos.x       fx%  . 
cos.  x.xdx  =  J  —  (—  sin.  xdx) 

x*co& .  x       Ç .r'sin .  xdx 
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en  sorte  que  la  recherchede  l'intégrale  demandée  se  trou- 
verait dépendre  de  la  recherche  d'une  autre  intégrale 
plus  compliquée.  On  doit  toujours  décomposer  (s'il  est 
possible)  la  différentielle  proposée  de  manière  que  l'inté- 
gration d'un  des  facteurs  et  la  différentiation  de  Vautre 
la  ramène  à  une  expression  plus  simple  dont  l'intégral* 
se  présente  immédiatement. 

262.  L'opération  de  l'intégration  des  fonctions  diffé- 
rentielles peut  d'ailleurs  être  facilitée  par  les  remarques 
suivantes  : 

1°  Lorsqu'une  difiérentielle  est  affectée  d'un  facteur 
constant ,  ce  facteur  affecte  également  l'intégrale 

dy=aXdx         donne  y=C+a/Xdx. 

2°  Lorsque  la  fonction  proposée  présente  la  somme  de 
plusieurs  différentielles ,  l'intégrale  demandée  est  égale- 
ment la  somme  des  intégrales  de  ces  différentielles  con- 
sidérées  chacune  à  part 

dy  =  Xdx+  X,dx  —X^dx 

donne 

y = C  + fXdx+ fX,dx — fXxdx . 

3"  Lorsqu'une  différentielle  est  de  la  forme ,  ou  peut 
être  mise  sous  la  forme 

/(X).rfX,  . 

X  désignant  toujours  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable x,  on  peut  alors  la  traiter  comme  si  X  était  uuf 
variable  indépendante;  en  sorte  que  si  F(jr)  représente  U 
fonction  de  x  dont  la  différentielle  es!  J[x).dx,  e'est-a- 
dirr  si  I  on  a 

F(.f)  =J/[x).dx, 
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a  * 

on  a  également 

F(X)=//(X).<fX. 
Soit  proposée ,  par  exemple  ,  la  différentielle 
dy  =  «r*— 1 .  sin .  {a + bx^dx. 
En  multipliant  et  divisant  par  mb  on  peut  écrire 

p 

dy=  \.$m.^a+bxm).mbxm-'dx. 
mb 

Or,  mbar- '  dx  est  la  différentielle  de  la  fonction  a+-bx~, 
qui  se  trouve  sous  le  signe  sinus.  En  posant  donc 
X=a+bxm,  nous  aurons 

—  sfri.X.cfX; 

dont  l'intégrale  est 

y  =  C  cos.  X  =  C  r  cos.(a+kr*) , 

comme  on  le  vérifiera  en  appliquant  les  règles  de  la 
differentiation. 

XXIV.  INTÉGRATION    DES    FONCTIONS  RATIONNELLES 
ENTIÈRES  ET  FRACTIONNAIRES. 

263.  On  entend  par  fonction  rationnelle  entière  de 
la  variable  x  toute  fonction  formée  de  termes  où  il 
n'entre  que  des  puissances  de  cette  variable  dont  l'ex- 
posant est  un  nombre  entier.  Telle  est  la  fonction  diffé- 
rentielle 

djr  =  (a  +  bxm+cx"+dxP  +  etc.)  dx , 
dans  laquelle  a>b,  c,....  sont  des  constantes  quelconques 
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et  m,  w,p,  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou 

gatifs.  Une  telle  fonction  peut  toujours  être  intégrée,  et 
son  intégrale  est  évidemment,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans 
l'article  précédent, 

bxm+l     cr"+'  dxP+l 
*  m+l       n+1  p+i 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  Il  faut  remarquer 
seulement  que  si  l'exposant  de  x  dans  l'un  des  termes 

était — 1,  en  sorte  que  ce  terme  fût  -^dx,  son  intégrale 
serait  h.lx. 

Déplus,  la  différentielle  précédeute  s'intégrerait  en- 
core de  lamémemanière  si  les  exposants  mt  nyp —  avaient 
des  valeurs  quelconques  non  entières. 

264.  Si  l'on  donnait  la  fonction  difléreotidle  sous  Ja 
forme 

dy  =  (zx+ bx-+cx*+  etc.  )rdx , 

r  étant  un  nombre  entier,  on  la  ferait  rentrer  dans  la 
précédente  en  développant  par  la  multiplication  la  puis- 
sance indiquée. 

Mais  si  l'on  avait  simplement 

dy=(a+bx)rdx> 

qui  peut  s'écrire 

dy—  \  (a+bx)rbdxy 
u 

on  remarquerait  que  bdx  étant  la  différentielle  de  o-fiu\ 
la  fonction  proposée  se  trouve  dans  le  cas  dont  il  a  été 
question  dans  len°262,  en  sorte  que  l'on  a  immédiat 
en  posant  a-\-bx  =  X, 

dy  =  ^  \rdX  , 
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d'où  (  quel  que  soit  le  nombre  r,  sauf  le  cas  où  il  serait 
— ») 

De  même  si  1  on  avait 
on  trouverait  par  une  remarque  semblable 


265.  Considérons  ^maintenant  les  fonctions  fraction- 
naires rationnelles  dont  la  forme  générale  est 

ax-+  bx~~  1  -f-  ex"  •  4-  4-/"  , 

dy  =   dx , 

xn+px*-'+qx«-i  +  -ht 

*,h,c,.....fetp,qt....t  désignant  des  coefficients  con- 
stants quelconques;  metn  des  nombres  entiers.  Nous 
remarquerons  en  premier  lieu  que  si  l'exposant  m  dans 
Je  numérateur  surpassait  l'exposant  n  dans  le  dénomina- 
teur, on  pourrait,  par  la  simple  division  algébrique , 
changer  la  fraction  qui#raultiplic  dx  en  .une  fonction 
entière  à  laquelle  se  trouverait  ajoutée  une  nouvelle 
fraction  dans  laquelle  le  plus  grand  exposant  de  x  dans 
le  numérateur  serait  plus  petit,  d'une  unité  au  moins  , 
que  le  plus  grand  exposant  dans  le  dénominateur.  L'in- 
tégration de  la  fonction  entière  s'effectuerait  d'après  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  n°  263.  Ainsi ,  l'intégration  de  la 
diflérenticlle  proposée  se  ramène  toujours  au  cas  où  l'ex- 
posant m  est  au  plus  égal  à  /* — 1 . 
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Cela  posé ,  soit  eu  général 

/(_£) 


une  fraction  rationnelle,  F(x)  désignant  un  pplyi 

x  du  degré  n,  de  la  forme  x*+px*~ %+qx*~~  a4-  et 

f[x)  un  autre  polynôme  en  x  du  degré  h — 1  au  plus. 
Supposons  qu'ayant  écrit  l'équation 

F(x)  =  0, 

■ 

cette  équation  ait  été  résolue  par  les  méthodes  connu» 
et  qu'on  en  ait  déterminé  en  nombres  toutes  les  racines 
réelles  et  imaginaires.  Désignons  par  a,  a„  a„  etc.  les 

racines  réelles;  par  a+ Sj/^ï ,     +  6  j/— ï ,  Vf"       — i , 
etc.  les  racines  imaginaires  ;  et  par  conséquent  par  x — a, 
x — ai,  x — alfetc,  les  facteurs  simples  correspondants 
à  chaque  racine  réelle;  et  par  (x — [x — *^%+St\ 
(x — etc.,  les  facteurs  du  second  degré  correspon- 
dants à  chaque  couple  de  racines  imaginaires.  Supposons 
en  premier  lieu  qu'il  n'y  ait  pas  de  racines  égales  entre 
elles.  On  sait  par  la  théorie  des  équations  que  le  polynôme 
F(x)  est  égal  au  produit  des  facteurs  simples  ou  doubles 
correspondants  aux  racines  de  l'équation  F(x)=0;  et 
nous  remarquons  que  l'on  peut  toujours  poser 

/(•*)       A         A,  A, 

^r:=  + — -  +  — ^-  +  etc., 

F(x)    x—a    x—at  x—at 

Mx+N        M,x+N,  M,x+N, 


A,  A„  A,,  etc.  ;  M,  M„  M„  etc;  et  N,  N„  Nt,  etc.,  dé- 
signant des  constantes  ;  puisqu'en  réduisant  les  fractions 
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du  second  membre  au  même  dénominateur,  le  dénomi- 
nateur commun  sera  F(x),  et  le  numérateur  un  polynôme 
en  x  du  degré  n — 1  que  Ton  rendra  identique  vavec  le 
polynôme  f[x)y  en  posant  n — 1  équations  du  premier 
degré ,  c  estrà-dire  autant  d  équations  qu'il  existe  de 

f(x) 

constantes  indéterminées.  La  fraction  proposée  *e 

trouvera  décomposée  de  cette  manière  en  fractions  par- 

tielles  de  la  forme  ou  ^—-p^j:.  Quant  à  la  détermi- 
nation des  constantes  qui  forment  les  numérateurs  des 
fractions  partielles,  on  pourra  l'effectuer  très-simplement 
de  la  manière  suivante. 

266.  Proposons-nous  de  déterminer  le  numérateur 

A 

A  delà  première  fraction  simple  ^  ^,  et  posons  pour 

abréger 

F(*)=(x-a).,(x) 

9 

en  désignant  par  ?(x)  le  produit  de  tous  les  facteurs  du 
polynôme  F(x)  à  l'exception  de  x — a.  Nous  pouvons 
écrire,  au  lieu  de  1  équation  précédente 

A*)  =    A  i*(x) 
F(x)      x— a    y  [x) 9 

m  (x)  désignant  une  fonction  entière  de  x,  et  si  nous  mul- 
tiplions les  deux  membres  par  F(jp), 


x  i(x) 


Or,  si  l'on  supposait  x=a,  la  fraction  multipliée  par  À 
deviendrait  — ,  et  donnerait  pour  sa  véritable  valeur,  d'a- 
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près  la  règle  des  numéros  9fc  et  suivants,  F'(a),  tandis 
que  le  terme  suivant  se  réduirait  à  zéro.  Donc 

/(«)=A.F(«),       d'où  A=^g|, 

en  désignant  par  F\a)  la  valeur  que  prend  le  coefficient 
différentiel  du  premier  ordrede  la  fonction  F{x)  lorsqu'on 
y  suppose  x=a.  Il  est  visible  que  les  numérateurs  des 
fractions  simples  suivantes  se  détermineront  de  la  même 
manière ,  et  qu'on  aura  également 

k-W^y  etc- 

Il  n'est  point  à  craindre  d'ailleurs  que  les  valeurs  de 
F'(«),  F'(«,),  F'(aJ,  etc.,  ne  se  réduisent  à  zéro  :  cela  ne 
pourrait  arriver  qu'autant  qu'il  y  aurait  au  moins 
deux  racines  égales  à  a,  a„  a„  etc.,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

a 

267.  Les  numérateurs  des  fractions  simples  corres- 
pondantes aux  racines  imaginaires  peuvent  être  déter- 
minées d'une  manière  semblable.  Soit  la  fraction 

on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

■  ♦ 


et  l'on  a  M=2P,  N=— 2Pa+2Q6.  En  employant  le 
même  raisonnement  qui  vient  dVtre  présenté,  on  con- 
clura donc  que  les  quantités  P,  Q  doivent  satisfaire  à 
l'équation 
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qui  9e  partage  en  deux  équations  distinctes  lorsqu'on 
égale  séparément  les  termes  réels  et  ceux  qui  sont  af- 
fectés du  radical  imaginaire  {/ — i  ,  et  qui  suffit  par 
conséquent  pour  déterminer  les  deux  quantités  dont  il 
s'agit.  On  aura  de  la  même  manière 

puis 

M=2P„  N,=— 2Pai+2Q.S,; M,=2P„ N 8PA +2Q.6.; 

et  ainsi  de  suite.  x 

268.  Si  l'on  suppose  en  second  lieu  que  l'équation 
F(x)  =0  posée  dans  ïen*  265  a  plusieurs  racines  égales 
à  la  racine  réelle  x  =  a,  la  décomposition  de  la  fraction 

proposée  pourra  s'opérer  de  la  manière  suivante. 
On  écrira 

■ 

/(x)        A  A,  A,  A*_,  ~(x} 


F(x)  (x— -a)*    (x~a)k-'    (x— tf-*  x~a  y{x) 

en  désignant  par  h  le  nombre  des  racines  égales  dont  il 
s'agit ,  par  A ,  A,,  A,,...^...,  des  constantes  indétermi- 
nées ;  par  ?  (x)  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  déno- 
minateur F(x,  à  l'exception  du  facteur  {x  — a)',  en  sorte 
que  Ton  a  (x — a)k.  ?  (x)=F(x);  enfin  pour  <ar  {x)  un  poly- 
nôme entier  en  x  dont  le  degré  est  inférieur  à  la  plus 
haute  puissance  de  x  contenue  dans  ?(x).  Il  est  visible 
qu'en  réduisant  toutes  les  fractions  du  second  membre 
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au  même  dénominateur,  qui  sera  F(x),  on  pourra  rendre 
les  deux  membres  identiques  en  disposant  des  constantes 
A,  A,,  A,,..,.  A*_,.  Pour  déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes,  nous  remarquons  qu'après  la  réduction  au 
même  dénominateur  dont  on  vient  de  parler  l'équation 
précédente  devient  simplement 

/{xJ=A.?(.rM-A,(x— a).T(.r)+Aa(.r— a)\f{x)+  

+A*_,(x — a  )*-• .  j  (.r)4-  (x — àf.^(x) . 

Or  en  la  diiférentiant  une,  deux,  trois  fois,  etc.,  puis 
faisant  après  les  différentiations  x=at  cette  équation 
donnera  les  suivantes,  « 

/  (sHk.f  (*) 

f  (û)=A.?'  (a)+À,.  r  («)+ 

/"  (a)=A?"  (a)+Af.2?'  (a)+A,.  2?  (a) 

/w(«)=A.fw(a)+A,.3?"(tf)+A1.  6?'(a)+A,.  6?(«) 

etc. 

au  moyen  desquelles  les  valeurs  3e  A,A»VA,  A*_, 

pourront  être  calculées  successivement.  Ces  valeurs  dé- 
pendront ,  comme  on  le  Voit,  des  fonctions  dérivées  suc- 
cessives de  la  fonction  ?  (x),  qui  est  connue,  puisqu'elle 
est  le  quotient  de  la  division  du  dénominateur  F(x) 
par  (x — àf.  Mais  si  l'on  ne  veut  point  calculer  cette 
fonction,  on  remarquera  qu'en  prenant  dans  l'é- 
quation 

F(x)=(x-a)*.f(x), 

les  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées  des  di- 
vers ordres  de  chaque  membre  on  trouvera  généralement 
pour  l'expression  de  la  fonction  dérivée  d'un  ordre  quel- 
conque désigné  par  i\ 
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•)=  *(*_l)(*_9)....(*-»+l)(x-<i)*-i    .f  (x) 

+  i.*(*—l)(*—2)....(*—i+2)(x— «)'-+'.»'  (or) 

+  l-^.*(*-l)(*-2)....(*-i+3)(x-a)*-<+'.T''(J:) 

Â.O 

+  

+  

+  (*-«)*  .f(0(x) 

d'où  Ton  voit  facilement  qu'en  faisant  x  =  a  dans 
les  fonctions  dérivées  des  ordres  k,  flr+1,  *+2,  etc.,  il 
viendra 

FCO    (*)=  .Ar(A: — l)(Ar — 2)  2.1?  (a) 

Ftf+0(*)=  (*+l).A(*-lj(*-2)  2.1?'  (a) 

FL*+0(*)=        MM.*(*_l)(*-_2)  2.1?"(«) 

etc. 

équations  par,  lesquelles  les  quantités  ?(a),  ?'(<»),  ?"(a), 
etc.,  se  trouvent  déterminées  au  moyen  des  valeurs  que 
prennent  les  fonctions  dérivées  des  ordres  h,  Jfe-M ,  A-h2, 
etc.,  du  dénominateur  F  (x)  lorsqu'on  y  faitx  =  a. 

269.  S'il  existait  dans  1  équation  F(x)  =0  d'autres  ra- 
cines réelles  égales  entre  elles  ,  par  exemple  k  racines 
égales  à  a„  on  concevrait  de  même  que  la  présence  du 

facteur  [x — a,)kdans  le  polynôme  F(jc)  donnerait  lieu 

f(x)  % 

dans  la  décomposition  de  la  fraction  proposée  pj^j  »  a  I 

présence  des  fractions  simples. 

A  A,  A,  A*_i 

19 


a 


-  *9°  — 

et  X on  emploierait  pour  le  calcul  des  constantes  A,  A, 
A,....Ak„,  les  formules  données  ci-dessus,  dans  lesquelles 
il  faudrait  regarder  comme  représentant  le  quotient 
de  la  division  de  F(x)par  le  facteur  (x — at)k.  II  en 
de  même  s'il  se  trouvait  un  plus  grand  nombre  de 
multiples. 

270.  Ces  procédés  s'étendront  d'ailleurs  facilement 
au  cas  où  il  y  aurait  des  racines  imaginaires  multiple* 
dans  l'équation  F(x)=0.  Si  l'on  représente  en  eflet  par 

£(x — a)1-*-^  Vu*  des.  facteurs  du  polynôme  ¥{x)  et 

si  l'on  veut  déterminer  les  fractions  simples  aux- 
quelles la  présence  de  ce  facteur  doit  donner  lieu .  oc 
écrira 

f(x)  =     Mj+N  M,j:+N, 

*  [(*— ^■■k?-  [(*— *)*+«T-  + 

en  désignant  par  v{x)  le  produit  de  tous  les  facteurs  dont 
se  compose  le  polynôme  F(x) ,  à  l'exception  du  facteur 

.  Lorsqu'on  réduira  le  second 
au  même  donéminateur,  cette  équation  deviendra 
/t*)=(M*+M).f(^ 

Si  l'on  prend  les  différentielles  successives,  puis  queVoc 
donne  à  xles  valeur* x= a  +  Gj/H;  qui  réduisentàrwr 
le  facteur  (x — jJ'-K",  on  obtiendra ,  en  remarquant  <j* 
chacune  de  ces  équations  se  partage  en  deux  lorsqu'on 
égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imap 
naires ,  le  nombre  d  équations  nécessaires  pour  - 
détermination  des  constantes  M  et  N,  M,  et  M. 
et  N„  etc. 
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Il  en  serait  de  même  si  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion proposée  présentait  d'autres-  racines  imaginaires  et 
multiples. 

271.  Revenons  maintenant  à  l'intégration  de  la  fonc- 
tion différentielle 

axmr-\-bxm"l-\-cxm— *-f-  H-/* 

x          dy=     ■  ,       ■                      ■  dx 
V  jr+p**-*+qJC*->+  +  t 

que  nous  nous  sommes  proposée  n°  265.  D'après  ce 
qu'on  a  yu  dans  les  numéros  précédents  ,  on  peut  tou- 
jours, par  la  décomposition  de  la  fraction  qui  multiplie 
dx  en  fractions  plus  simples ,  faire  dépendre  cette  inté- 
gration de  celle  des  différentielles  suivantes , 

Adx     Adx     (Mx+N)r£r  {Mx+N)dx 


tout  se  réduit  donc  à  intégrer  ces  dernières  différentiel- 
les. Or,  en  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  n*  259,  on  voit 
sur-le-champ ,  1°  que 

dy=    donne      jr=li+A.f(.r— a), 


C  représentant  toujours  la  constante  arbitraire 
duite  par  l'intégration  ; 
2°  Que 

Adx  A 
dyxss.   ■         donne  ^=G— 


272.  3'  Que 

M*+N  dx 


{Mx+N)dx     M(jc— *)dx  e 


(jti-«)-+flr     (x—*y+tr    Çx—*y  [  t 


—  *92  — 

donne 

M            .  ^  M«+N  t      x— a 

r=C+  » .  /[(x^)'+€>  -g—  •  tang.  — • 

273.  Enfin ,  qu'à  l'égard  de  la  fonction  différen- 
tielle 

(Mx+N)ij  M(*-«)<*x+(M«+N)dx 
la  première  partie 

M(x — *)dx 


a  visiblement  pour  intégrale 

 M 

et  quant  à  la  seconde  partie 

M«+N  dx 
(Ma-hN)/£r  .         6»±-«  6 


qu'on  peut  en  effectuer  l'intégration  comme  il  suit  : 

J£         ^  ^X  «./V 

Posons —r—=t,  d'où -7-  =  A,  cette  dernière  diflé- 
rentielle  deviendra 

MH-N  rf* 


en  sorte  qu'il  s'agit  d'intégrer  la  fonction  différentielle 

dt 

Or,  cette  fonction  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  (  en  ajoutant  et  retranchant  vdt  au  numé- 
rateur) 
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dt  tdt 


on  «1  doue 


/dt    _  r.     dt      _  r 


Mais  en  c 
t 


Cdt 

edt 


onsidéran t  dansl'intégrale  S -r%  a  t 
2tdt 


les  deux 


facteurs  -  et  -^+^k ,  et  appliquant  le  procédé  de  l'in- 
tégration par  parties  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  n°  260 ,  il  vient 

/t*dt  t  i  rdt  1 

(*M-l)k~  2  "  (A-W+l)*-'  V  2  (Jfc—i)(iH-i)'-»5 
et  en  substituant  dans  l'équation  précédente, 

/dt     _  t  2*— 3    r  dt 

(*W  "  2(^—1)^+1)^-.  +  2(*-l)  J  (^+1)*-' 

Ainsi  Ton  fait  dépendre  l'intégrale  cherchée  d'uné  autre 
intégrale  de  même  nature,  dans  laquelle  l'exposant  k  du 
dénominateur  est  diminué  d'une  unité.  En  continuant 
de  la  même  manière  on  trouve  pour  l'expression  de  l'in- 
tégrale dont  il  s'agit 

3  ,3  5 

2  2  2 


dt  t 

1 

+1)*==  21<*+1)»- 

...+ 

3  2 


2        2        2  2  2  -  # 
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Si  Ton  remplace  dans  cette  expression  £  par  sa  valeur 

7^.  et  si  Ton  multiplie  par  ,  on  aura  donc 

(en  ajoutant  «ne  constante  arbitraire)  l'expression  de 

l'intégrale  de  la  seconde  partie  ^J^^^y.  de  ^a  diffé- 
rentielle proposée. 

On  pourra  toujours ,  au  moyen  des  notions  qui  vien- 
nent d'être  présentées,  effectuer  l'intégration  d'une  fonc- 
tion différentielle  quelconque  rationnelle. 

XXV.  INTÉGRATION  DBS  PONCTIONS  DIFFÉRENTIELLES 
AFFECTÉES  D*t'N  RADICAL  DU  SECOND  DEGRE.  DIFFÉ- 
RENTIELLES BINOMES. 

274-  Lorsque  les  fonctions  différentielles  algébriques 
sont  irrationnelles  ,  on  n'est  point  assuré  en  général  d'en 
pouvoir  effectuer  l'intégration  sous  forme  finie.  Les  pro- 
cédés que  Ton  peut  employer  pour  y  parvenir  consistent 
principalement  à  substituer  à  la  variable  x  par  rapporta 
laquelle  la  différentielle  proposée  est  prise ,  une  nou- 
velle variable  e,  en  établissant,  d'ailleurs,  entre  ces  deux 
variables  une  relation  telle ,  que  l'irrationnalité  de  la 
fonction  proposée  disparaisse  par  la  substitution  de  la 
valeur  de  dx  en  f  et  dt. 

275.  Le  cas  le  plus  étendu  dans  lequel  le  succès  de 
ces  procédés  soit  assuré  est  celui  où  l'irrationnalité  de 
la  fonction  proposée  tient  seulement  à  la  présence  d'un 

radical  du  second  degré,  tel  que a  +  bx+cx\  ou 
l/a  +  bx — cx\  a  et  b  désignant  des  quantités  con- 
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stafttës  quelconques  ,  et  c  une  quantité  constante  posi- 
tive. On  peut  toujours  alors  rendre  cette  fonction  ra- 
tionnelle, et  par  conséquent  en  effectuer  l'intégration  au 
moyen  des  procédés  qui  ont  été  présentés  dans  l'article 
précédent. 

En  premier  lieù  ,  lorsque  le  signe  du  terme  caf  est"^, 
on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable, 


\/a+  bx+cx*=-t — vc.X ,    eu    a+bx=zt~-  2l/c.tx; 
d'où 

C'a    ,     et  dx^^â^±±±^y 

*)/c.t+b  Wc.t+by 

valeurs  dont  la  substitution  rendra  évidemment  là  fonc- 
tion proposée  rationnelle. 

276.  En  second  lieu ,  lorsque  le  signe  du  terme  cxm  est 
— ,  k  fonction  proposée  deviendra  également  ration- 
nelle si  Ton  pose 


Va+bx—cx?^  xt-Ya ,    ou   b—eX  »  xt—  2^3  *  ; 
d'où 

b+ïVa.t  <&cV~a—bt-Va.i)dt 

x=— — .   et  dx=i —  —  — . 

c+t%  (c+0 

Mais  comme  cette  transformation ,  dans  le  cas  où  1» 
quantité  a  serait  négative,  introduirait  des  termes  imagi- 
naires dans  la  différentielle  proposée ,  on  peut  alors  pro- 
céder delà  manière  suivante.  Remarquons  quel'on  est  ici 
censé  opérer  sur  des  quantités  réelles  ,  et  par  conséquent 
sur  des  valeurs  de  x  telles  que  le  radical  |/  a  -4-  bac  —  ex* 
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soit  réel.  Donc  le  trinôme  a+bx — ex*  a  des  valeurs 

positives;  d'où  il  suit  que  l'équation x* — -j? — -=0 

c  c 

a  ses  deux  racines  réelles.  Représentons  par  p  et  Pl9  ces 
racines.  Nous  poserons 

V  a+bx—cx-=  \/c(x—p)  (/>,—*)= Vc{x—$)t ,    ou  x=(x- p 
d'où  l'on  déduit 

et  djc-W-t** 

x-lMT'    ct    dx-  • 

Ces  valeurs  rendront  rationnelle  la  différentielle  pro- 
posée sans  y  introduire  des  quantités  imaginaires. 

277.  L'irrationnalité  d'une  fonction  différentielle  peut 
également  disparaître  lorsqu'elle  résulte  de  la  présence 
de  deux  radicaux  différents  du  premier  degré ,  tels  que 

\/a+xt  \/ b+x,  en  écrivant 

J/£+x=r,     d'où     x=?—b,  dx=2t.dt. 

Cette  transformation  fait  disparaître  le  second  radical  en 

donnant  au  premier  la 'forme  J/' a — b+t%,  ce  qui  ra- 
mène la  fonction  proposée  au  cas  du  n°  275. 

278 .  Nous  indiquerons  les  a  p  plica  tions  les  plus  simples 
des  procédés  qui  viennent  d'être  exposés. 

Soit 

_  dx 
dp  =    : 

Va  +  bx+  cx% 

la  transformation  du  n*  275  changera  cette  différentielle 
en 

dy= — -  . 
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Donc  * 

r  =  C^-^./(2|/c.*+&); 
V  c 

ou  en  remplaçant  t  par  sa  valeur  en  x, 

y = C  +       /  (&+2<?-r+2  J/cl'  a + Z>x +crO  ; 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Vc    \2K  c 

G  désigne  toujours  la  constante  arbitraire  introduite  par 
l'intégration 

879.  Soit 

- 

-  dx 


]/ a+bx—cx* 

Si  l'on  emploie  la  première  transformation  du  n°  276  , 
cette  différentielle  se  changera  en 

2dt  2  \Sc 

dont  l'intégrale  est 

^=C  .  arc  tang. 


c 


Kc  V  c 

et  en  mettant  pour  t  sa  valeur  en  x 


n  2  Vâ+Va+bx—cx* 
,y=C—  — : .  arc  Ung.  ^  ■ 

Vc  *  Kc* 
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Si  maintenant  Ton  emploie  la  seconde  transfor- 
mation du  même  numéro,  la  différentielle  proposée  se 
changera  en 

2  dt 

dont  l'intégrale  est 

y  =  C  —  — :.  arc  tang.fj 

et  en  remplaçant  t  par  sa  valeur 

r=C-—  .arctang.V  — , 

ou  (puisque  p  et  p,  sont  respectivement  les  racines  de 
l'équation  -r1— *.r— *=0) 

2                  \  /—  2c.r+M/4"c:S>5 
r=C—  —  .arcUng.  V/    ■ 

Ces  deux  expressions  de  l'intégrale  demandée  peu- 
vent être  employées  et  ne  diffèrent  l'une  de'  l'autre  que 
par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire. 

280.  Dans  le  cas  particulier  où  la  différentielle  propo- 
sée serait 

;  dx 


on  aurait  a=  1,  £=0,  c  =  l.  La  formule  du  n°278  d< 
nerait 

^=C+/(x+|/î+?). 
» 

281.  Dans  le  cas  où  cette  différentielle  serait 

dx 
Kl— 
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on  sait  que  Ton  anraitjr=  C  -h  arc  sin.  x.  En  effet ,  la 
première  formule  du  n°  279  donne 


y = C  - 2  arc tang.  <+1^ 
Soit  arc  sin.  x=?  :  cette  expression  deviendra 

^  t*f"COS  9  COS.  ç 

ysrG-Jg  arc  Ung.  ■  ^      =C—2  arc  tang.  j—  =  C+?. 

sio. -? 

De  même ,  la  seconde  formule  du  n°  279  donne 
y=C— 2arctang.  V  1~""r 

c'est-à-dire 


2^ 

«  1  -f-  JT 

,T=C  —  arctang.  , 

1  —  x 

1  +  x 

ou 

282.  Remarquons,  d'ailleurs,  que  Ton  pourrait  dé- 
duire l'intégrale  de  la  fonction  différentielle 

dx 

dx=  ■ 

de  la  formule  du  nu  278  en  y  faisan  t  a  =  1 ,  b  =  0,  c=  1 . 

On  trouverait  ainsi  l'expression  imaginaire 

1  A{xV~i+VT=Z). 


Pour  que  cettè  expression  s'accorde  avec  l'expression^ 
réelle^  =  C+  arc  sin.  x\  il  est  visible  que  l'on  doit  attri- 
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buer  dans  Tune  et  l'autre  la  même  valeur  à  la  constante  ar- 
bitraire, puisqu'elles  donnent  également^ =  C  quand  m 
y  fait  x=0.  Donc 

ou   

<y^\  =  /  (  cos .  f  +  [/—  1  sin .  ?) , 

équation  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  tu  cbfhs  l'arti- 
cle XII. 

283.  Nous  remarquerons  encore  que  pour  effectuer 
l'intégration  de  la  différentielle 

dx 

dy  —  —  T 
[/a+bx— ex* 

il  peut  paraître  plus  simple  de  ne  pas  employer  VaDe  ou 
l'autre  des  transformations  dont  on  a  fait  usage  n*279, 
et  de  ramener  immédiatement  cette  différentielle  à  \a 

forme  -  -  On  aura  de  cette  manière 

_  dx 


Vc  V-+  -  x— x* 


c  c 

da: 


dx 


1         .    T  cl* 


i 
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dont  l'intégrale  est 

-A* 

1  X  2c 

^=C+—  arc  sin.  —  ^ 

Vc         s    /a  b 


/a  b' 


ou 


1 

y=.\j+  ——arc  sio. 


Vc  Vkac+V 

Cette  nouveUe  .expression  ne  diffère  encore  de  celles  qui 
ont  été  données  n°279  que  parla  valeur  de  la  constante 
arbitraire. 

On  pourrait  ramener  de  la  même  manière  la  différen- 
tielle 

dx 


Va+bx+cx% 


dt 

à  la  suivante  ry=  ,  dont  l'intégrale  a  été  donnée 

n°  280;  mais  on  n'obtiendrait  pas  ainsi  une  expression 
plus  simple  que  la  formule  du  n°  278. 

Différentielles  binômes, 

284.  Cette  expression  désigne  les  différentielles  de  la 
forme 

dy=dx.  x—  l{a+bx*)i , 

a  et  b  désignant  des  constante^,  m  et  n  des  nombres  quel- 
conques, p  et  q  des  nombres  entiers.  Nous  remarque- 
rons en  premier  lieu  que  la  généralité  de  cette  fonction 
n'est  pas  diminuée  lorsque  m  et  n  sont  supposés  entiers, 
et  même  lorsque  n  est  supposé  positif.  En  effet ,  on  pas- 
sera du  cas  général  à  celui-ci  par  des  transformations 
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très-faciles.  Cela  posé ,  nous  devons  chercher  «a  premier 
lieu  les  cas  où  la  différentielle  précédente  peut  être  ren- 
due rationnelle. 

1°  Si  Ion  pose 

a+bx*  =  tl , 

d'où  : 

la  différentielle  proposée  se  changera  en  * 


Elle  deviendra  donc  rationnelle  si  -  est  un  nombre  en- 

n 

tier. 
2°  Si  Ton  pose 

d'où 

\tt-bj  l\l1-b)  ■  tf—b' 

la  différentielle  proposée  se  changera  en 

m  p 

ir  (  a  \. +  a 
dy=-n{—b)  -d—b- 

Elle  deviendra  donc  rationnelle  si  est  un  nombre 

n  q 

entier. 

Ces  deux  cas  sont  les  seuls  pour  lesquels  on  soit  assuré 
de  rendre  la  différentielle  binôme  rationnelle. 
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285.  Nous  pourrons ,  d'après  ce  qui  précède ,  intégrer 
toute  différentielle- de  la  forme 

I 

P  r  » 

dy=Flx*«,[a+bx*)i,  (a+bx*y ,  (a+bx»)\  etc.]*—  *.dx , 

m>  n*P>  <1>  r>  s>  z>  w»  etcM  désignant  des  nombres  en- 
tiers ,  et  F  une  fonction  rationnelle  des  quantités  conte- 
nues dans  la  parenthèse.  En  effet ,  la  fonction  proposée 
deviendra  rationnelle  si  Ton  pose 

On  intégrera  également  toute  différentielle  de  la 
forme 

« 

cette  différentielle  devenant  rationnelle  lorsqu'on  pose 

■ 

a+bx* 


■  r, 


a'+b'x* 

9 

286.  Lorsque  la  différentielle  binôme 

■ 

dy=zdx.  •r—1  [a+bx»Y 

(p  désignant  un  nombre  fractionnaire)  ne  peut  pas  être 
rendue  rationnelle  ,  on  cherche  à  la  réduire  à  une  forme 
plus  simple  en  dominant  les  exposants  m  ou  />.  Ces  ré- 
ductions s'opèrent  au  moyen  de  l'intégration  par  parties, 
dont  le  principe  a  été  indiqué  n"  260. 

r  m  étant  supposé  positif,  on  diminuera  cet  expo- 
sant comme  il  suit.  On  a 
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ou 

*~      *(p+i)b  n(p+\)bJ  .  r 

Mais 

fdx.x-—1  (a+bx*)P+*=Jx-  '  (a-h*x«y  (a+6.r-)<£r 

=  afdx.x*-*-1  (a+bjc*)p+by  , 

donc 
ou  enfin 

x"~B  (fl+for*y  + 1  — (m — n)<z  /* dx.x--*—1  [a+bx*)p 
f~  — —    -  [m+np)b 

> 

On  a  fait  dépendre  l'intégrale  demandée  d'une  autre 
intégrale  de  même  forme  ,  dans  laquelle  Yexposantm—i 
est  diminué  du  nombre  n.  En  continuant  à  appliquer  la 
téme  formule  on  diminuera  cet  exposant  du  plus  grand 
multiple  de  n  qui  y  soit  contenu. 

%>p  étant  supposé  positif,  on  diminuera  également 
cet  exposant  de  la  manière  suivante  : 

yz^fdx.x—'  (a+bx*)P~l  (a+bx*) 

=ajdx.x~~*  (a+bx*y>-*  +bfdx.x~  + — «  (a-hbx*Y~< 

Mais  la  formule  du  numéro  précédent  donnera, en  chan- 
geant m  en  m+n,  et  penjp — 1, 

,  ,  xm(a+bxm)P—rna f dx.x—'(a+bf 
Jdx.*r+-«+b*>Y->=-±  

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  prérf- 
dente  il  viendra 

xm{a+bx*)P+npaf  dx.x-—1  (a+bxm)r-1 
J  m+np 
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Au  moyen  de  cette  formule,  Yex  posant  p  peu  L  dan»  h. 
différentielle  proposée  être  diminué  du  plus  grand 
nombre  entier  qui  y  soit  contenu. 

3°  Si  l'exposant  m  était  négatif  on  emploierait  la  for- 
mule suivante.  On  a  d'après  ce  qui  précédé 


^-"'{a+bx*)'  4-  >—(m+np)bf£bc.x—*  {a+bx*)P 

(m — n)a 

I  4 

puis  en  mettant  —  m+n  au  lieu  de  m,  on  a 

-'.-<(d+kr")/>=  Z-^-  L 

ma 

■ 

h"  Si  l'exposant  pétait  négatif,  on  remarquerait  que, 
d'après  ce  qui  précède, 

npa 

puis  en  mettant— p+l  au  lieu  de  p,  il  vient 

-'(^)-f=  jjjzïjs  • 

Les  formules  précédentes  ne  pourraient  pas  être  em- 
ployées si  l'on  avait  m+np  =  0  ou  m — n  =  0.  Mais  dans 
ces  deux  cas  la  différentielle  binôme  peut  être  rendue 
rationnelle,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
n°  28k.  Remarquons  ,  d'ailleurs  ,  que  dans  les  cas  mêmes 
où  cette  différentielle  est  rationnelle,  ou  peut  être  rendue 
rationnelle,  l'usage  des  formules  de  réduction  dont  il 
s  agit  est  généralement  le  moyen  le  plus  simple  d'obtenir 
l'intégrale  demandée.  On  a  vu  un  exemple  de  cette  ma- 
nière dans  le  n"  273. 


20 
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287.  Prenons  encore  pour  exemple  la  différentielle 

dy= —  =.dx.x    '{a — x)  ». 

\/aa: — x% 

Nous  emploierons  la  première  formule  du  numéro 
précédent  dans  laquelle  on  fera  m=r+ \,n  =  \,p  = — 7 , 
b= — 1 ,  et  l'on  trouvera  ainsi 


■'  \/ax — xk     (2r— \)a  f  xr-ldx 
X=  h  * 


■J 


r  2r 

En  continuant  à  appliquer  la  même  formule ,  on  par- 
viendra évidemment  à  la  différentielle 

dx 


V  ax — x1 

qui  rentre  dans  les  cas  traités  dans  les  numéros  279  et 
suivants,  et  dont  l'intégrale  qui  s'obtient  immédiate- 
ment d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  283,  est 

.2a:— a 

C+arcsûi.  . 

a 

XXVI.  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LOGARITHMIQUES,  EXPONENTIELLES  ET  CIRCULAIRES. 

288.  Les  intégrales  des  fonctions  différentielles  de  cette 
nature  ne  s'obtiennent  sous  forme  finie  que  dans  quelques 
cas  particuliers. 

On  voit  en  premier  lieu ,  conformément  à  l'une  des 
remarques  qui  ont  été  faites  dans  le  n°  262 ,  que  si 
l'intégrale  delà  fonction  différentielle  dx  f[x)  est  connue, 
on  connaîtra  également  les  intégrales  des  fonctions  diffé- 
rentielles 
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.JVx)>dx.exJ\e*),  dx.cos.xjlsln.x),  dx.ûn.xJ{cos.x), 

i^arc  tang.x),    f*     .yîarcsin..T),  — ^—^.^arccos.x). 
i-Kr  V\—x  Vi—x* 

On  reconnaît  également  que  le  signe  f  désignant  une 
fonction  algébrique  des  quantités  affectées  par  ce  signe , 
on  pourra  rendre  algébriques  les  fonctions  différen- 
tielles 

dx.J\e*),  dx/{s\n.x,cos.x),  • 

en  posant  e'  =t  pour  la  première,  et  sin.  x  =  t  ou  cos. 
jc=f  pourla  seconde.  Par  conséquent,  ces  fonctions  pour- 
ront être  intégrées  lorsque  la  fonction  f  sera  ration- 
nelle, ou  pourra  être  rendue  rationnelle. 

Il  en  sera  de  même  si  Ton  a  sous  le  signe  de  fonction/" 
les  quantités  sin.  2x,  sin.  3x,  sin.  4»r,  etc.,  ou  cos.  2x, 
cos.  3x,  cos.  Ux,  etc.,  parce  que  les  sinus  ou  cosinus  des 
arcs  multiples  peuvent  être  exprimés  rationnellement 
au  moyen  des  puissances  du  sinus  ou  du  cosinus  de 
Tare  simple  par  des  formules  qui  se  déduisent  immédia- 
tement du  tbéorème  de  Moivre.  (Voyez  numéros  117 
et  suivants.) 

289.  On  voit  aussi  que  les  fonctions  différentielles 
transcendantes  peuvent  quelquefois  être  intégrées  lors- 
qu'elles sont  de  la  forme 

dx.Vz* , 

P  désignant  une  fonction  algébrique,  z  une  fonction 
transcendante  dont  le  coefficient  différentiel  du  pre- 
mier ordre  est  algébrique ,  et  n  un  nombre  entier  po- 
sitif. Tel  serait  le  cas  où  Ion  aurait  z—l.f{x)  ,s  =  arc 


i 
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lang.yfc),  en  désignant  par/][x)  une  fonction  algébrique 
des. 

En  effet,  en  intégrant  par  parties  la  différentielle  pro- 
posée ,  il  viendra,  en  posant  Q=/<£x.P, 

^ <£r.Pz"=Qz«— n £ dxQ.z*-' 

puis  en  posant  R  = / ax.  Q  —  ,  on  aura  également 

/dz  C  *  dz 

ctr.Qz— '  —  =Rz— (n— 1) J  /fx.Rz'»- '  —  ; 

puis  en  posant  S = fdx.  R — , 

fdx&z*-*  ^ =Sz— '-(n-tyj*  ^.Sz'-J-^-  ; 

et  ainsi  de  suite.  Une  opération  analogue  donnerait  en- 
core le  moyen  d'intégrer  la  fonction  proposée  si  Pexpo- 
sant  n  était  négatif.  Cette  opération  donnera  l'intégrale 
demandée  si  Ton  peut  trouver  l'expression  finie  des  quan- 
tités désignées  par  Q  ,  R,  S ,  etc. 

290.  Un  exemple  simple  de  l'opération  dont  il  s'agit , 
est  l'intégration  de  la  différentielle 

{fy=zdjc{Lc)*t 
qui  donne ,  n  étant  un  nombre  entier  positif, 
r-C-hxf/xvfl--  +  n{n~})  •  *  g  '] 

jr-i+*m  \v  ljc+  {Uy   -     ^—  J. 

Soit  encore 

dy=djc.x—*(lx)*y 

il  viendra 
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291.  L'intégration  par  parties  donne  de  la  même  ma- 
nière l'intégrale  de  la  différentielle 


On  a  en  effet 

/x*eax  n 
dx.x*e**=  —  -fdx.x*-'***-, 

et  en  appliquant  la  même  transformation  à  l'intégrale 
du  second  membre ,  il  viendra 

On  trouvera  par  le  même  procédé 

Ç dx.xmcai.ax = C  +  —  |  siD.  ao:  ^+ete.j 

— sin.ax  :  -A  --fetc.  J. 

Lax         a3x3  J  | 

292.  L'intégration  par  parties  donnant 

^.e«*cos.6x=  +  —  fdx.e**%m.bx 

a  a 

<£r.  e**sin .  bx =  ■  fax. e**co&.  bx, 

on  tire  de  ces  deux  équations 


/i  7i(/i-l)(/i-2) 
+cos.^|  —  f-fetc. 


dx.e*'cos.bx=Cï 


—  3iO  — 

acos.bx+bsm.bx 


dx.e*ms\n.bx=C+ 


a'+b* 

asxn.bx — bcos.bx 

7+P 


La  connaissance  de  ces  deux  intégrales  mettrait  i 
même  d'intégrer  les  différentielles  dx.x*  cos. 
dx.jCe^sin.  bx,  par  le  procédé  dont  on  a  fait  usage  tb^ 
le  numéro  précédent. 

293.  Lorsque  les  difiérentielles  contenant  des  fou- 
tions transcendantes  ne  peuvent  être  intégrées  soe 
forme  finie ,  on  cherche  au  moins  à  les  faire  dépendre  d; 
fonctions  plus  simples.  Parmi  les  formules  de  réduction 
employées  à  cet  effet  nous  distinguerons  celles  qui  con- 
viennent à  la  différentielle 

dy=.  ££x.sin.mx.cos."jr , 

metn  représentant  des  nomhres  quelconques  positifs  ou 

négatifs. 

On  peut  remarquer  d'abord  que  cette  différentielle  se 
ramène  facilement  aux  différentielles  binômes,  dont  ûû 
s'est  occupé  dans  les  numéros  28fc  et  suivants.  Ea 
effet  on  a 

dy=dx.  sin."\r(l—  sm.Vr)*  ; 

dt 

puis  en  posant  sin.  x~t,  d  où  dx= 


m — l 


dy=dt.C(i—tt)  »  : 

fonction  qui  deviendrait  rationnelle  si  n  était  impair 
On  pourrait  donc  employer  les  formules  de  réduction  h 
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n°  286.  Mais  il  convient  mieux  d'opérer  directement 
sur  la  différentielle  proposée. 

1°  Si  l'exposant  m  est  positif,  on  diminuera  cet  ex- 
posant sans  augmenter  n,  en  observant  que 

y= fsïnj»— lx.  cos."jc.sin.  xdx. 

Donc 

8in.--'x.cos.«+«.r    m— 1  . .  . 
jr=  —  +  —Jdx.sxn  *-x.co*.~-x9 

on 

sin.*~ 1  jr.cos."    'x    m — 1 
y~  '■  -f  -^-j-j-  [Jdx.s'in.n-»x.cos*x— 7], 

équation  d'où  l'on  tire 

-  «in      ™*  ■         sin."— 'jt.cos."^'x  m— 1  ,  ,  , 

..sm.  ^.cos.  x=  ,  4.  7a.r.sin.",-»x;cos."x. 

m+n  m+n 

2°  Si  l'exposant  n  est  positif,  on  diminuera  cet  expo- 
sant sans  augmenter  m ,  en  employant  la  formule  sui- 
vante ,  que  Ton  obtient  d'une  manière  semblable , 

sin.w  + 'x.cos^—'jc   n — 1 

r.sin.-r.cos.'\r=  ■  h  fdx.sm»x  cos.—»x. 

m+n  m+n 

3°  Si  l'exposant  m  est  négatif,  on  remarquerait  que 
Ton  tire  de  la  première  équation  qui  vient  d'être  ob- 
tenue 

~  ™«  B^_sin.*~'^«cos."+'j?   m+n  ,  _  . 

r.sin.     x.cos.  x=  -— ^  ^ m—\  Jdx.sm.mx.cos.mx  ; 

et  en  changeant  m  en  — m-j-2 , 

X  $\n.mx ~~     (m— j)sin.""'jr  +    m— i    ^7  sin.—»x' 
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k*  Enfin,  si  l'exposant*  était  négatif,  on  remarque- 
rait également  que  la  seconde  des  équations  qui  Tien- 
nent d'être  obtenues  donne 

.    .  sio.1*+,x.cos."-»x  ,  ,    .  m„  ^ 

fx.sin.-x.cos.— »x=  +  -/<tr.sin."x.cos 

n — i  n — 1 

et  en  changeant  n  en  — n-+-2 , 

/sin.mx         sin.^+'x         n — m— 2    C  ,  sm.-'jr 
dx  =  —  h        1  A  •    I  dx  . 
cos."x      (n— l)cos."-'x        «— 1    J      cos.— »x 

294.  Parmi  les  cas  particuliers  compris  dans  les  for- 
mules précédentes  on  peut  distinguer  les  suivants  ; 

/_     .           •   sin.— «x.cos.x     m— 1  , 
dx.sin."x=  +  /rfx.sm.--"x 
i»  m 

/_                    sin.x.cos."-,x     » — 1  _ 
dx.cos."x  =    —  ■  +  Jdxxos.-  »x 

/aLr    _             cos.x  m— 2    Ç  dx 

sin.mx"~  {m — l)sin.w-'x  m — t  J  siu.— *x 

/</x                sin.x  ft— 2  Ç  _dx_ 

cos.\r~  (n— l)cos."-«x  n—iJ  cos."~»x 

/.  sin.Bx       C  ,                 tang.^-'x  . 
cos  »x  =  J  ^-^g-  x=  ~  n—i  Jdxtetifr—^x 

/cos."x       T  ,                   cot."— 'x     , , 
^cu^_  =  i  ^  ^  .^  /rfr.cot.— *x. 

295.  D'après  les  réductions  indiquées  dans  le  n<>  293 , 
on  fera  toujours  dépendre  l'intégration  des  différentielles 
de  la  forme  dx.  sin.  "x.  cos.  "xde  l'intégration  d'autres 
différentielles  de  la  même  forme ,  mais  dans  lesquelles 
les  exposants  m  et  n  ne  dépasseront  pas  1  et  —  1 .  Et 
lorsque  les  exposants  m  et  n  seront  des  nombres  entiers 

•    quelconques  positifs  ou  négatifs,  l'intégration  de  ia 
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différentielle  proposée  se  trouvera  dépendre  déGniti ve- 
ulent de  l'intégration  de  Tune  des  neuf  différentielles 
dont  nous  donnons  ci-dessous  les  intégrales ,  savoir  : 

j*     =C+.r ,  J rfx.sin.x.ccs.x=C+i.sin.\r, 

 =C+/.tang..r,  fdx.sin.x=Q-co$.x* 

sin.jr.cos.x  J 

/'      sïn.x                            f  dx  x 
dx  =C— /.cos.x ,       /  =C+/.taii«.  -  , 

C  C  COS.vf 

/  <fx.cos.j:=C-Hin.x,  /  dx  -r—  =C+/.sin..r, 

•/  •/  sin.jr. 

Ainsi ,  dans  le  cas  où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  , 
on  obtiendra  toujours  sous  forme  finie  l'intégrale  de  la 
différentielle  dont  il  s'agit. 

Nous  remarquerons  enfin  que  Ton  pourrait  égale- 
ment intégrer  les  fonctions  différentielles  de  cette  espèce 
en  remplaçant  sin.wx  et  cos.  mx  par  leurs  expressions  en 
fonctions  linéaires  des  sinus,  et  cosinus  de  l'arc  x  et 
de  ses  multiples  qui  ont  été  données  dans  les  numéros 
136  et  suivants ,  expressions  composées  d'un  nombre  dé- 
terminé de  termes  lorsque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers 
positifs. 

29G.  La  différentielle 

dx.sin  .mx.cos,nx 

pouvant  être  intégrée  sous  forme  finie  lorsque  m  et  n  sont 
entiers,  il  est  évident  qu'en  opérant  comme  on  l'a  fait 
dans  les  numéros  291  et  suivants  on  intégrera  dans  le 
même  cas  la 
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rfx.x,.sin.,*\r.cos.,lx , 

/  étant  aussi  un  nombre  entier,  ou1  plus  généralement 
la  différentielle 

dxJPsin.mx.  cos."x , 

P  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 
Les  différentielles  de  la  forme 

*/x.P(arcsin.  x)"     ou     Jx.P(arccos.  x)m 
se  ramènent  aux  précédentes  en  posant 

x  =  sin.  t     ou  x=cos.f. 

XXVII.  INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 

297.  Une  fonction  quelconque  pouvant  en  général 
être  développée  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  la  variable,  on  peut  obtenir  sous  la 
même  forme  l'expression  de  l'intégrale  d'une  différen- 
tielle quelconque.  Ainsi ,  comme  l'on  a  en  général  d'a- 
près len°8i 

fx  =/0+/'0.^"Ç^g  a*+  Q±  x'+etc, 

on  aura  également 

/,    -     _    .       ^i'   f'O  x'    /"'0  x4    f»0  x9 

G  désignant  la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée 
pour  donner  à  l'intégrale  la  généralité  nécessaire.  Cette 
expression  en  série  de  l'intégrale  Jdx.fx  peut  être  em- 
ployée toutes  les  fois  que  la  série  est  convergente. 

Nous  remarquerons  de  plus  que  si  la  6érie  qui  donne 
le  développement  de  fx  est  convergente,  la  série  qui 
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donne  le  développement  de  f dx.fx  le  sera  à  plus  forte 
raison.  En  effet ,  le  développement  de  fx  ne  peut  être 
convergent  qu'autant  que  le  terme  complémentaire 

f>u(0x) 

J  v    1    X*  (  Voyez  n°  86) 

2.3.4  u 

devient  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée,  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  x ,  lorsqu'on  augmente 
indéfiniment  le  nombre  p.  Soit  Q  la  plus  grande  valeur 

du  facteur  >jf  ^,r^,l. .  gi  ja  condition  énoncée  subsiste, 

A.  J.4  

il  est  visible  qu'elle  subsistera  pour  la  quantité 

Q— 

et  à  plus  forte  raison  pour  le  terme  complémentaire  de 
la  série  qui  représente  l'intégrale 

298.  Lorsque  la  fonction  fx  se  trouve  dans  les  cas 
d'exception  qui  ont  été  remarqués  numéros  88  et  sui- 
vants, c'est-à-dire  lorsque  le  développement  de  cette 
fonction  contient  des  puissances  fractionnaires  ou  néga- 
tives de  x,  on  peut  également  employer  ce  dévelop- 
pement pour  obtenir  l'expression  de  l'intégrale  Jdx.fx 
en  série ,  expression  qui  pourra  servir  au  calcul  numé- 
rique de  cette  intégrale  si  la  série  est  convergente. 

299.  L'intégration  par  série  est  quelquefois  le  pro- 
cédé le  plus  simple  que  l'on  puisse  employer  pour  ob- 
tenir le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances entières  ascendantes  ou  descendantes  de  la  va- 
riable. 

On  a.  par  exemple, 
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d.l(\+x)  =  -^-  =dx{\— x+X»—  x»+x*-etc.)  : 

1  + 


donc 


r  dx     _        f  ^ 

^ X)  =7  i+x  =C+X-  2  +  3-T  +  T-etC- 

La  constante  arbitraire  C  doit  être  déterminée  de  ma- 
nière que  l'égalité  des  deux  membres  subsiste  pour  une 
valeur  quelconque  de  x.  Or,  on  faisant  x^Ole  premier 
membre  se  réduit  à  zéro ,  et  la  série  du  second  membre 
disparaît.  Donc  0=0;  d'où  l'on  conclut 


x*    x3    x*  x1 

1e on  la  vu  n°  102. 
300.  On  a  de  la  même  manière 

dx 

d.  arctang.x=  j-j-p  =  dx{i— x'+jr4— x*+  jr3— etc.)  , 
par  conséquent 

/dx      „         x*  ,  a?     x>  x9 
_=C+x~T  +  T---  +  7-etc., 

et  comme  la  constante  est  nulle,  il  vient 

x*    x*     x7  x9 
arctang.  ar=x  —  4-  — — -y  *f  -jj-  ~~  etc., 

comme  on  Ta  vu  dans  le  n°  115.  Remarquons ,  d'ailleurs, 
que  cette  série  n'est  convergente  qu'autant  que  x  ne 
surpasse  pas  l'unité.  On  peut  en  obtenir  une  autre  qui 
soit  au  contraire  convergente  lorsque  x  surpasse  l'imité 
en  écrivant 

dx         dx/       1111  \ 

d.  arctaiiiî.jr=  —  =  — I  1  -,4-  4  —  —5+ -5  —  etc»  J> 
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d'ôù  Ton  déduit 

„     1       1  111 

«étang.*»  C  -  -  +  ^  -  —,  +  ^  -  -p  +  etc. 

1  ,  *  *^  ? 

et  comme  x  ==- réduit  cette  équation  à  -=  C,  on  trouve 

définitivement 

*      1       I  111 

arctaog.*».-.-^^-^^.— 7-— +etc. 

Cette  série  ne  convient  qu'autant  que  n  est  comprise 
1 

entre  1  et  - . 
301.  L'équation 

dje  f     i       1.3       1.3.5  a  1.3  5.7  ,  \ 


m  m 


îe  de  la  même  manière ,  en  observant  que  la  valeur 
de  la  constante  est  zéro 

lx3    1.3*'    1.3.5X7  1.3.5.7x9 

arc sin .x=x-f  -  —  4-  —     -f  ^  ,  „  — H  h  etc.; 

2  3    2.*  5    2.4.6  7    2.4.6.8  9  ' 

et  en  faisant  x=  1  on  trouve  cette  expression  du  ^nom- 
bre 77, 

w  11     Ul     1.3  5  1     1.3.5.7  1 

2~    +23  +  2.45  +  2i.67+2lU9  +  ClC'  — * 

> 

302.  On  peut  d  ailleurs  obtenir  le  développement  en 
série  d'une  intégrale  demandée  Jdx.fx,  non-seulement 
en  développant  la  fonction  fx  suivant  les  puissances  de 
x ,  ce  qui  ne  donne  à  intégrer  que  des  termes  de  la  forme 
axrdx ,  mais  en  décomposant  la  fonction  fx  en  deux 
facteurs ,  ou  la  mettant  sous  la  forme  yx.\x ,  puis  déve- 
loppant un  seul  de  ces  facteurs ,  par  exemple  ^x.  Le* 
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termes  du  développement  qui  doivent  être  intégrés  sont 
alors  de  la  forme  axT.yx.dx ,  et  il  est  nécessaire  que  l'in- 
tégration puisse  en  être  effectuée  par  les  méthodes 
connues. 

Soit  par  exemple  la  différentielle 

*  ■ 

V[ax—  x'Kt  —  bx) 

En  développant  le  facteur  (1 — bx)"1  il  viendra 

/dx      fi,       13  „       1.3.5  ,t  t  \ 


Chaque  terme  de  la  série  donne  à  intégrer  une  différen- 

xrdx 

tielle  delà  forme  —  .  ce  qu'on  peut  faire  d'après 

Vax — x" 
ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  287. 

XXVIII.  INTEGRALES  DEFINIES. 

303.  Revenons  aux  notions  présentées  dans  les  nu* 
méros  255  et  suivants.  Soit  en  général 

f(x)dx 

une  fonction  différentielle  quelconque  de  la  variable  x, 
et  désignons  par 

FM 

l'intégrale  de  cette  fonction  différentielle ,  ou  la  fonction 
qui  étant  différentiée,  aura  f{x).dx  pour  différentielle. 
Cela  revient  à  poser 

d${x)*=f{x).dxt 

m 

ou  plus  généralement 
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d[C+F{x)]  =/(x).<£r, 

C  désignant  une  quantité  constante  entièrement  arbi- 
traire. Et  la  fonction  F(x)  pourra  être  déduite  de  la  fonc- 
tion différentielle  f[x).dx,  quand  celle-ci  sera  donnée , 
au  moyen  des  méthodes  qui  ont  été  exposées  dans  les 
articles  précédents.  Cela  posé,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
dans  les  numéros  255  et  suivants ,  une  fonction  quelcon- 
que peut  toujours  être  regardée  comme  étant  la  somme 
d'un  nombre  infini  de  valeurs  de  sa  différentielle.  Ainsi, 
l'expression 

C-fF(x) 

représente  en  général  la  somme  d'un  nombre  infini  de 
valeurs  de  la  différentielle  f{x).dx.  Tant  que  la  con- 
stante C  demeure  indéterminée  la  valeur  de  or  à  partir 
de  laquelle  on  a  commencé  à  sommer  les  différentielles 
est  également  indéterminée;  et  quant  à  la  valeur  de  x  à 
laquelle  la  somme  se  termine.,  c'est  la  valeur  même 
de  cette  variable  qui  se  trouve  sous  le  signe  de  la 
fonction  F. 

Remarquons  maintenant  qu'un  grand  nombre  de  ques- 
tions importantes  exige  la  recherche  de  la  somme  d'un 
nombre  infini  de  valeurs  d'une  différentielle  proposée , 
cette  somme  étant  prise  depuis  une  certaine  valeur  x„  de 
x ,  à  partir  de  laquelle  les  différentielles  successives  sont 
supposées  s'ajouter  les  unes  aux  autres,  jusqu'à  une 
autre  valeur  xw  de  cette  même  variable,  au  delà  de  la- 
quelle on  cesse  d'ajouter  les  différentielles.  Cette  somme 
s'exprime  analytiquement  d'une  manière  générale  comme 
il  suit, 

dx.J\x)\ 


Çxt 

J  Xr 
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eu  plaçant  au-dessous  du  signe  /  la  valeur  de  la  variable 
à  partir  de  laquelle  les  différentielles  commencent  à  être 
ajoutées ,  et  au-dessus  de  ce  signe  la  valeur  delà  variable 
à  laquelle  cesse  cette  addition.  L  expression  dont  il  s  agit 
est  ce  qu'on  nomme  une  intégrale  définie ,  en  entendant 
par-là  que  l'intégrale,  ou  la  somme  des  différentielles, 
est  prise  entre  des  limites  déterminées;  x*  est  la  limite 
inférieure ,  et  j?w  la  limite  supérieure  de  l'intégrale.  Les 

intégrales  définies  constituent  d'ailleurs ,  comme  on  le 
verra  dans  la  suite  ,  un  nouveau  genre  de  fonctions  dont 
l'usage  est  fort  étendu  dans  l'analyse. 

Par  opposition  aux  intégrales  définies,  les  géo- 
mètres donnent  souvent  le  nom  d'intégrale  indéfinie  à 
l'expression 

C+F(«) , 

dont  la  recherebe  a  été  l'objet  des  articles  précédents , 
qui  satisfait  simplement  de  la  manière  la  plus  générale  à 
la  condition  d'avoir  j(x).dx  pour  différentielle  ,  et  qui 
représente  la  somme  des  valeurs  de  cette  différentielle 
prise  depuis  une  valeur  indéterminée  de  x  jusqu'à  la 
valeur  quelconque  que  l'on  voudra  attribuer  à  cette  va- 
riable dans  le  terme  F(x).  Or,  la  connaissance  de  l'inté- 
grale indéfinie  d'une  différentielle  proposée  donne  en 
général  immédiatement  celle  d'une  intégrale  définie  re- 
lative à  cette  même  différentielle  prise  entre  des  limites 
quelconques.  En  effet  si  l'on  fait  x=x0  dans  l'expression 
C+F(jc),  on  aura 

C+F(x0) 

çour  exprimer  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle 
%j{x),dx  prises  depuis  une  certaine  valeur  indéterminée 
•de  x  jusqu'à  la  valeur  x9\  et  si  l'on  fait  jr  =  arw  dans  la 
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même  expression ,  sans  changer  la  constante  C ,  on 
aura 

C+F(x.) 

pour  exprimer  la  somme  des  valeurs  de  cette  différen- 
tielle prise  depuis  la  même  valeur  indéterminée  de  x  jus- 
qu'à lavaleur o?w .  Donc,  la  différence  de  ces  deux  exprès- 

♦ 

sions,  c'est-à-dire  .  . 

FOr.)  —  F(x.)  * 

représente  la  sommé- des  valeurs  de  la  différentielle  dont 
il  s'agit,  prise  depuis  la  valeur  xo  de  x  jusqu'à  la  va- 
leur xw- 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  l'équation 

d.F(x)=f(x).dx 

< 

entraîne  généralement  la  suîvante 


ÇXm 

•  J*. 


c«st-à-dire  que  l'on  a  la  valeur  d'une  intégrale  définie  en 
retranchant  Tune  de  l'autre  les  deux  valeurs  que  prend 
l'intégrale  indéfinie  lorsqu'on  y  donne  à  la  variable 
les  valeurs  correspondantes  aux  limites  inférieure 
et  supérieure  entre  lesquelles  l'intégrale  définie  doit 
être  prise. 

304.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  obtient 
toujours  facilement  la  valeur  numérique  d'une  intégrale 

définie  I     dx.f(x),  lorsqu'on  peut  obtenir  sous  forme 
J  r  • 

finie,  ou  en  série  convergente,  la  fonction  F(x),  dont  la 

21 
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différentielle  est  dx.f(x).  Cela  n'est  pas  toujours  possi- 
ble ,  et  quand  on  ne  peut  y  parvenir ,  on  est  obligé  de 
calculer  la  valeur  numérique  dont  il  s'agit  par  des  mé- 
tbodes  d'approximation  qui  seront  exposées  dans  la  suite. 
Dans  lés  cas  même  où  la  fonction  F(j?)  peut  être  ob- 
tenue sous  forme  finie ,  l'usage  des  méthodes  d'approxi- 
mation est  souvent  préférable  à  la  recherche  directe  de 
cette  fonction.  . 

305.  Les  notions  précédentes  deviendront  très-sen- 
sibles si  l'on  considère ,  comme  on  la  déjà  fait  dans  le 
n°  256,  la  variable  x  comme  l'abscisse ,  et  la  fonction 
F(x),  ou  plus  généralement  GfF(jc) ,  comme  l'ordonnée 
d'une  courbe.  Une  différentielle  quelconque 

t 

d[C+F(x))=/lx).dx 

de  cette  fonction  réprésente  l'accroissement  infiniment 
petit  de  l'ordonnée  lorsqu'on  passe  de  l'abscisse  x  à  l'ab- 
scisse x+dx.  La  somme  de  ces  accroissements  de  l'or- 
donnée qui  ont  lieu  depuis  une  certaine  valeur  x9  de  x 
jusqu'à  une  autre  valeur  xw,  est  évidemment  égale  à 
l'excès  de  l'ordonnée  répondant  à  la  dernière  limite  sur 
l'ordonnée  répondant  à  la  première  limite,  c'est-à- 
dire  à  y,* — y*  ou  F(arw) — F(x9). 
■ 

306.  Remarquons,  d'ailleurs,  que  l'équation  précé- 
dente 

|     rfr5/l*)a=F(ar.)-.F(jp.) , 

JXo 

dans  laquelle  F{x)  est  tëlle  que  l'on  a  d.¥{x)=zdxj[x)9 
ne  s'applique  pas  aux  cas  où  les  fonctions/lx)  ou  F(ar) 
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deviendraient  infinies  pour  une  valeur  de  x  comprise 
entre  les  limites  x0  et  xw  de  l'intégrale  définie.  En  effet 
lorsqu'on  a  exposé  dans  le  nQ  255  des  considérations 
d'où  il  résultait  qu'une  intégrale  quelconque  repré- 
sente toujours  la  somme  d'un  nombre  infini  de  valeurs 
de  la  différentielle ,  on  a  dû  exclure  les  cas  où  les 
fonctions  dont  il  s'agit  prendraient  des  valeurs  in- 
finies. 

Lorsqu'on  demande  la  valeur  d'une  intégrale  définie 

I     dx.f{x)t  et  qu'il  arrive  que  la  fonction  f[x)  devient 

infinie  pour  «ne  certaine  valeur  a  de  x  comprise 
«ntre  les  limites  xo  et  xw  de  l'intégrale ,  on  ne  peut  en 
général  obtenir  la  valeur  cbercbée  qu'en  partageant 
l'intégrale  en  deux  parties,  dont  la  première  finit  et 
dont  la  seconde  commence  à  la  valeur  x=a ,  c'est-à- 
dire  en  considérant  séparément  les  deux  intégrales  dé- 
finies 

Ça  ÇXm 
I    dx.f(x)      et       I  4xJ\x)y 
J  x9  J  a 

dont  la  somme  donnera  la  valeur  demandée.  Cette  somme 
aura  une  valeur  infinie  si  les  deux  parties  ont  elles- 
mêmes  des  valeurs  infinies  et  de  même  signe,  ou  si  Tune 
seulement  des  deux  parties  est  infinie.  Elle  aura  une 
valeur  indéterminée  si  les  deux  parties  ont  des  valeurs 
infinies  de  signes  contraires.  Enfin  elle  aurait  une  va- 
leur finie  déterminée  si  les  deux  parties  avaient  des  va- 
lours  finies. 

De  même,  s'il  se  trouvait  entre  les  limites  x«  et  jcw 
deux  valeurs  a  et  *„  pour  lesquelles  f(x) devint  infinie 


♦ 
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on  devrait  partager  de  cette  manière  l'intégrale  définie 
proposée , 

[a  dx.j\x)+  \  '  dxj\x)+  \dx.J\x) , 
Jx.  Ja  Ja, 

et  déterminer  à  part  la  valeur  de  chaque  terme.  Et  ainsi 
de  suite  si  le  nombre  des  valeurs  intermédiaires  qui  ren- 
dent/*(x)  infinie  était  plus  considérable. 

307.  II  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  revient  au 
même  de  changer  le  signe  dont  une  intégrale  définie 
est  affectée  ,  ou  de  renverser  Tordre  des  limites.  Ainsi 

dx.J[x)=-^  I  dx.JX*). 
J  xm  Jx« 

On  peut  d  ailleurs  changer  la  variable  x  qui  est  sous 
le  signe  d'intégration  définie ,  pourvu  que  l'on  change 
en  même  temps  les  limites  de  manière  à  leur  conserver 
les  mêmes  valeurs  absolues.  Si ,  par  exemple ,  dans  l'ex- 
pression précédente ,  on  veut  remplacer  x  par  une  nou- 
velle variable  t ,  eu  établissant  enire  ces  <leux  quantités 
la  relation  quèlconque  x=y{t)  on  devra  remplacer  dx 
par  d.y(t)-,  et  j  ,  xw  par  les  valeurs  de  t  qui  seraient 

déduites   respectivement   des   équations  x.= 

=  <?(')• 

• 

308.  Nous  remarquons  enfin  que  la  considération 
des  intégrales  définies  peut  servir  à  trouver  le  dévelop- 
pement connu  sous  «le  nom  de  théorème  de  Taylor,  et 
conduit  à  une  expression  remarquable  de  la  partie  que 
l'on  néglige  en  s'arrétant  à  un  nombre  déterminé  de 
termes.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  303  on  aura  , 


Digitized  by  Google 


< 


quelle  que  soit  la  fonction  /,  pourvu  que  cette  fonction 
soit  continue  entre  les  valeurs  x  et  x  +  h  de  la  va- 
riable , 

rx+h 

J\*+h)-J\x)=  dxf{x), 

J  x 

f(x)  désignant  le  coefficient  différentiel  ou  la  fonction 
dérivée  du  premier  ordre  de  la  fonction/{x).  Or,  on  peut 
remplacer  dans  l'intégrale  définie  du  second  membre  x 
j>ar  x-\-h — t,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable  , 
ce  qui  changera  cette  intégrale ,  en  ayant  égard  à  ce  qui 
a  été  dit  dans  le  numéro  précédent ,  en.  # 

—  I  dtf{x+hr-t),       ou      I  dt.f(x+h—t)  i 

Jh  Jo 
en  sorte  qu'on  peut  écrire 

çh 


Cela  |>osé  ,  -considérons  l'intégrale  indéfinie 

fdif(x+h—t)  : 
en  lui  appliquant  le  procédé  de  l'intégration  par  parties, 


on  trouvera  successivement 


J* dt,  f  (x+h—t)=  t  .f  (x+h—t)+fdt.  t  ./"(x+A— 0* 


etc. 

et  par  conséquent 
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fdtf(X+hr-t)=tf(X+h-t)+L  1)+  

2.3.4..(fi— ir       v  ;  J     2.3.*..(f*— if 

Donc,  en  prenant  l 'intégrale  entre  les  limites  zéro  et  h, 

■ 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  1  équation  précédente, 
il  viendra 


*  l'on  fait  dans  cette  équation  x= 0,  puis  qae  l'on 
écrive  «  à  la  place  de  h,  elle  prendra  la  forme 

1 8.3.Co!-i/^'(°)+ //-a-^rj-t/"^ 


Il  est  aisé  de  reconnaître  d'ailleurs  que  cette  nouvelle 
expression  du  terme  complémentaire  de  la  série*  de 
Taylor  comprend  celle  qui  a  été  présentée  dans  les'  nu- 
méros 85  et  86.  Mais  tandis  que  celle-ci  est  indétermi- 
née, et  fait  seulement  connaître  les  limites  entre  lesquelles 
la  valeur  du  terme  dont  il  s  agit  est  comprise,  l'expression 
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sous  forme  d'intégrale  définie  détermine  complètement 
cette  valeur. 

■ 

XXIX.  USAGE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  POU*  L  ÉVALUA- 
TION DES  LONGUEURS  DES  COURbES  ,  DES  AIRES  ET  DBS 
VOLUMES. 

i°  Aires  des  courbes  planes. 

309,  Considérons  une  courbe  quelconque  rapportée 
ht  deux  axes  rectangulaires.  Proposons-nous  de  trouver 
Taire  de  cette  courbe ,  c'est-à-dire  la  valeur  numérique 
de  la  surface  comprise  entre  Taxe,  la  courbe  et  deux 
ordonnées  quelconques.  Désignons  par 

l'équation  de  la  courbe ,  et  parxe,  xm  les  abscisses  qui 
répondent  aux  ordonnées  par  lesquelles  Taire-  qu'il 
s'agit  d'évaluer  est  limitée.  On  a  trquvédans  le  n°  156 
qu'en  désignant  par  u  la  fonction  de  x  qui  représentait 
la  valeur  de  Taire  comptée  d'une  origine  quelconque 
jusqu'à  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  x,  la  dif- 
férentielle de  cette  fonction  était  exprimée  par  ^ 

Or  Taire  qu'il  s'agit  d'évaluer  est  évidemment  la  somme 
des  valeurs  en  nombre  infini  que  prend  la  différen- 
tielle du  lorsqu'on  donne  à  x  dans  cette  différentielle 
toutes  ses  valeurs  comprises  entre  x0  et  x» .  Donc ,  con- 
formément à  ce  qu'on  a  vu  dans  Tartide  précédent , 
cette  aire  est  exprimée  par  l'intégrale  définie 

ÇXm 

1  dx.y. 


- 
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Il  est  entendu  que  dans  cette  expression  les  limites  xQ  et 
xw  sont  deux  nombres  donnés  correspondants  aux  posi- 
tions des  ordonnées  qui  terminent  Taire.  Le  résultat  de 
l'opération  indiquée  par  l'expression  analytique  dont  il 
s'agit  est  également  un  nombre  déterminé,  représen- 
tant la  valeur  de  cette  aire. 

Mais  on  peut  aussi  imaginer  que  la  première  limite 
x0  est  seule  donnée  et  fixe ,  et  que  la  seconde  h  mi  te  xw 

est  indéterminée  et.  arbitraire.  Alors  on  représentera 
simplement  cette  seconde  limite  par  x*  Le  résultat  de 
l'intégration  définie  sera  alors  une  fonction  de  x  repré- 
sentant l'aire  qui  commence  à  l'ordonnée  correspon- 
dante à  l'abscisse  xoy  *et  qui  se  termine  à  une  autre 
ordonnée  quelconque  correspondante  k  l'abscisse  x.  En 
désignant  cette  aire  par  ut  nous  écrirons  donc 


■  H 


x 

dx.y. 


310.  Si  là  courbe  proposée  est  rapportée  à  des 
coordonnées  polaires,  son  équation  sera  donnée  sons 
la  forme 

r=/M, 

w  désignant  l'angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  dont 
la  longueur  est  r  et  une  ligne  fixe.  L'aire  u  est  ici  l'es- 
pace triangulaire  compris  entre  la  courbe  et  deux 
rayons  vecteurs  formant  avec  l'axe  fixe,  l'un  l'angle 
l'autre  l'angle  quelconque  *».  Comme  Ton  a  trouvé  dans 
le  nQ  199 
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on  aura  donc  ici 


A»: 


311.  Soit,  par  exemple,  l'ellipse  rapportée  à  ses  dia- 
mètres rectangulaires ,  dont  l'équation  est 


—  +'r-  =  i,      ou     y=-Va%—  x\ 
a      b  %  a 

* 

■ 

a  et  b  désignant  les  demi-diamètres  OA  et  OB  (fig.  45). 
L'aire  OBrop  sera  exprimée  d'après  len°  309 par 


U~«Jo 


dxVa%—x\ 


s 


x  désignant  l'abscisse  Qp.  Pour  obtenir  la  valeur  de 
cette  intégrale  définie,  il  faut  considérer  l'intégrale  in- 
définie fdx\/a% — x\  On  pourrait  la  rendre  ra- 
tionnelle en  employant  la    transformation  indiquée 

n°  276.  Il  serait  plus  simple  de  la  mettre  sous  la  forme 
a*  x* 

àx  et  de  considérer  à  part  les  deux  par- 

v  a* — x  l 

f   a*dx  f  x'dx 

ties  /  ■  —  f  — — — —  ,  dont  la  première  s'in- 

tègre  immédiatement  d  après  le  nw  281,  et  dont' la  se- 
conde s'intégrerait  en  la  considérant  comme  une  diffé- 
rentielle binôme,  ét  opérant  d'une  manière  semblable  à 
ce  .qu'on  a  fait  n°  287.  Mais  il  sera  plus  simple  encore  de 
poser 

l/at—x*=tx,     d'où     x'=  — , 
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t  désignant  une  nouvelle  variable  ;  ce  qui 

par  conséquent 

J  dx  k^W=C+  -  tx*—  -  arc  tang.  l , 


OU 


r       A   l      y   1  _  Va'-* 

j  thVZ=?=C+  -  x  V<t—x%—^a\vK  tang:  — j —  i 


ï 


puis  en  prenant  Tintégrale  depuis  ar=0  jusqu'à 
*  ixV7=?=  i  xV7=2+  \  a*     -arc  tang. 
- 1  x  VS=*+\     arc  tang. 

=  ^  x  ]/a'—J?-h  -  a*,  arc  sin. 
2  2 

n 

L'expression  de  Taire  demandée  est  donc 

bx  ,  >r-   ab  x 

u=  —  Va —  arc  sin.  - 

2a  2  a 

xy    ab  x 

=  —  -\  arc  sin.  — . 

2      2  a 

Ciomme  —  est  Taire  du  triangle  Omp,  on  voit  que  Taire 
2 

ab  x 

du  secteur  OBm  est     arc  sin.  -  En  faisant  x=a,  on 

2  a 

aura  —  pour  Taire  OBA ,  et  par  conséquent  *ab  pour 
Taire  entière  de  Tellipse. 
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312.  Soit  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  dont  l'é- 
quation est 

ou  ,-iy*=«. 


En  désignant  paru  Faire  Apm  (fig.  46),  Op  représentant 
l'abscisse  x ,  on  aura 


b  Cx 
u=-  I  < 


dx  Vx* 

a 


Pour  obtenir  l'intégrale  indéfinie  Jdx\/ x% — a' ,  on  fera 


et 


Vx>=ï=tx,     d'où     x'=  — 


p 


Mais 


donc 


f  dx\S^^=Q+\tx>+tjXf^, 
J  2       4  1-m' 


ou 


■ 

et  en  prenant  l'intégrale  depuis  a?  =  a  jusqu'à  jc  =  x,  il 
vient 

J«  2  2  a 
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L'expression  de  Taire  Amp  dont  il  s'agit  est  donc 


bx  ,  y—%   ab  ,x+Vx — a 

u=  —  V  x — a  /  

2a  2  a 

xy  ab 


xy 

Gomme  —  représente  Taire  du   triangle  Omp  ,  on 
2 

voit  que  Taire  du  secteur  OmA  est  représentée  par 
^./^  ^ette  aire  devient  infinie  lorsque  le  point 

m  s  éloignant  à  l'infini  le  rayon  0m  se  confond  avec  Ta- 
symptote. 

31 1.  L  équation  de  Thyperbole  équilatère  rapportée 
à  ses  asymptotes*  étant 

* 

a%  a* 
xy  —  —     ou     y=  -— , 
2  '  2xy 

* 

Taire  représentée  par  a ,  comprise  entre  les  ordonnées 
correspondantes  aux  abscisses  x0>  x,  est  exprimée  par 

a*  Çx  dx  a '  ,  x 

"  =  —  I    —      ou  11=—/—. 


Si  Ton  pose  a=l,  on  a  simplement 


2  x0 


ainsi  les  logarithmes  népériens  des  nombres  donnent  im- 
médiatement les  aires  de  Thyperbole  équilatère.  C'est 
par  cette  raison  que  ces  logarithmes  ont  été  nommés 
logarithmes  hyperboliques. 
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314.  L'équation  de  la  parabole,  en  comptant  les  or- 
données du  sommet ,  est 


y=2px     ou     ^=  V'ipx. 
L'aire  Omp  (fig.  47)  est  donc  représentée  par 

m 

_  Çx        _  % 
M=  I  dxVx, 

Jo 

qui  revient  à 

2  *  2 

2 

L'aire  Omp  est  donc  les  -  du  rectangle  ormp  ;  et  Taire 

,  1 

omrenestle  -. 

3 

315.  Si  Ton  considère  la  courbe  dont  l'ordonnée  est 

a  désignant  une  constante  positive  ,  et  plus  grande  que 
l'unité,  l'expression  de  Taire  mpqn  (fig.  48)  représentée 
par  m,  et  terminée  aux  abscisses  Op  et  Oq  ,  représentées 
par  xo et  x ,  sera 

rx 

m  =  I    dx.a*  , 

et  comme  Ton  a  l'intégrale  indéfinie  Jdx  a*  =  —  ,  il 
Tiendra 


L'aire  comptée  a  partir  de  OB  du  côté  des  x  positives 
a*  1 

sera  donc — j^—  ;  et  Taire  comptée  à  partir  de  OB  du 
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1— <Z~"* 

coté  des  x  négatives  sera  — j— .  Cette  dernière  expres- 

Il  „ 

sion  donne ,  en  supposant  jc=  -  ,  jr  pour  1  aire  comprise 
entre  Taxe  et  la  courbe  prolongée  à  l'infini. 

316.  Dan*  la  cycloïde  [fig.  &9),  les  coordonnées  op\ 
mp  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  étant  représen- 
tées par  x,  y ,  on  a ,  comme  on  Ta  vu  n  178  , 

jr=R  (o» — sin.*») ,    y^B.  (  1— cos.») , 

R  désignant  le  rayon  Cr  du  cercle  générateur,  et  w  Tangle 
mCr.  L'aire  omp  sera  exprimée  par 

a  =  I   r«ir     ou     «  =  R*  I  <&>(1— oos.«)\ 

Jo  Jo 


Mais  on  a 


y*  ^(t— cos.o»)'^/^(l— 2cos.c*+cos.%»)*  J  rf^—Scos-w+^cos.^ 


3  1 
-  o) — 2«n.»4-  -  sin.âw. 
2  4 


Donc 


«ssR'Q  »— 2sin.«+  jsin.  2o»^. 


Cette  formule  donnera  la  totalité  de  Taire  omna  ,  com- 
prise entre  la  première  partie  de  la  cycloïde  et  Taxe  Oa, 
en  y  faisant  w=2*.  La  valeur  de  cette  aire  est  donc  3*R' , 
c'est-à-dire  le  triple  de  Taire  du  cercle  générateur. 
On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  Taire 

OqUn  =  Oqtp — Omp  =  2Rx — u 

R* 

=  —  («»—  sin.wcos.w)  : 
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donc  l'espace  Oqtm  est  égal  à  la  partie  rms  du  cercle 
générateur,  et  par  conséquent  l'espace  Oqtnm  est  égal  à 
la  moitié  du  cercle  générateur. 

317.  On  pourra  toujours,  au  moyen  de  l'opération  qui 
vientd'être  expliquée,  évaluer  une  aire  quelconque  com- 
prise dans  un  contour  tracé  sur  un  plan. Car  soit  Mm,  Nwj 
(fi g.  50)  le  contour  dont  il  s'agit ,  rapporté  à  des  coor- 
données rectangulaires.  Désignons  par  xAi  xw  les  ab- 
scisses extrêmes  0P,  0Q;  par  x  une  abscisse  quelconque 
On,  et  par  y,  et  y%  les  ordonnées  mtp  et  mjp  correspon- 
dantes à  cette  abscisse ,  et  appartenant  respectivement 
aux  deux  courbes  MmJN  etMmtN  qui  forment  le  contour. 
Ces  ordonnées  doivent  être  données  en  fonctions  de  xt 
et  il  est  visible  d'après  ce  qui  précède  que  l'aire  Mm.Nm, 
est  exprimée  par  l'intégrale  définie 

Si  le  contour  M/nlNmi  est  discontinu ,  et  composé  de 
parties  distinctes ,  dont  les  ordonnées  ne  soient  pas  ex- 
primées par  une  même  fonction  de  l'abscisse  x,  on  pourra 
partager  l'aire  proposée ,  et  l'intégrale  définie  qui  en 
exprime  la  valeur,  en  plusieurs  parties  correspondantes 
respectivement  aux  portions  du  contour  dont  les  ordon- 
nées ont  une  expression  commune.  La*  valeur  de  chacune 
de  ces  parties  se  calculera  séparément.  Dans  les  cas 
mêmes  où  les  ordonnées  du  contour  ne  sont  pas  données 
par  une  ou  plusieurs  expressions  analytiques  formées 
de  l'abscisse  x ,  mais  où  l'on  connaît  seulement  les  va- 
leurs numériques  des  ordonnées  de  certains  points  de  ce 
contour,  il  existe,  comme  on  le  verra  dans  la  suite ,  des 
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méthodes  au  moyen  desquelles  on  peut  évaluer  approxi- 
mativement l'intégrale  définie  par  laquelle  l'aire  est  re- 
présentée. 

318.  Pour  présenter  une  application  de  la  formule  du 
n°  310 ,  nous  considérerons  la  spirale  logarithmique, 
dont  l'équation  donnée  n°  îOi  est 

r==e/«.ôr 

L'aire  triangulaire  comprise  imtre  la  courbe  et  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r„  qui  forment  entre  eux  l'angle  »— *»# 
sera  donc 

l  Tw 

c'est-à-dire 

W  =  r—.  ,       OU       II  =       ■  — . 

Dans  les  cas  particuliers  où  /a=l ,  et  r=e*» ,  1  aire  dont  il 

s'agit  est  donc  le  ?  de  la  diflérence  des  carrés  construits 
sur  les  deux  rayons*  vecteurs, 

a0  Longueurs  des  courbes  planes 

319.  En  appliquant  ici  les  considérations  qui  ont  été 
présentées  dans  le  n#  309,  et  se  rappelant  que  l'on  a 
trouvé  dans  le  n9  f  57  que  la  différentielle  de  l'arc  d'une 
courbe  rapportée  aux  coordonnées  rectangulaires  x,  y, 
«et  représentée  par  l'équation 

«tait  exprimée  par 
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on  aura  évidemment  l'intégrale  définie 


pour  l'expression  générale  de  la  longueur  de  l'arc  de  la 
courbe  compris  entre  les  points  correspondants  aux  ab- 
scisses x*  et  x. 

320.  De  même,  si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coor- 
données polaires,  et  représentée  par  l'équation 

>•=/(*); 

e  on  a  trouvé  dans  le  n°  200, 


tfUlllfl 


pour  l'expression  de  la  différentielle  de  l'arc ,  on  aura 


pour  l'expression  générale  de  la  longueur  de  Tare  de  la 
courbe  compris  entre  les  points  correspondants  aux  va- 
leurs wa  et  w  de  l'angle  qui  détermine  la  direction  du 
rayon  vecteur. 

321.  Si  l'on  considère,  par  exemple  ,  comme  dans  le 
nA  312,  Vellipse  rapportée  à  ses  diamètres  rectangulaires, 
dont  l'équation 

x*  .  *   a  b  i  /~i  ;  dy         b  x 

-—  +  7-  =  i  donne  y—  -  Ka — x ,  -f  -  =  

a9     b'  a  dx         a  y/tf—x*'* 

■ 

il  viendra 

22 


pour  l'expression  de  Tare  compté  du  sommet  de  la 
courbe  jusqu'au  point  dont  l'abscisse  est  x.  En  intro- 
duisant l'excentricité  désignée  par  e  dans  le  n*  197,  ou 
faisant  a — £a=aV ,  cette  expression  s'écrira 


5 


On  ne  peut  pas  l'obtenir  sous  forme  finie,  mais  on  peut 
la  développer  en  série  convergente  de  diverses  manières. 

Remarquant,  par  exemple,  que— est  toujours  une  frac- 
tion, on  peut  poser  x= a cos.  ?,  d'où  dx= —  asin.f</?, 
et 


ou  en  développant  (1 — e"cos.\p)î\ 


2 

Or,  on  a  ,  par  la  seconde  des  formules  écrites  n"  29*  , 

r  1  .  1  _ 

afy.cos.  ?  =  -sin.y.cos.pf-  ?*f  l» , 


.1.3.  1.3 
sin.f.cos.  ^4  —  sin.y.cos.f+—  y  4-C , 


r^.cos.*^= j 

Jfl      1  .  ,  ,  1  5  ,     1  3.5  .  1.3.5 

<*?.cos.  f=g sin.j.cos.  r +—  sin.f .cos.  ?+        sin.?.cos.f +  jj^ 
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,      1  1.7  ,     1.5.7  , 

.cos.'?  =  g  sin.?.cos.yh  — sin.?xos.yf  — -  siq.?.cos.V 

1.3.5.7  .  1.3.5.7  „ 

etc.; 

et  en  prenant  les  intégrales  depuis  «=— jusqu'à 
.  1 

p. COS.  ?  =  -SID.f.COS. 


4      1  .13  1.3 /w  \ 

P.cos.4T=  -sm.^<*>s.yh  — sm.t.cos.?  —  —  (j  —  7  ^ 

,1  ,15  ,  ,  1.3.5  1.3.5 /it  \ 

..cos.  t=iS.n.T.cos.  T+4-s.n.T.cos.  f+ —  su,.,.**.,-— j 


1  17  "15  7 

p.cos.'f  =  -sin.f  .cos.7^+— ^-  sin.f  .co$.'f-H  *     sin.f  .cos.'f 
8  6,8  ♦.6.8 

1.3  5.7  .  13.5.7  /w  \ 

-f^-r-—  sin.f.cos.ç—  — -  C  - — f  ) 
2.4.6.8      T      T    2.4.6.8  \2  T/' 

etc.; 

ce  qui  donne  les  valeurs  de  chaque  terme  de  la  série 
précédente. 

Si  Ton  suppose  x  =  a ,  et  par  conséquent  cos,  ?  =  1  ou 
7=0,  l'expression  précédente  de  s  donnera  pour  la  lon- 
gueur du  quart  du  contour  de  l'ellipse  : 

322.  L'équation  de  l'hyperbole 

— ;  —  t:=1    nonne    .r  =  -  V  x — a  ,  -7-  =  

a*      b%  'a  dx     a  y 
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et  par  conséquent 


ou,  en  faisant  a+b%=a  e  , 

» 

dx 


2  %/£f_zî! 


pour  l'expression  de  l'arc  compté  du  sommet  de  la 
courbe  jusqu'au  point  dont  l'abscisse  est  x.  Comme 
ici  x  est  toujours  > a, nous  poserons  x==— — ,  d'où 


.      a  sin.  qd* 
dx  =  —  ,  et 

cos^» 


i  (a  cos.'?\ï 

Ou,  en  développant^! — j, 

r«    /        1        .      1  ! 
di.  — -(  t— —  cos.  ^--  ncos.  * 
cos.a*\      2e*  2  le* 

1.3  1       6      1.3.5  1        ,       .  \ 
—  —  — r  cos.V—  — -r  —,  cos.  <?—  etc.  1  -, 

2.4  6c6  2.4.6  Se9  / 

ou 

5  =  ae.tang.«--*-*J  ^(j^0*  ♦ 

1.3  1       4  ,  1.3.5  1       6  \ 

Les  termes  de  la  série  seront  donnés  par  les  expressions 
de  Jdy.cosS?,  /^.cos.4?,  etc.  du  numéro  précédent, 
en  supposant  la  constante  arbitraire  C  égale  à  zéro. 
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Remarquons  que  l'équation  de  l'asymptote  étant 
J=  - x*  la  distance  du  centre  de  la  courbe  au  point  de 

& 

l'asymptote  dont  l'abscisse  est  x ,  est  *  a+b  %x  ^ 

a 

ae  * 

ex  =™ — •  Soit  r  cette  distance  :  on  aura 
cos.  f 

1— sin.*     a         f*      /l  l 
cos.*       2e       J       \2  4eJ 


.  1.3  1  1.3.5  1       .  \ 

+  2l6?COS-,+  2T6  8pC°S-  *+etC  } 

■ 

Si  l'on  suppose  x=-,  et  par  conséquent  cos-  «f=0  ou 

*  =  - ,  cette  dernière  formule  donnera  pour  la  limite 

vers  laquelle  tend  l'excès  de  r  sur  s ,  à  mesure  que  l'ab- 
scisse x  devient  déplus  en  plus  grande  Ç  en  remarquant 

i — sin.  ?      cos.  »       _  .  ir  \ 

x  que  =— — — — =  0  lorsque  ®  =  —  . 

^        cos.?        i+sin.  y  4  2/ 

323.  L'équation  de  la  parabole 

y=2px     donne    r=  J/w,  ^  = 

<£r  2x' 

Ainsi,  l'arc  compris  entre  le  sommet  de  la  courbe  et  le 
point  dont    est  l'abscisse  a  pour  expression , 


2jt 
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L'intégrale  indéfinie  fdx  \  1  +;|^  se  trouvera  en  po- 


sant 


d'oû  x=W=xy 


et 


Comme  l'intégrale  jj^j  -  \]*{z3TnÙ  ,  U 


vient 


J  Six  4  /4t 


4-C  ; 


et  en  prenant  l'intégrale  depuis  x==0  jusqu'à 
on  a 


2x  * 


ou 


*=5  -  y/  ^p.r+4j^+  ^p.  /.  
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324.  Soit  maintenant  comme  dans  le  a0  316  la  courbe 
dont  1  équation  est 

dy 

jr=zax,      et  donne  ^  =  la.aa=  la. y  ; 


on  aura  donc 

s 


pour  la  longueur  de  Tare  dont  les  extrémités  correspon- 
dent  aux  abscisses  xa  et  X.  Pour  trouver  la  valeur  de 
cette  intégrale  définie,  nous  poserons 

g,=/air=UDg.r,  d'où  la.dy=  ±-,  dx=L±  = 

1  dr 

/a  sin.T.cos.r.  ' 

et 

J  To  sin.T.cos.'r 

Mais ,  par  la  quatrième  des  formules  données  n°  293, 
,/  sin.T.cos.r      cos.t    */  sin.T 

■ 

et  par  Tune  des  formules  du  n*  295 ,  on  trouve 
Donc 

,=  j/j  1_  UDg 

la  1  cos.t  cos. 


+/  2 


H  est     sans    doute   superflu   de   remarquer  que 
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T=arc  tang.  {la.y)  est  ici  l'angle  formé  avec  Taxe  des  x 
par  la  tangente  menée  à  la  courbe  dans  le  point  dont 
l'abscisse  est  x. 

325.  Soit  encore  comme  an  numéro  316,  la  cycloïde 
dont  l'équation  a  été  donnée  n°  179  (fig*  4-9  ).  On  aura 

dy      VïRy—y  dx  y 

ou  — —  = 


dx        y  dr  y$Ry—y 

m 

Or  la  différentielle      \/  !-+-•  {~f~)  deVarcd'unecourbe 

pouvant  également  s'exprimer  par  dy  V^l  » 
nous  pouvons  représenter  ici  par 


la  longueur  de  l'arc  compris  entre  l'origine  de  la  courbe 
et  le  point  dont  l'ordonnée  est  y.  Et  comme  on  a 

dy 


il  vient 

Cette  formule  donnera  la  longueur  de  la  moitié  de  la 
courbe  en  y  faisant  ^=2R.  Cette  moitié  est  donc  égale 
à  fcR,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  n-  191.  Si  d'ailleurs 
on  voulait  compter  l'ordonnée^  de  haut  en  bas,  à  partir 
delà  ligne  nqt  et  Tare  s  à  partir  du  point  n  dans  le  sens 
nmo,  on  devrait  écrire  2R— -y  à  la  place  de^  etfcR — * 
à  la  place  de  s,  ce  qui  donnerait 
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326.  Nous  considérerons  enfin  la  spirale  logarith- 
mique dont  1  équation,  rapportée  aux  coordonnées  po- 
laires ,  est 

r=e*  d'où      4-  =W<"-  =la.r. 

Il  viendra,  d  après  ce  qui  a  été  dit  n°  320  , 


c'est-à-dire 


S    1  J' 


pour  la  longueur  de  lare  compris  entre  les  points  de  la 
courbe  auxquels  appartiennent  les  rayons  vecteurs  r,et  r. 
Comme  l'angle  compris  entre  la  normale  et  la  courbe  a 
pour  tangente  tri gonora étriqué,  d  après  le  n°  20fr, — la, 
l'angle  compris  entre  la  tangente  et  la  courbe  a  pour  tan- 
gente trigonométrique-i-,  et  pour  cosinus —  ^  Il 

r .  y/ï+îîaj 

est  évident  en  effet ,  par  la  natufe  de  la  courbe  dont  il 
s'agit ,  que  la  différence  de  deux  rayons  vecteurs  est  à  la 
longueur  de  l'arc  qu'ils  comprennent  dans  un  rapport 
constant  exprimé  par  ce  cosinus. 

Lorsque  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  est 
simplement  r=e»,  on  a  5=^2  (r-m).  La  longueur  de 
l'arc  compris  entre  deux  points  quelconques  delà  courbe 
est  la  différence  des  diagonales  des  carrés  construits  sur 
les  rayons  vecteurs  appartenant  à  ces  points. 
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3°  Longueurs  des  courbes  à  double  courbure. 

327.  Une  courbe  à  double  courbure  étant  donnée  par 
les  équations 

.r  =/(*),  *=F(*), 

on  a  trouvé  dans  le  n°  227,  pour  l'expression  générale 
de  la  différentielle  de  cette  courbe  , 

*W,+(£H£)'. 

♦ 

D'après  les  principes  établis  au  commencement  de  cet  ar- 
ticle, on  aura  donc 


5 

pour  l'expression  de  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe 
dont  les  deux  extrémités  répondent  aux  abscisses  x9  et  x. 

328.  Soit ,  par  exemple  ,  l'hélice  représentée  par  les 
équations 

.r  =  Rcos.w,         ^ =Rsin.  w,  z=aRw, 
qui  donnent 

h 

dx=z — Rsin.w.rfw,     dr=Rcos.«.dw,     dz  =  aRd*>. 


s 


J  w0 


résultat  qu'il  est  aisé  de  prévoir  d'après  la  nature  de  la 
courbe. 
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4°  Volumes  des  solides  de  révolution. 

329.  Supposons  que  l'aie  d'un  solide  de  révolution 
coïncide  avec  Taxe  des  x ,  et  représentons  par 

l'équation  de  la  courbe  plane  dont  la  révolution  autour 
de  cet  axe  décrit  la  surface  du  solide.  Désignons  par  *> 
la  partie  du  volume  du  solide  comprise  entre  deux  plans 
menés  perpendiculairement  à  Taxe  Ox  (fig.  51  )  par  les 
points  P,p,  et  qui  est  décrite  par  la  révolution  de  la  par- 
tie PMmp  de  Taire  delà  courbe  génératrice.  Soit  x  l'ab- 
scisse Op.  11  est  visible  que  quand  x  augmentera  de  àx 
représentée  sur  la  figure  par  pq,  le  volume  v  augmen- 
tera d'une  quantité  Ai/  égale  au  volume  décrit  par  la 
révolution  de  l'aire  pmnq.  Or  ce  volume,  (en  supposant 
Ax  assez  petite  pour  que  y  soit  constamment  crois- 
sante ou  décroissante  dans  l'intervalle  pq)  est  compris 
entre  ceux  des  deux  cylindres  ayant  pour  hauteur 
commune  pq,  et  pour  rayons pm  et  qn.  Donc  on  a 

à*C>*y*Axy  ,    bt><jt(y bx  -, 

ou  bien 

lL>*r*>  rî<«(r+4r)"; 

^JO  bx 

et  comme  ces  deux  expressions  ont  pour  limite  com- 
mune, lorsque  Ax  devient  de  plus  en  plus  petite,  iy*> 
nous  devons  en  conclure 

— -=iry*,       ou  dv=icy%.dx. 


Digitized  by  Google 


—  348  — 

pour  l'expression  générale  de  la  différentielle  du  volume 
représenté  par  e. 

D'après  cela  Ton  reconnaît  immédiatement  que  l'in- 
tégrale définie 


Jx. 


donne  l'expression  de  la  partie  du  volume  d'un  solide  de 
révolution  qui  est  comprise  entre  deux  plans  menés  per- 
pendiculairement à  l'axe  aux  distances  x„  et  x  de  l'ori- 
gine des  coordonnées. 

330.  Soit  par  exemple  l'ellipsoïde  de  révolution  dont 
l'axe  de  révolution  est  2a  ,  et  dont  l'axe  perpendiculaire 
à  celui-ci  est  2£.  L'équation  de  la  courbe  génératrice,  en 
comptant  les  x  du  centre ,  est 


b% 

y— 

Donc 


b*  Çx. 


représente  la  partie  du  volume  du  corps  comprise  entre 
le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  qui  passe  par  le  centre  et 
le  plan  mené  à  la  distance  x  de  celui-ci.  Cette  formule 
donne  d'ailleurs 


2tr 

En  faisant  x=a,  on  aura  -j-û^"  pour  le  volume  de  la 
moitié  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Le  volume  entier  de 
ce  corps  est  donc 
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331.  Ou  calculera  facilement  d'après  ce  qui  précède 
le  volume  de  tout  solide  décrit  par  la  révolution  d'une 
figure  plane  quelconque  autour  d'un  axe  pris  dansle  plan 
de  cette  figure.  Le  volume  du  solide  décrit  par  la  révo- 
lution de  l'aire  Mm,  Nw,  (fig.  52  )  tracée  dans  le  plan 
des  xy  autour  de  l'axe  des  x,  est  exprimé  par  l'intégrale 
définie 

*  I  dx(y;— y?), 

x©  et  x»  représentant  la  plus  petite  valeur  OP  et  la  plus 
grande  valeur  OQ  de  l'abscisse  x,  etjr,tjrt  les  valeurs  des 
ordonnées  m,p,  mjt  des  deux  lignes  Mmjï,  M/wJN  qui  ré- 
ent  à  une  abscisse  quelconque  x. 

» 

5°  Aires  des  surface*  de  révolution . 

332.  Considérons  la  surface  décrite  par  une  courbe 
plane  quelconque  Mm  dont  l'équation  est 

lorsque  cette  courbe  tourne  autour  de  l'axe  Ox  (fig.  51  ). 
Désignons  par  u  l'aire  de  la  partie  de  cette  surface  décrite 
parla  révolution  de  la  partie  Mm  de  la  courbe.  Soit  x 
l'abscisse  Op.  Lorsque  x  augmentera  de  l'intervalle  infini- 
ment petit  dx  représenté  sur  la  figure  par  pq,  l'aire  u 
augmentera  de  l'aire  décrite  par  la  révolution  de  l'élé- 
ment mn  ou  ds.  Or,  la  courbe  étant  regardée  comme  coïn- 
cidant avec  sa  tangente  dans  l'étendue  de  cet  élément , 
l'accroissement  de  u  dont  il  s'agit  sera  regardé  comme 
égal  à  la  surface  d'un  cône  tronqué  dont  pq  est  la  hau- 
teur et  dont  mp  et  nq  sont  les  rayons  des  deux  bases. 
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Donc 

du=it(fy+dy)ds , 

et  en  supprimant  les  quantités  infiniment  petites  du  s 
cond  ordre 

du=2ny.ds  ou  du=2rc.dx.y  ^/  i+Ç^£j  . 
Ainsi  nous  aurons 


pour  l'expression  de  l'aire  de  la  surface  de  révolution  qui 
est  comprise  entre  deux  plans  menés  perpendiculai- 
rement à  l'axe  aux  distances  x0  et  x  de  l'origine  des  coor- 
données. 

333.  Soit  encore  pris  pour  exemple  l'ellipsoïde  de 
révolution  considéré  dans  le  numéro  330.  L'équation 
de  la  courbe  génératrice  donnant 

=  —r  a  —jc  ,       et     -j-=   , 

a  dx        a  Y^T^ 


il  viendra 


pour  l'expression  de  l'aire  de  la  partie  de  la  surface  com- 
prise entre  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  qui  passe  par 
le  centre  et  un  autre  plan  mené  à  la  distance  x  de  celui-ci. 
Supposons  d'abord  a>£,  c'est-à-dire  que  l'ellipse  a  tourné 

a*—b% 

autour  de  son  grand  axe,  et  posons  ^,  ■  =e*  ;  cette 
expression  deviendra 
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et  si  l'on  écrit 


b  r***  __________ 

tt=2ir~|    dxVa%— eV; 


u=2r  —  I  ecbcVa' 


on  trouvera  par  le  numéro  311 , 

u=2tt  —  f^-ex  Va*—e%x*+  \a\  arc  sin.  — ^ 

.  /    \   /  A     eV     a  ex\ 
=nM  a:  W  1  —  +  -  .arc  sin.  —  \ . 

En  faisant  x  =s  a ,  il  viendra  • 


ou 


^J/ 1 — e'+  —  arc  sin.  , 
ir  I  6  + -—arc  sin.e  \  , 


pour  l'aire  de  la  moitié  de  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Supposons  en  second  lieu  a  <  b>  c'est-à-dire  que  l'el- 
lipse a  tourné  autour  de  son  petit  axe.  En  désignant  tou- 

b*—a% 

jours  par  e  l'excentricité ,  on  posera  donc         =ea,  et  il 

o 


qui  peut  s'écrire 
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On  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  numéro  312,  l'in- 
tégrale indéfinie 


et  en  prenant  l'intégrale  de  x=0  à  x=x, 

tare  y/  ,  ^  6Vj 

Donc 


«  ^z^7 — ~* — J 

En  faisant  x=<* ,  il  viendra 

ou  a 

pour  l'aire  de  la  moitié  de  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

33fc.  On  pourra  calculer,  d'après  ce  qui  précède,  l'aire 
de  la  surface  d'un  solide  de  révolution  décrit  par  une 
courbe  plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  tracé 
dans  le  plan  de  cette  courbe.  En  conservant  ici  les  déno- 
minations du  numéro  331,  l'aire  delà  surface  décrite  par 
la  révolution  de  la  courbe  Mm,]Vm,(/Sg.  52)  autour  de 
l'axe  Ox,  sera  évidemment  représentée  par  l'intégrale 
déGnie 
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6°  Volumes  des  solides  d'une  figure  quelconque. 

335.  Soit  un  solide  dont  la  surface  rapportée  aux 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z,  est  représentée  par 
l'équation 

z=f{x,y)  : 

on  présentera  de  la  manière  la  plus  générale  la  question 
de  l'évaluation  du  volume  de  ce  solide  si,  ayant  tracé  sur 
le  plan  des  xy  (fig.  52  ),  un  contour  quelconque  M/n,Nmlt 
on  demande  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  sur- 
face du  corps,  et  le  cylindre  dont  le  contour  MmJSm^  est  la 
base  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  l'axe  des  z.  Nous 
représenterons  par  x#  et  .r^  les  abscisses  extrêmes  OP  et 

OQ  de  la  ligne  MAntNmi  ;  par  r  et  y%  les  ordonnées  mjp 
et  mjf,  qui  répondent  à  l'abscisse  Op  représentée  par  x,  et 
qui  appartiennent  respectivement  aux  branches  Mm  N 
etMmsN  de  cette  ligne.  Les  quantités  yt  etyt  seront  des 
fonctions  données  de  l'abscisse  x. 

Cela  posé ,  considérons  la  partie  du  volume  demandé 
dont  la  base  sur  le  plan  des  xy  est  Mm/nt.  et  désignons 
par  y  sa  valeur,  qui  sera  une  fonction  de  x.  Lorsque  l'ab- 
scisse Op,  ou  x,  augmentera  de  la  quantité  infiniment 
petite^  représentée  sur  la  figure  par pq,  le  volume  \> 
augmentera  d'une  partie  également  infiniment  petite , 
dont  la  base  sur  le  plan  des  xy  est  mrit  nrnt.  Donc  cette 
partie  représente  la  différentielle  dv.  Et  il  résulte  des 
notions  présentées  au  commencement  de  cet  article  que 
Ton  a 

23 
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et  que  Je  volume  entier  dont  le  contour  Mm(Nm,  est  là 
base  est  exprimé  par 

dv. 


i 


Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  analytiquement  cette 
différentielle  dv,  c'est-à-dire  la  partie  infiniment  petite 
du  volume  demandé,  dont  Ja  base  est  m%nxnrnv  partie  qui 
n'est  autre  cbose  que  la  tranche  de  ce  volume  comprise 
entre  deux  plans  menés  parallèlement  au  plan  des yz, 
aux  distance^  x  et  x+dx  de  ce  plan.  Considérons  un 
point  quelconque  m  pris  sur  la  ligne  m/n%  :  soit  y  la 
coordonnée  mp  de  ce  point  :  z=rf(xtf)  représentera  l'or- 
donnée de  la  surface  par  laquelle  le  corps  est  terminé , 
qui  répond  au  point  m.  D'ailleurs,  considérons  la  partie 
mtn,  i>m  de  la  tranche  qu'il  s'agit  d'évaluer,  partie  qui 
est  évidemment  une  fonction  de  l'ordonnée  mp,  ou  y. 
Il  est  visible  que  quand  y  croîtra  de  la  quantité  infini- 
ment petite  dy  représentée  sur  la  figure  par  m^,  la 
partie  mtnt  vm  de  la  tranche  dont  il  s'agit  croîtra  d'une 
portion  de  volume  infiniment  petite  du  second  ordre, 
dont  la  base  est  le  rectangle  mvnp.  Mais  le  volume  dont 
il  s'agit  est  évidemment  compris  entre  deux  prismes  rec- 
tangulaires dont  la  base  commune  est  mwip,  dont  l'un  a 
pour  hauteur  la  plus  petite  des  ordonnées  qui  répon- 
dent aux  quatre  points  m,  %>,  n,  py  et  l'autre  a  pour  hau- 
teur la  plus  grande  de  ces  ordonnées.  Et  comme  ces  deux 
hauteurs  ne  diffèrent  de  l'ordonnée  z  du  point  m  que 
d'une  quantité  infiniment  petite  ,  on  doit  les  regarder 


* 
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comme  égales  à  *,  par  conséquent  prendre  le  produit 
dx.dy.z  pour  l'expression  de  l'accroissement  que  subit 
la  portion  de  la  tranche  dont  la  base  est  mjiym9  lorsque^ 
augmente  de  dy.  Nous  regarderons  donc  cette  tranche 
comme  la  somme  d'un  nombre  infini  de  différentielles 
exprimées  \)^v  dx.dy.z  y  expression  dans  laquelle  dx  est 
un  facteur  constant  et  commun.  Il  en  résultera  que  si 
l'on  prend  l'intégrale  dxjdy.z  entre  deux  limites  cor- 
respondantes aux  points  m,  et  ma,  c'est-à-dire  depuis 
y=yt  jusqu'à  y  =y%>  on  aura  un  résultat  qui  ne  différera 
du  volume  de  la  tranche  cherchée  que  d'une  quantité  in- 
finiment petite  du  second  ordre,  qui  doit  être  négligée 
par  rapport  à  ce  volume,  qui  est  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre.  Nous  écrirons  donc 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  précé- 
dente de  v,  il  viendra 

[X  dx  *> 

J  -r.  3yi 

pour  l'expression  générale  de  la  partie  du  volume  de- 
mandé comprise  entre  des  plans  menés  parallèlement  au 
plan  desj^z,  aux  distances  x0  et  x  de  l'origine  des  coor- 
données. On  aura ,  d'après  cela  , 


pour  l'expression  de  la  totalité  de  ce  volume. 
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Ces  formules  sont  appelées  intégrales  définies  dou- 
bles parce  qu'elles  se  rapportent  aux  deux  variables  x,y. 
On  en  déterminera  toujours  la  valeur  au  moyen  des 
procédés  exposés  dans  les  articles  précédents.  En  effet , 
après  avoir  substitué  pour  zh  \a\e\irj\xy),  on  prendra 
par  rapporta  ^l'intégrale  indéfinie  Jdy.j\x,y)t  en  re- 
gardant x  comme  une  constante.  Cette  intégrale  de- 
vant être  prise  entre  les  limites, qui  représentent 
des  fonctions  données  de  x,  le  résultat  de  l'opération 
sera  une  fonction  de  x  seule.  Soit  4>(x)  cette  fonction  : 

il  ne  restera  plus  qu  a  prendre  l'intégrale  m  dxMx)* 

"  x  d 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  l'on  ne  change  rien  à  la 
valeur  d'une  intégrale  définie  double  en  intervertissant 
Tordre  des  intégrations  successives  qui  ont  lieu  par  rap- 
port à  chacune  des  variables.  On  a  toujours 

I     dx  I    dy.z=  I    dy  I  dx.z\ 
J  Xc      Jyt  iy.  Jx, 

• 

en  désignant  par  xt  et  x%  les  valeurs  de  x  en  y,  tirées  de 
l'équation  de  la  courbe  MN,  appartenant  respectivement 
aux  deux  parties  de  cette  courbe  qui  limitent  l'intégrale 
dans  le  sens  des  jc,  etpar^„  ety„  les  valeurs  extrêmes  de 
l'ordonnée  appartenant  à  la  même  courbe.  Il  est  visi- 
ble ,  en  efiet ,  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  expressions 
donne  également  la  valeur  du  volume  cherché.  Mais  il 
ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  l'usage  des  expressions 
dont  il  s'agit  suppose  en  général  qu'il  n'y  ait  aucune 
des  valeurs  de  l'ordonnée;;  qui  soit  infinie  dans  les  li- 
mites de  l'intégrale.  S'il  en  était  autrement,  on  ne  pour- 
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rait  en  obtenir  la  valeur  qu'en  la  décomposant  en  par- 
ties distinctes,  séparées  par  les  ordonnées  dont  il  s'agit. 
Si  les  valeurs  de  ces  parties  sont  exprimées  par  des  nom- 
bres infinis  et  de  signes  contraires,  la  valeur  de  leur 
somme  ,  et  par  conséquent  celle  de  l'intégrale  proposée, 
est  indéterminée. 

336.  Admettons  maintenant  que  la  surface  du  solide 
soit  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  Nous  regarde- 
rons la  position  d'un  point  quelconque  m  [fig.  53)  de  cette 
surface,  comme  étant  donnée  :  1°  par  la  longueur  r  du 
rayon  vecteur  0n\  dirigé  sur  ce  point  de  l'origine  0  des 
coordonnées  ;  2°  par  l'angle  çp  que  la  projection  Ow'de  ce 
rayon  vecteur  sur  le  plan  des  xjr  forme  avec  l'axe  des  x; 
3°  par  l'angle  ^  que  le  même  rayon  vecteur  Ont  forme 
avec  cette  projection.  Enfin  nous  supposerons  que  la 
surface  du  solide  est  donnée  par  l'équation 

• 

On  résoudra  d'ailleurs  la  question  dont  il  s'agit  d'une 
manière  aussi  générale  qu'il  est  nécessaire,  si  l'on  déter- 
mine le  volume  compris  dans  un  côneayantpour  sommet 
l'origine  ou  pôleO,  et  pour  base  une  portion  quelconque 
donnée  de  la  surface  du  solide.  Le  contour  de  cette  base 
doit  être  déterminé ,  et  il  le  sera  si  l'on  conçoit  qu'à  une 
valeur  arbitraire  attribuée  à  l'angle  9 ,  répondent  deux 
valeurs  ^,  et  }a  de  l'angle  y,  qui-  appartiennent  respective- 
ment aux  deux  points  du  contour  situés  sur  la  branebe 
inférieure  et  sur  la  branebe  supérieure. 

Cela  posé,  soit  un  point  quelconque  m  de  la  surface 
du  solide,  déterminé  par  les  coordonnées  9,  ^et  r.  Suppo- 
sons que  9  augmente  de  <fy,  représentée  sur  la  figure  par 


■ 
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l'angle  m'0>'  ;  et  que  +  augmente  de  cty ,  représentée  sur 
la  figure  par  l'angle  mOv.  Considérons  la  pyramide  dont 
le  sommet  est  le  pôle  0,  et  qui  a  pour  base  le  rectangle 
mp/ie  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  rayon  Ont. 
Gomme  le  côté  mu  de  cette  base  est  égal  à  sa  projection 
m'y  sur  le  plan  des  xyt  et  comme  0/  est  égal  à  r  cos.y,  il 
s'ensuit  que  ce  côté  m^  —  rcos.^.cty.  Le  côté  mu  est 
égal  à  r.dï.  Donc  le  volume  de  cette  pyramide  est 

* 

-j-  rcos.^.df./itfy.r, 

ou 

et  il  est  évident  qu'il  ne  diffère  que  d'un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre ,  du  volume  compris  entre  les  faces 
latérales  de  la  même  pyramide  et  la  surface  du  corps. 

■ 

Donc  premièrement ,  si  Ton  prend  l'intégrale 

on  aura  le  volume  delà  tranche  du  solide  comprise  entre 
les  deux  plans  passant  par  l'axe  des  z,  dont  les  traces  sur 
le  plan  des  xy  sont  <W  et  0/. 

.  Et  en  second  lieu  ,  si  l'on  prend  l'intégrale 

—  I  df  I    «fy.cos.^.r* , 

on  aura  le  volume  de  la  partie  du  solide  comprise  entre 
les  plans  passant  par  l'axe  des  zf  qui  forment  avec  le  plan 
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des  xz  les  angles?,  et  ?.  Par  conséquent,  si  To  et  ?w  sont  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  l'angle  9  qui  ap- 
partiennent à  la  base  du  cône ,  son  volume  entier  sera 
représenté  par 

cty.cos.^j/.r8. 


— r-*  f 


Les.  valeurs  de  ces  intégrales  doubles  s'obtiendront  cvj- 
demraent  de  la  manière  qui  a  été  expliquée  à  la^fin  du 
numéro  précédent. 

337.  Si  le  pôle  était  placé  dans  l'intérieur  du 
corps ,  et  qu'on  voulût  exprimer  la  valeurj  du  vo- 
lume entier  de  ce  corps,  on  y  parviendrait  en'prenanf 

—  -5-  et —pour  les  limites  des  valeurs  de  l'angle  «t 

0  et  2?r  pour  celles  de  l'angle  <p.  Ainsi  ce  volume  est  rer>?  < 
senté  par  l'expression 


338.  Pour  donner  une  application  de  ces  forn  ;i*  > 
générales,  soit  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diam* 
rectangulaires  ,  dont  1  équation  est 

a,  by  c  désignant  les  trois  demi-diamètres  qui  coïmilcnt 
avec  lés  axes  des  x*f  ùesjr  et  des  z.  La  section  de  l>  sur- 
face du  corps  par  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

-.+^  =  U       ou  J=bVi--., 


Digitized  by  Google 


—  36o  — 

et  cette  valeur  forme  la  limite  du  corps  dans  le  sens  des 
y.  Les  limites  du  corps  dans  le  sens  des  x  sont  données 
par  les  abscisses  x= — a  et  x=a.  Donc  le  volume  de  la 
moitié  de  l'ellipsoïde  située  au-dessus  du  plan  des  xy  est 
exprimé  par  l'intégrale  double 

ou  si  l'on  veut, 

./v-o" 

a'  ,  ~/b'(a'—x* 

 dy\      .  -y. 


a* 

Or,  on  a  en  premier  lieu, 


r  a1 


l'aire  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  ^/  ^  ^ 
reste  donc  à  prendre  l'intégrale 


puisque  le  premier  membre  représente  évidemment 

3.  n 

V  a% 

prendre  l'intégrak 

c  Ça  *  b\a*-x%)  vl>c[a 

~)  -f*'  2  '       °U       5?J  -X']  ' 

j.i      i  2tcabc  .  ,  Kr.abc 

dont  la  valeur  est — - — ;  ce  qui  donne  — - —  pour  le  vo- 

o  3 

lume  entier  de  l'ellipsoïde. 
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339.  Cette  formule  donne ,  conformément  aux  résul- 
tats démontrés  par  la  géométrie,        pour  le  volume  de 

3 

la  sphère  dont  a  désigne  le  rayon.  On  obtient  le  même 
résultat  d'une  manière  très-simple  par  la  formule  du 
numéro  337.  En  effet,  l'équation  de  la  surface  de  la  sphère 
étant  r=a,  cette  formule  devient  ici 


2 


/2 
efy.cos.}=2. 

2 

Il  reste  à  prendre  l'intégrale  — —  m         dont  la  valeur 

W 

est— • 

7*)  Aires  des  surfaces  dune  figure  quelconque. 

340.  L'évaluation  générale  de  Taire  d'une  surface, 
dont  nous  supposons  les  points  rapportés  à  des  axes  rec- 
tangulaires, dépend  de  considérations  analogues  à  celles 
qui  ont  été  présentées  dans  le  numéro  335.  Toute  ques- 
tion de  ce  genre ,  qui  pourrait  être  proposée  ,  se  ramè- 
nera toujours  à  déterminer  la  valeur  de  la  partie  de  l'aire 
d'une  surface  dont  l'équation  est 

qui  est  comprise  dans  un  contour  dont  la  projection  sur 
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le  plan  des  xy  est  une  ligne  quelconque  donnée  Mw(Nto 
{fig.  5a  ).  Conservons  les  dénominations  du  n°  335,  et 
désignons  par  v  la  valeur  de  la  partie  de  l'aire  dont  il 
s'agit,  qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  en  MmJSma,  et 
qui  est  une  fonction  déterminée  de  l'abscisse  Op  ou  x. 
L'intervalle  pq  représentant  dx,  la  partie  de  Taire  de  la 
surface  proposée  qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  en 
m,  ntiumx  représentera  dv*  On  aura 


f: 


x 

dv , 


pour  l'expression  de  i>,  et 


î: 


Cx0 

dv, 


pour  l'expression  de  la  totalité  de  l'aire  demandée, qui  se 
projette  en  Mm.Nm,.  Mais  Taire  projetée  en  m/t^i^  est 
la  somme  d'un  nombre  infini  d'éléments  différentiels,  tels 
que  celui  qui  se  projette  sur  le  rectangle  mvn^  dont  le 
côté  mv  est  égal  à  dx ,  et  le  côté  est  égal  à  dy.  On 
aura  d'ailleurs  l'expression  de  l'élément  différentiel  dont 
il  s'agit  en  remarquant  d'une  part,  que  la  surface  pro- 
posée doit  être  regardée  comme  coïncidant  dans  l'éten- 
due correspondante  à  cet  élément  avec  son  plan  tangent 
mené  au  point  dont  m  est  la  projection  ;  et  d'autre  part, 
que  l'aire  d'une  figure  quelconque  tracée  sur  un  premier 
plan ,  est  égale  à  l'aire  de  la  projection  de  cette  même 
figure  sur  un  second  plan  divisée  par  le  cosinus  de 
l'angle  compris  entre  les  deux  plans.  Or,  le  cosinus  de 
l'angle  que  le  plan  tangent  à  la  surface  proposée 
avec  le  plan  des  xy  étant,  d'après  le  n°  217. 
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%   /  [iL  V  +  ( —X+i ,  on  a  évidemment 

\/    \dxJ       \djrJ  :/  . 

pour  l'expression  de  1  élément  différentiel  de  l'aire  de  la 
surface  qui  se  projette  sur  le  rectangle  menp.  Il  en  ré- 
sulte qu'en  omettant  une  quantité  infiniment  du  second 
ordre,  on  aura   • 

*— £MiHf)v., 

jrt  et  jr%  représentent  les  ordonnées  m,p  et  mj>  qui  sont 
données  en  fonction  dex  ;  et  par  conséquent , 

pour  l'expression  de  la  portion  de  Taire  demandée  qui  se 
projette  en  Mm/n^  puis 


pour  l'expression  de  la  totalité  de  cette  aire. 

3kl.  Nous  appliquerons  cette  formule  générale  à  la 
recherche  de  Faire  de  la  surface  sphérique ,  dont  l'équa- 
tion est 

x*+y+z'=a%      ou  z=kV— x%-y\ 


l'origine  des  coordonnées  étant  placée  au  centre  >  et  a 
représentant  le  rayon.  Cette  équation  donnant 

çfe  x  dz  y 
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et  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  des  y  étant  repré- 
sentée par  l'équation 

x9+y  =  a\        ou        y=  Vt£—x* , 

qui  appartient  à  l'intersection  de  cette  surface  et  du  plan 
des  xy;  la  formule  du  numéro  précédent  donnera 


dx\  dy\/       7  +1 


ou 

a  1  ' 


# 

pour  Taire  de  la  moitié  de  la  surface ,  qui  est  située  au- 
dessus  du  plan  des  xy.  Mais  on  a 


.fi 


dy         r^     .  y 


et ,  en  prenant  l'intégrale  entre  les  limites  indiquées , 


Y 


U  reste  donc  à  prendre  l'intégrale 

r.a\  dx, 

dont  la  valeur  est  Zna*  ;  ce  qui  donne  k*a  pour  la  valeur 
de  Taire  entière  de  la  surface  sphérique. 

FIN. 
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RÉSUMÉ 

DES 

LEÇONS  D'ANALYSE 

DONNÉES 

■ 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


XXX.  Intégrales  définies. — 

DIFFÉRENT! ATION  BT  INTÉGRATION  SOUS  LE  SIGNE  /*. 

•  r 

3fc2.  Soit  une  intégrale  définie  telle  que 

a  étant  la  variable ,  f(<*)  une  fonction  quelconque  de  a  , 
a  et  b  deux  constantes.  Cette  formule  est  regardée , 
conformément  à  ce  que  Ton  a  vu  dans  l'article  XXVIII, 
comme  présentant  une  valeur  constante  déterminée  : 
on  s'en  forme  une  idée  très-nette  ,  en  concevant  qu'elle 
exprime  Faire  de  la  courbe  dont  a  serait  l'abscisse ,  et 
y(a)  l'ordonnée ,  cette  aire  étant  comprise  entre  l'axe 
des  abscisses ,  la  courbe ,  et  les  ordonnées  correspou- 

2*  ANNÉE.  1 


dan  tes  aux  abscisses  o=a  et  uzstb.  On  pourra  toujours 
obtenir  d'une  manière  exacte  ou  approchée  la  valeur 
de  la  formule  dont  il  s'agit ,  à  l'exception  des  cas  où 
l'ordonnée  f{<*)  deviendrait  infinie  pour  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  «  comprises  entre  les  limites  a  et  b  '  ces  cas 
exigent  le  plus  souvent  un  examen  spécial. 

343.  Nous  remarquerons  maintenant  qu'une  intégrale 
définie  peut  être  considérée  sous  un  point  de  vue  plus 
étendu  ,  en  admettant  que  la  fonction  désignée  par /(«) 
contienne  une  quantité  variable  x.  L'expression  précé- 
dente devient  alors  une  fonction  variable  de  x ,  dont 
la  valeur  dépend  de  la  forme  de  la  fonction /{*),  et  des 
limites  a,  b.  En  effet ,  lorsque  l'intégration  définie  indi- 
quée par  rapport  à  a  est  effectuée ,  cette  quantité  <*  a 
disparu ,  et  il  ne  reste  plus  qu'une  fonction  contenant 
la  seule  variable  x. 

La  variable  x  pourrait  être  aussi  contenue  dans  l'ex- 
pression des  limites  désignées  par  a  et  b.  Ainsi  l'ex- 
pression générale  d'une  intégrale  définie  représentant 
une  fonction  de  x  est 

X=  I  d*.f(x,*). 

Proposons-nous  de  diflérentier  cette  nouvelle 
espèce  de  fonction  ,  c'est-a-dire  de  connaître  l'accrois- 
sement dX  correspondant  à  l'accroissement  infiniment 
petit  dx  de  la  variable.  En  supposant  d'abord  que  les 
limites  de  l'intégrale  définie  soient  les  constantes  a  et  b, 
on  aura 
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ÙJ  d.fjx,*) 


Si  nous  admettons  maintenant  que  les  limites  soient 
ï x  et  +x ,  nous  aurons 

ddx  , 

J  vjc-\  —  dx 

dx 

c'est-à-dire 


d'où,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  du 
second  ordre, 


d.tyx 

-~—ax—j  [x,yx) .  — oJt; 
et  par  conséquent 

Tx=)  J*'  ~dx~^{x^x)  '  TET  -  T  • 

345.  Le  résultat  précédent  devient  très-sensible  lors- 
qu'on se  représente  l'intégrale  définie 

X  =  \     dajtx,*)  , 
J  fX 

comme  exprimant  Taire  PMNQ  (fig.  54)  de  la  courbe 
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MN  dont  l'ordonnée  est  f(xt<x)t  cette  aire  étant  prise 
entre  les  abscisses  OP=^(x)  et  OQa=^(x).  l°Par  la  seule 
variation  de  x  dans  f(x,*) ,  la  courbe  se  transporte  en 
mn ,  et  Taire  augmente  de  l'espace  Mm/iN  représenté 

par  j*^  d*.d'f^^dx.  2°  Par  la  seule  variation  dex 

dans  la  limite  inférieure  i(x),  Taire  diminue  de  Tespace 

d  yx 

PMF  représenté  par  f{x^x ) .        <£r.  3°  Enfin  par  la 

seule  variation  de  x  dans  la  limite  supérieure  +(x), 
Taire  augmente   de  Tespace  QNQ'  représenté  par 
d.ûx 

f(x$x) .    — dx.  La  variation  simultanée  de  x  dans  les 
ax 

trois  fonctions ./(*,»),  *(x)  et  Hx)  change  d'ailleurs  Taire 
PMNQ  en  PWN'Q'.  La  variation  totale  de  cette  aire 
est  donc  exprimée  par  les  trois  termes  de  la  formule 
précédente ,  lorsqu'on  néglige  les  espaces  MmM!  et  N/iN' 
qui  sont  infiniment  petits  du  second  ordre. 

3*6.  On  voit  par  ce  qui  précède ,  qu'ayant  l'égalité 


b 

<fc./(x,«) , 


les  limites  a ,  b  étant  supposées  constantes ,  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  fonc- 
tion X  en  remplaçant  sous  le  signe  /*la  fonction  f{xf*) 
par  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  cette 
fonction  pris  par  rapport  à  x.  Il  est  facile  d'en  conclure 
que  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  même 
égalité  par  dx ,  et  si  Ton  intègre  de  part  et  d'autre  , 
on  aura 
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Ces  différentiations  et  intégrations  sous  le  signe  d'inté- 
grale définie  donnent  le  moyen  de  déterminer  les  valeurs 
de  certaines  intégrales ,  en  partant  des  râleurs  d'autres 
intégrales  déjà  connues. 

Détermination  de  quelques  intégrales  définies. 

3V7,  La  détermination  des  valeurs  des  intégrales  défi- 
nies ,  et  l'étude  des  relations  qui  existent  entre  ces  va- 
leurs ,  ont  beaucoup  occupé  les  géomètres  ;  mais  nous 
ne  pouvons  présenter  sur  ce  sujet  que  quelques  aperçus. 

Lorsque  l'intégration  indéfinie  de  la  fonction  qui  se 
trouve  sous  le  signe  /  peut  être  effectuée,  la  valeur  de 
l'intégrale  définie  proposée  s'en  déduit  immédiatement. 
Il  suffira  de  citer  quelques  exemples  très-simples  d'in- 
tégrales obtenues  de  cette  manière. 

9 

348.  Puisque  l'on  a 


on  en  conclut ,  en  supposant  l'exposant  m  positif  et  plus 
grand  que  l'unité , 

(  djc.j?*  et       f  —  =oo. 

Jo  ™+1  J  X* 
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349.  Les  équations 

dx      1  x 


donnent 


<£r  x 
=  arc.sm.  -  , 


dx 


dx  k 


o 


a 

Comme  Ton  a ,  en  intégrant  par  parties , 

fdx.x—>.e—*=-  -x—*.e—+{a~\)fdx. 
on  trouve ,  lorsque  a  est  un  nombre  entier 

.00 

dx.x—\e—=  1.2.3.*  (a— 1). 


350.  Les  équations 


sin.  (ix 


fdx.*in.ax=  — ,  /dx.cos.  ax= 

donnent 


Jr  ,                 1— cos.air 
<£r.  sin.<*x=  ,        J  dx.cos.ax= 


sin.arr 


Ainsi  la  valeur  de  la  première  intégrale  est  J  lorsque 
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est  un  nombre  entier  impair ,  et  zéro  lorsque  a  est  un 
nombre  entier  pair.  La  seconde  intégrale  est  toujours 
égale  à  zéro  lorsque  a  est  un  nombre  entier. 

351.  Les  équations 

_  -  xcjos.ax  sin.ax 

J dx.x  sin.ax= —  ■  + 


a*  ' 


„ ,  xsxn.ax  cos.ax 

f  dx.x  cos. ax=  1  — , 

a  a 

donnent 

ncos.  an 


dx  xsin.ax  = 


dx.x  cos.ax 


a  ' 
cos.a  ic. — 1 


Par  conséquent,  suivant  que  a  est  entier  impair  ou 

entier  pair ,  la  première  intégrale  est  +  -  ou  —  -  ;  et  la 

°  a  a 

seconde  intégrale  est  —  —  ou  0. 

352.  Des  équations 

.    ,          sin.x.cos.a:  1 
fdx.sm.  x=  -f  -  x, 

-,        .       sin.jr.cos.x  i 
fdx.cos.x  =  -   +-x, 

on  déduit 

T  V 

j  dx.&in*x=^  dx.cos.*x=  ^; 
et  en  général ,  les  formules  de  réduction  données  n°29fc, 


/ ^x.sm."  .r=  —  +  fdx.$\Ti.m->x, 

m  m 

-,  &\a.x.cos.m~,x     m — 1 

f  dx.cos.m  x^s  f-  / dx.cos.m  ,x , 

m  m 
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conduisent  aux  résultats  suivants  :  1*  lorsque  m  est  un 
nombre  entier  pair . 

1.3.5  {ni — 1)  n 


I    dx.&in.m  x=  I 

J  o  J  o 


dx.co$.m  x= 


2.4.6   fit  2 

2°  lorsque  m  est  un  nombre  entier  impair , 

(m— 1) 


.    .  f*  .  2.4.6  

.  I  g  dx.s\n.m  x=  I  dj.coi»."x=—  

J:        Je  3-5-7  

On  peut  remarquer  que  les  valeurs  des  intégrales 
définies 


fa  /•à  ; 

I   dx.&in.m  x,       et      I  dx.œs.' 


tendent  Tune  et  l'autre  vers  zéro  à  mesure  que  le  nom- 
bre m  augmente ,  que  ce  nombre  soit  pair  ou  impair. 
Donc  le  rapport  de  ces  valeurs  a  pour  limite  l'unité  ; 
d  où  Ton  conclut 

rr  2.2.4.4.6.6,8.8  

2      1 . 3.3. 5. 5.7. 7. 9...... 

Cette  expression  très-remarquable  du  nombre  *  a  été 
donnée  par  Wallis. 

353.  Les  équations 

_  .  .    ,  — asin.br — bcos.bx 

.  bsin.bx—acos.bx 
f  dx.e-^.cos.bx^e—'.  


qui  se  déduisent  du  n°  292  ,  donnent 
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00 


et  Ton  peut  remarquer  qu'à  mesure  que  la  quantité 
désignée  par  x  approche  de  devenir  égalé  à  zéro ,  ces 

expressions  approchent  de  plus  en  plus  des  limites  ^  et 

zéro.  Néanmoins  les  valeurs  des  intégrales 


I  dx.sin.bx,       et    I  dx.cos.ax 

sont  nécessairement  indéterminées. 

354.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ces  exemples , 
puisque  dans  des  cas  semblables  la  recherche  dont  il 
s'agit  n'offre  pas  de  difficultés.  Mais  les  géomètres  ont 
déterminé ,  dans  les  cas  même  où  la  fonction  sous  le 
signe  /  ne  peut  être  intégrée ,  les  valeurs  d'un  grand 
nombre  d'intégrales  déânies.  Les  méthodes  employées 
pour  cette  détermination  consistent  principalement  : 
1°  à  déduire  les  valeurs  des  intégrales  cherchées  d'autres 
intégrales  déjà  connues,  au  moyen  de  la  différentiation 
ou  de  l'intégration  sous  le  signe  f  ;  2*  à  trouver  entre  la 
fonction  que  représente  l'intégrale  proposée  et  ses  diffé- 
rentielles des  relations  qui  en  font  connaître  la  nature  ; 
3°  à  passer  des  expressions  réelles  aux  expressions  ima- 
ginaires. La  considération  des  intégrales  doubles  a  éga- 
lement fait  connaître  plusieurs  résultats  importants. 
Nous  présenterons  quelques  exemples  propres  à  donner 
une  idée  des  méthodes  dont  il  s'agit. 

355.  Si  dans  l'équation  donnée  n°  348, 


m 

o 
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où  nous  supposerons  m  plus  grand  que  l'unité ,  on  mul- 
tiplie les  deux  membres  par  dm ,  et  que  Ton  intègre  à 
partir  de  m=n  ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n°  3V6 , 
on  trouvera 


i. 


*  _    xm~~ 1 — x*~ '  .m 

dx  ;  =/—  . 

Ix  n 


356.  Reprenons  les  équations  du  n*  353 , 
f  dx.e—*siti.bx=~Jï--,     I  dx.e~a*cos.bx= 

Jo  Jo 

Multipliant  par  da ,  et  intégrant  par  rapport  à  a  depuis 
a=c,  il  vii 


j  dx.  ^  sin .  6x=arc.  tang.  j  —arc.  tang.  y=t  arc.  tang-  ^rj 


dx. 


2  S+b' 


357.  Si  Ton  fait  cseo  et  a=oo  ,  ces  dernières  équations 
donnent 


r00,  sin.6j:   7T  r00 

I  rfx  =  et       I  dx 


cos.ta: 


/oo  sin.frx 
<Zx  — : —  soit 
o 

indépendante  du  nombre  5.  Elu  effet ,  supposant  x=  j> 

dx  — ^,  où^a  disparu 

358.  Soit  l'intégrale 


/»00 
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En  la  multipliant  par  une  autre  intégrale  pareille  dans 
laquelle  nous  écrirons  y  au  lieu  de  x ,  nous  aurons 

*  00  -00  aOO  /»» 

j  ây.rf\  I  <£r.e— I  <(r  I  dx.e-(r%+'9). 

Posons  maintenant y=xt ,  e  étant  une  nouvelle  variable. 
Quelle  que  soit  x  entre  les  limites  0  et  oo  ,  aux  valeurs  0 
et  oo  de  y  correspondront  également  des  valeurs  de  0  et 
oo  de  t  ;  et  Ton  aura  d'ailleurs  dy=xdt.  L'expression 
précédente  se  changera  donc  en 

i00 

dx.x.e~('  +«>'. 


Effectuant  d'abord  l'intégration  par  rapport  à  x ,  elle 
deviendra 

r  dt 

et  comme  J  j—  =  arc.tang.  t ,  et  par  conséquent 

f 00    dt  K  i  7T 

I    ^j-p  =  -  ,  nous  aurons  définitivement  -  —  pour  la  va- 

/oo 
dx\e~*\  Donc 


x  1 


1  » 


expression  très-remarquable ,  et  fréquemment  employée 
dans  plusieurs  applications  de  l'analyse. 

359.  Considérons  maintenant  l'intégrale 

•x 

dx.cos.rx.c 
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Différentiant  par  rapport  à  r ,  on  trouve 

Mais  nous  ayons  en  intégrant  par  parties, 

1  r 

/ dx.xsin.rx.e—at**= — ~-$\n.rx. if  dx.cos.rx\e-+l'\ 

d'où  l'on  déduit ,  puisque  le  terme  hors  du  signe  est  nul 
aux  deux  limites  0  et  x  , 

cRJ  r 

Cette  équation  fait  connaître  la  nature  de  la  fonction  U, 
qui  est  nécessairement 

r» 

U=A.e" 

A  désignant  une  constante.  Ainsi  nous  avons 


dx.cos.rx.e—***  =A.e  <«'. 

o 

■ 

Pour  déterminer  la  constante  A,  on  supposera  r=0,  ce 
qui  donnera 

►X 

<£r. «-•"*"= A. 

/X  j  _ 

df.*-*1  =  obtenue  n°  359, 

on  déduit  en  faisant  t=ax  y  \  rfj.e-,»,=ik7=A. 

L'expression  de  l'intégrale  proposée  est  donc  définiti- 
vement 
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360.  Soit  encore  l'intégrale 

COS.H.Z 


2k- 


et  prenons  d'abord  pour  la  limite  supérieure  —  ,  k  dé- 
signant un  nombre  entier.  En  écrivant  donc 

2*T 


a  .  cos.ax 

dx—  r  , 

i+x* 


et  différentiant  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  a, 
conformément  à  la  règle  donnée  n"  344 ,  il  viendra 


T 


dV__Ç 


a     xsin.ax  2fa 

lh.Tr 


éTU         Ç  a,  x*cos.ax  \k*o 


+ 


da%       Jn         i+J*  (a'+4AV) 
d'où  Ton  conclut 

U  —  =  I    dxcos.ax — 


dx*    Jo  (a*+UV)° 

ou  simplement  (  puisque  l'intégrale  du  second  membre 
a  une  valeur  nulle  ) , 


dcï        (a'+MV)*  ' 
Admettons  maintenant  que  k  soit  un  nombre  infiniment 


■ 
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grand  ;  le  second  membre  de  cette  équation  deviendra 
infiniment  petit.  Par  conséquent  si  U  représente  l'in- 
tégrale proposée ,  nous  aurons 

da'  ' 

Cette  équation  détermine  la  nature  de  la  fonction  U, 
dont  l'expression  la  plus  générale  est 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Mais  il 
est  visible  que  l'on  doit  faire  B=0 ,  puisque  la  valeur 
de  l'intégrale  proposée  ne  peut  croître  indéfiniment 
avec  le  nombre  a.  On  a  donc  simplement 

•x 


cos.nx 
dx  =A.e— «. 

i+x* 


Pour  déterminer  la  constante  A  ,  on  supposera  a=0  , 


et  comme  J  =  ^  =A ,  il  vient  définitivement 


dx  =  -  e~a. 


JC 

361.  Si  Ton  remplace  dans  cette  équation  x  par  —  , 
et  a  par  ma ,  elle  se  change  en 


x 

.   vos.ax  r. 

(IX  ;   =  —  C 

o 


et  en  differentiant  par  rapport  à  a  ,  on  a  le  résultat 
non  moins  remarquable 

>x 


f 


,  xsin.ax  it 

dX  ;  —  =  -  C 

o 
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362.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  des  imagi- 
naires ,  nous  prendrons  l'intégrale 

.00 

dx.cos.2rx.e-*\ 


F. 


En  remplaçant  cos.  2rx  par  sa  valeur  en  exponentielles 
imaginaires ,  elle  deviendra 


1  C  i  C 

-  J      dx.e—'  +  +  -  J      djc.e—*-*r*V~  , 

ou  en  multipliant  et  divisant  par  e~r\  afin  de  rendre  les 
exposants  de  e  sous  le  signe  /  des  quarrés  parfaits , 

Mais  on  a ,  comme  on  l'a  vu  n°  358 , 

J   dx.e-x*=  ~  |/7,  et  par  conséquent  J      <£r  <r-*'=J/;  ; 


d'où  l'on  conclut 


quelle    que  soit  la  constante  b.  Donc  si  l'on  fait 

^=±r|^î  ;  l'expression  précédente  de  l'intégrale  pro- 
posée deviendra 

rx 

I      /£r.cos.2ra\e—,=|/7r .  e  , 
et  l'on  aura  par  conséquent 
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I  <£r.ços.2r.r  .e-*'=  -  J/^ .  e-r' . 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qui  a  été  obtenu  n°  359. 
XX XL  Conditions  d'intégrabilité  pour  les  fonctions 

DIFFÉRENTIELLES   DU  PREMIER   ORDRE   A  PLUSIEURS 

* 

VARIABLES    INDÉPENDANTES.    INTÉGRATION   DE  CES 

FONCTIONS  LORSQU'ELLES  SATISFONT  AUX  CONDITIONS 

d'intégrabilité. 

363.  Considérons  une  fonction  différentielle  d'une 
seule  variable  telle  que  Xdx ,  X  désignant  une  fonction 
contenant  la  variable  x  et  des  quantités  constantes.  La 
fonction  Xdx  pourra  toujours  être  regardée  comme  la 
différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  de  x.  En 
effet ,  ou  Xdx  sera  la  différentielle  d'une  fonction  con- 
nue de  x ,  et  dans  ce  cas  l'intégration  s'effectuerait  im- 
médiatement ,  ou  du  moins  l'on  pourra  effectuer  cette 
intégration  en  développant  la  fonction  X  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  de  la  variable  x  ,  et 
prenant  l'intégrale  de  cbaque  terme. 

364.  Soit  maintenant  une  fonction  différentielle  du 
premier  ordre  de  deux  variables  x,  y,  telle  que  Pdx+Qdy, 
où  P,  Q  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  j'. 
Une  telle  fonction  ne  peut  pas  être  regardée  en  général 
comme  étant  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
x,  y  :  cela  n'a  lieu  qu'autant  qu'il  existe  une  certaine 
relation  entre  les  quantités  P  et  Q.  En  effet,  soit  U  une 
fonction  quelconque  de  x,  yy  la  différentielle  complète 
de  U ,  c'est-à-dire  l'accroissement  de  U  correspondant 
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aux  accroissements  simultanés  dx  et  dy  de  x  et  y  ,  sera 
comme  on  l'a  vu  dans  l'article  IV, 

,fT    dV  .     dV  , 
dV=  —  dx-\-  —  dy  , 
dx  dy 

dU  dil 

où  -j^ ,  -jp  représentent  respectivement  les  coefficients 

différentiels  de  la  fonction  U  pris  en  regardant  x  seule 
comme  variable ,  ety  seule  comme  variable.  11  faut  donc, 
pour  que  la  fonction  proposée  Pdx+Qdy  résulte  de  la 
xfifïérenciation  d'une  fonction  quelconque  U ,  que  l'on 
puisse  écrire 

*~  dx*  ~  dy' 

Mais  ou  a ,  comme  on  Ta  vu  n°  69 


dxdy     dydx 1 
donc  on  devrait  avoir  également 

dP  dQ 

dy"  dx' 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  subsister  entre 
les  fonctions  P,Q  pour  que  Pdx+.Qdy  soit  la  différen- 
tielle d'une  fonction  quelconque  de  xy. 

365.  Si  la  fonction  proposée  est  Pdx+Qdy+Rdz  , 
où  P,Q,R  désignent  des  fonctions  quelconques  de  xy,z, 
on  remarquera  que  U  étant  une  fonction  quelconque  de 
x,y,z,  on  a 

,rT    dV      t  dV  ,     dU  . 
d\J=  —  dx+  —dy+—  dz. 
dx         dy   *  dz 

Mais 

cru     ctv      tfu  _  <nj 

dxdy  ~~~  dydx*      dxdz  ~~  dzdx'      dydz  "  '  dzdy 
2e  année.  2 
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Donc  la  fonction  proposée  ne  pourra  être  la  différen- 
tielle d'une  certaine  fonction  à&xty>zf  à  moins  que 
fonctions  P,Q,R  ne  satisfassent  aux  conditions 

> 

d?  _dQ  dP  _dR  dQ  dR 

dy      dx*         dz      dz1         dz  dy' 

Et  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  d? 
variables. 

366.  Lorsque  les  fonctions  différentielles  proposées 
satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité ,  on  peut  eo  ob- 
tenir l'intégrale  de  la  manière  suivante.  Soit 

d\]=Vdx+Qdy  j 
l'intégrale  U  doit  nécessairement  être  de  la  forme 

V=fPdx+Y , 


en  désignant  par  Y  une  fonction  de  la  variable  y  seule . 
Or,  cette  dernière  équation  donnerait  : 

dU      rdV  .  dY 

quantité  qui  doit  être  égale  à  Q.  Ainsi 

dY    ^     rdV  , 
-=Q-J-dx, 

et 

Y=const.+fdy  (Q—fdx 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

V=consl.+Jdx.V+fdy  (Q-Jdx??y 
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367.  On  vérifie  que  ce  procédé  d'intégration  suppose 
l'existence  de  la  condition  indiquée  n°  364.  En  effet, 

_  dP 

pour  que  la  quantité  Q  —  Jdx  ^-  soit  une  fonction  de 

y  seule,  il  faut  que  la  différentielle  de  cette  fonction 
prise  par  rapport  à  x  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

dx  dy 

368.  Soit  pour  exemple  la  fonction  différentielle 

- 

ydx — xdy 

*%+y%  ' 

Comme  nous  avons 

y  %y  Jf—y* 


~( 

dx\ 


 \  x*+y%— x.2x  x*-y* 


la  fonction  proposée  satisfait  aux  conditions  d'intégrabi- 
lité.  En  suivant  la  méthode  précédente,  nous  écrirons 
donc 


«-/■ 


ydx  x 

t-Y  =  arc.tang.  +Y, 


x*+y* 
et 

£U_  ^  dY 

dy"  S+x*+dy' 

Mais  en  comparant  avec  la  fonction  proposée,  on  voit  que 
doit  être  nulle.  L'intégrale  cherchée  est  donc  sim- 
plement 

x 

Uscco/uf.-f-arc  tang.  — . 

y 
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309.  Soit  encore  proposée  la  différentielle 
d{]=  /±_  dy\ 

EUesatisfaitaux  conditionsdmtégrabilité,  cai 

dP     dQ  jc*—y* 

Nous  écrirons  donc 

x*'^xy"{y* 
U=fdx.  (X.^V+Y> 

qui  se  met  facilement  sous  la  forme 


et  donne 


U=  arc  tang.  -  +  lx+Y. 


On  en  déduit 

d[J  x  dY 

dy1 

et  en  comparant  avec  la  différentielle  proposée. 


x%+xy+y%  x  dY 


d'où 

dY  1 


et  par  conséq  uen t     Y  =< 

ay        y  ^ 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

U=arc  tarie.  —  +  l-+comt. 
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370.  Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  diffé- 
rentielles contenant  trois  «u  un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Soit 

dU=Vdx+Qdy+ï{dz , 

une  différentielle  proposée  satisfaisant  aux  conditions 
d'intégrabilité  indiquées  nft  365.  L'intégrale  U  doit  né- 
cessairement être  de  la  forme 

U= / Pdx+Y , 

Y  désignant  ici  une  fonction  des  variables  y  et  z  seules. 
Cette  équation  donne  comme  ci-dessus, 

dV      rd?  .  dY 


dy  ~~  J   dy        ~dy  ' 


quantité  qui  doit  être  égale  à  Q.  Donc 

Z  désignant  une  fonction  de  la  variable  z  seule.  Ainsi 
l'on  a 

V=fPdx+fdy  (Q^fdx^yz , 
et  par  conséquent 


dZ 

dydzj  1  dz 


Cette  dernière  quantité  devant  être  égale  à  R,  la  fonction 
Z  est  déterminée  par  l'équation 
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ce  qui  donne 

Ainsi  l'intégral e  cherchée  est 

U=const.+f  dx.V+fdy  ^Q— / ^-r~^  + 

371 .  On  vérifie  encore  ici  que  ce  procédé  d'intégration 
suppose  l'existence  des  conditions  d'intégrabilité  indi- 
quées n°  365.  En  effet,  pour  que  la  quantité 

»-/-§-Mf-/--S) 

soit  une  fonction  de  z  seule,  il  faut  que  les  différentiel- 
les de  cette  fonction  prises  par  rapport  à  x  et  par  rap- 
port à  y  soient  nulles,  conditions  qui  donnent 

—  —  —  —fd  (jQ  —  —\=0 
dx      dz     J      \dzdx     dydz  ) 

dK     Cj    d>V     dO    r,  <TP 

Ces  équations  subsisteront  si  l'on  a,  comme  dans  le 
n°  cité, 


dx 


dz       '     dx     dy       1    dy  dz 
372.  Soit  pour  exemple  la  différentielle 

,/U=  —  —  ,    ,      ,  — r— — ;  ffr  dz. 

{X%+f)  [X*+Z%)       TlV   '  JT'+l» 


■ 


Digitized  by  Google 


23  - 

Elle  satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité:  car  on  trouve 

dP     dQ  ixy      dP    dR       Kxz      ^Q  =  ^R=() 

d~y~~  dx^    (xVT  '  àz  ~  dx~~  (jV)'  7  dz  ~  dy 

Nous  écrirons  donc 
qui  revient  à 

"-/•*(s&-s&>«- 

c'est-à-dire 

U=/(x*^-/(x'+0+Y. 
Cette  expression  donne 

dl]  _    2y  £Y 
<fr  ~  dy* 

et  en  comparant  avec  la  fonction  proposée ,  on  voit  que 
dY 

doit  être  nulle.  Donc  Y  ne  peut  contenir  que  la  va- 
riable z.  On  aurait  alors 

</U_       2z  dY 
dz~~~~~  jf+z'*  dz' 

et  en  comparant  encore  avec  la  fonction  proposée,  on  voit 
dY 

que  ^-  doit  être  nulle.  L'intégrale  cherchée  est  donc 
simplement 

373.  Soit  encore  pour  exemple  la  différentielle 

rfu=    J?—y—z'  dx    x'+jy—z)'  dy   x\y%— z'  dz    ydz  dz 
a'+y+z"  x  *  x%+y*+z*   z     -r'-t^+z*  z       z»     z»  ' 
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EUe  satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité.  car  on  troim- 
dP     dQ         Kxy  d?     dK  4« 


dy    dx    {j?+y+zy        dz    dx    (  x%+y+  zy • 

dQ      dK  Kyz  1 

dz  ~  dy~  (x%-rf+zy~ z%' 

Nous  pos  erons  donc,  conformément  à  la  méthode  pré- 
cédente , 

J    (x**y+z*)x  +  ' 

quijrevient  à 

\x  x%+y+z*J  ^ 

et  donne  par  conséquent 
On  en  déduit 

dU  _  <2y  dY 

dy         x'+f+z*  +  dy  ' 

et  la  comparaison  avec  la  différentielle  proposée  donne 

**+y%+z%     dy  ' 

d'où 

dY      1  t  y  „ 

—  =  -,      et  par  conséquent      Y=  ~  -f  Z. 

Nous  avons  donc  actuellement 


Donc 


dU_  2z        y  dZ 

dz        x%+y'+z%     21     //s  ' 
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et  en  comparant  avec  la  différentielle  proposée , 

x%+y~z%    y    1  2g       .r  dz 

d'où 

1     1  1 

£•  =  J  +  J'  >     et  par  conséquent      Z=/z—  —  +  co/15/. 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

374.  11  est  superflu  de  remarquer  que  l'on  parvient 
au  même  résultat  quelle  que  soit  la  variable  par  laquelle 
on  commence  l'intégration.  Si  dans  l'exemple  précédent 
on  veut  commencer  par  la  variable  z,  on  écrira 

X  désignant  une  fonction  de  x  etjp*  seules.  Cette  équa- 
tion revient  à 

ou 

On  en  déduit 

dV   2x  dX 

dx        x*+y+z%+ dx' 
en  comparant  avec  la  fonction  proposée  l'on  a 

x'-y—z*  ^         2x  dX 
(*  x'-^'+z* +  dx  ' 


Digitized  by  Google 


—  36  - 

c'est-à-dire 

d)L  1 


dx  x 


et  X=/-r+Y, 


Y  désignant  une  fonction  de  ^ seule.  Nous  avons  donc 
maintenant 

U=  -  l(x'-rf+f)+lz+Z  -  t  +*r+Y  ; 

d'où 

_         2r        1  dY 

~dy~"~  x>+y+z*+~z+dP' 

et  en  comparant  avec  la  fonction  proposée ,  on  voit  que 
dY 

^  doit  être  nulle ,  ou  que  la  fonction  Y  se  réduit  à  une 

constante.  La  valeur  complète  de  U  est  donc  comme  ci- 
dessus 

375.  Lorsque  dans  l'équation 

d\J=Vdx+Qdy, 

le  second  membre  est  une  différentielle  exacte ,  U  est  une 
fonction  des  deux  variables  indépendantes  xty.  Dans  la 
géométrie  on  regardera  cette  fonction  comme  l'ordonnée 
d'une  surface  mesurée  perpendiculairement  au  plan  , 
dans  lequel  seront  comptées  les  deux  abscisses  x  et  y. 
Mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  la  fonction  différen- 
tielle Pdx+Qdy,  ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'inté- 
grabilité.  L'équation  dont  il  s'agit  n'a  plus  alors  aucun 
sens,  puisqu'on  ne  peut  plus  la  concevoir  dérivée  d'une 
relation  analytique  existante  entre  les  trois  quantités  U, 
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Xtf.  On  ne  peut  lui  en  donner  un  qu'en  établissant  une 
certaine  relation  entre  les  variables  xet y,  qui  ne  seront 
plus  alors  toutes  deux  indépendantes.  Posant  donc  jr 
=  ?  W»  ?  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire, 
l'équation  proposée  deviendra  de  la  forme 

dV=Mdx, 

M  étant  une  fonction  de  x  seule,  contiendra  la  fonction 
arbitraire  9  (x)  et  son  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre.  L'équation  dU=Mdx  peut  toujours  être  intégrée. 
La  fonction  U  qui  sera  donnée  par  l'intégration ,  repré- 
sentera l'ordonnée  4' une  courbe  dont  la  projection  sur  le 
plan  des  x%j  a  pour  équation  jr=cp(x)  ;  et  il  est  évident 
qu'a  raison  de  l'indétermination  delà  fonction  7,  il  existe 
une  infinité  de  courbes  différentes  auxquelles  l'ordonnée 
U  peut  appartenir. 

Ces  notions  s'étendront  facilement  aux  cas  où  la  fonc- 
tion différentielle  proposée  contient  un  plus  grand 
nombre  de  variables. 

XXXII.  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 

A  DEUX  VARIABLES. 

376.  On  comprend  en  général  sous  cette  dénomination 
toute  équation  de  la  forme 


dans  laquelle  x  est  regardée  comme  la  variable  indépen- 
dante ;  jr  comme  une  fonction  variable  dont  la  valeur 

fi  Y 

dépend  de  celle  de  x  ;  et  ~-  est  le  coefficient  différentiel 
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du  premier  ordre  de  jt  pris  par  rapport  à  x,  c'est-à- 
dire  le  rapport  des  accroissements  simultanés  des  deux 
variables  x  eiy.  Il  s'agit  de  se  former  une  idée  de  la  re- 
lation qu'une  telle  équation  établit  entre  ces  deux  va- 
riables. 

Pour  y  parvenir,  on  remarque  que  l'équation  propo- 
sée peut  toujours  être  censée  résolue  par  rapport  à 

en  sorte  que  Ton  en  ait  tiré 

la  fonction  ©  désignant  une  fonction  qui  peut  en  géné- 
ral présenter  une  ou  plusieurs  valeurs  distinctes.  Admet- 
tons en  premier  lieu,  qu'elle  ne  présente  qu'une  seule 
valeur ,  et  pour  fixer  les  idées ,  considérant  x  comme 
une  abscisse  et  y  comme  l'ordonnée  correspondante ,  en 
sorte  que  l'équation  proposée  doive  représenter  la  figure 
d'une  courbe  plane.  Si  l'on  attribue  arbitrairement  à  x 
et  y,  deux  valeurs  quelconques  a  et  bt  l'équation  précé» 

dy 

dente  donnera  pour  ~  une  valeur  déterminée  ,  au 

moyen  de  laquelle  on  pourrait  connaître  quelle  serait 
la  variation  fort  petite  dey  à  partir  de  la  valeur  b,  si  x 
venait  à  augmenter  ou  à  diminuer  d'une  quantité  très- 
petite  à  partir  de  la  valeur  a.  Eu  effet,  Ax  représentant 

un  très-petit  accroissement  de  x,  on  a  sensiblement 
dy 

fy*=  ^-  Ax.  Attribuant  ensuite  à  x  et  y  dans  l'équation 

dy 

précédente  les  valeurs  a+ax  et  b+     ax,  cette  équa- 

dy 

tion  donnera  une  nouvelle  valeur  de      qui  pourra  être 
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employée  delà  même  manière.  Il  est  évident  qu'en  opé- 
rant ainsi ,  on  peut  obtenir  une  courbe  qui  s'appro- 
chera indéfiniment  de  la  courbe  proposée  à  mesure  que 
l'on  attribuera  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites  aux 
accroissements  àX.  L'équation  proposée  doit  donc  être 
regardée  comme  déterminant  la  figure  d'une  certaine 
courbe  dont  on  peut  prendre  arbitrairement  un  point 
quelconque. 

Suivant  la  position  arbitraire  que  l'on  attribuera  au 
premier  point  des  courbes  qi*  seraient  construites  par 
le  moyen  de  l'équation  précédente,  non-seulement  la 
position,  mais  en  général  la  figure  de  ces  courbes  seront 
différentes.  Néanmoins  elles  auront  toutes  un  caractère 
commun,  dont  la  nature  est  exprimée  par  l'équation  dif- 
férentielle proposée.  Ainsi,  à  proprement  parler,  cette 
équation  différentielle  exprime  une  propriété  commune 
à  une  infinité  de  courbes  que  Ton  peut  concevoir  tracées 
sur  un  plan.  Cette  propriété  détermine  l'inclinaison  de 
la  tangente  dans  un  point  quelconque ,  en  fonction  des 
coordonnées  de  ce  point  :  elle  donne  le  moyen  de  con- 
struire la  courbe  entière,  lorsqu'un  point  quelconque  de 
cette  courbe  est  déterminé. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs,  que  le  choix  de  l'une 
quelconque  des  courbes  en  nombre  infini  auxquelles  ap- 
partient l'équation  diflérentielle  proposée  dépend  d'une 
seule  quantité  arbitraire.  Il  suffira  de  fixer,  par  exemple, 
la  valeur  de  x  correspondante  à  celle  de  j"=0.  En  effet, 
l'on  doit  toujours  retrouver  la  même  courbe ,  quel  que 
soit  celui  des  points  de  cette  courbe  que  l'on  se  soit 
,  donné. 
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377.  Admettons  en  second  lieu  que  l'équation 

dy 

donne  plusieurs  valeurs  différentes  pour  le  coefficient 
différentiel        On  peut  considérer  chacune  de  ces  va- 
leurs à  part ,  et  lui  appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n°  précédent.  On  verra  dans  ce  cas  que  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  appartient  à  plusieurs  systèmes  de 
courbes  tracées  sur  un  plan,  qui  6e  croisent  en  diffé- 
rents sens.  Cette  équation  exprime  des  propriétés  com- 
munes à  toutes  les  courbes  en  nombre  infini,  qui  ap~ 
parviennent  respectivement  à  chacun-  de  ces  systèmes, 
propriétés  au  moyen  desquelles  la  tangente  est  déter- 
minée dans  un  point  quelconque  des  courbes  en  fonc- 
tion des  coordonnées  de  ce  point  ;  en  sorte  que  ces  cour- 
bes pourraient  être  construites  au  moyen  de  l'équation 
proposée,  si  un  de  leurs  points  était  donné. 

378.  Il  est  facile  de  concevoir  d'après  cela  ce  que  doit 
être  l'équation  primitive  ou  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle  proposée.  Cette  équation  primitive,  si  l'on 
veut  qu  elle  ait  la  même  généralité  que  1  équation  diffé- 
rentielle ,  doit  convenir  à  Tune  quelconque  des  courbes 
qui  pourraient  être  construites  au  moyen  de  cette  équa- 
tion. Ainsi,  1°  il  faut  qu'elle  contienne  une  constante 
arbitraire,  c'est-à-dire  différente  des  constantes  qui 
peuvent  se  trouver  dans  1  équation  différentielle  propo- 
sée ,  et  qui  entreraient  dans  l'expression  analytique  de 
la  propriété  représentée  par  cette  équation.  L'indéter- 
mination de  la  constante  dont  il  s'agit  donnera  au  ré- 
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sultat  toute  la  généralité  nécessaire  pour  qu'il  représente 
le  système  entier  des  courbes  auxquelles  convient  l'équa- 
tion proposée  .  Il  faut  que  cette  équation  primitive  sa- 
tisfasse à  1  équation  différentielle  proposée,  c'est-à-dire 

dy 

que  les  valeurs  de  y  et  qui  seraient  tirées  de  l'équa- 
tion primitive  et  de  sa  différentielle  étant  substituées  dans 
l'équation  proposée,  la  rendent  identique,  ou  du  moins 
qu'en  éliminant  la  constante  arbitraire  entre  l'équation 
primitive  et  sa  différentielle,  on  retrouve  l'équation 
proposée. 

379.  Toute  équation  en  termes  finis  qui  satisfait  à 
une  équation  différentielle  proposée,  et  qui  contient  une 
constante  arbitraire,  est  Y  intégrale  générale  de  cette 
équation  différentielle.  Cette  intégrale  générale  donne 
les  intégrales  particulières  quand  on  y  attribue  diverses 
valeurs  à  la  constante  arbitraire. 

Il  existe  dans  beaucoup  de  cas  des  équations  primi- 
tives qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  proposée, 
mais  qui  ne  contiennent  pas  de  constante  arbitraire. 
Quelquefois  ces  équations  sont  des  intégrales  particu- 
lières dans  lesquelles  la  constante  arbitraire  a  disparu,  à 
raison  d'une  certaine  valeur  que  l'on  aurait  attribuée  à 
cette  constante,  comme  cela  aurait  beu ,  par  exemple  , 
si  on  l'avait  supposée  égale  à  zéro  ou  infinie.  D'autres 
fois  les  équations  primitives  dont  il  s'agit  ont  un  carac- 
tère spécial,  et  doivent  être  considérées  à  part  :  elles  con- 
stituent alors  ce  qu'on  a  nommé  solutions  particulières. 
Nous  nous  occupons  seulement  dans  cet  article  de  la  re- 
cherche ^de  l'intégrale  générale. 
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380.  Soit  pour  exemple  l'équation  difierentielle 

dy 

x  £-jr+b=0- 

On  en  déduit 

dy  ^  y—b 
dx~~  x 

et  il  est  visible  que  cette  équation  appartient  à  une  li- 
gne droite  quelconque  passant  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  x=0yjr=b.  L'intégrale  générale  est 

y—ax—b—0. 

En  effet,  cette  équation  primitive  satisfait  à  l'équation 
différentielle,  parce  que  les  valeurs  y=:ax+b ,  ^  =  a , 

que  l'on  en  déduit,  rendent  identique  cette  équation 
différentielle;  déplus  elle  contient  la  constante  arbitraire 
a  qui  n'entre  pas  dans  l'équation  proposée.  En  faisant 
varier  cette  constante,  les  intégrales  particulières  qu'on 
obtiendra  représenteront  toutes  les  lignes  droites  diver- 
sement inclinées  qui  se  coupent  sur  l'axe  des  y.  à  une 
distance  b  de  l'origine. 

381.  Soit  encore  l'équation  différentielle 
dy 

~ — a — Slr=0,      ou  dy — (a+2x)dx=0. 
dont  l'équation  primitive  est 


b  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  primitive 
représente  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Taxe 

des  y,  et  placé  à  une  distance  —  ^  de cet axe.  La  courbe 
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coupe  l'axe  des  y  à  la  distance  — b  de  l'origine.  Pour 
avoir  toutes  les  courbes  auxquelles  appartient  l'équation 
dilïérentielle  proposée  ,  il  suffira  donc  de  faire  varier  la 
constante  b  dans  l'équation  primitive ,  depuis  —  »  jus- 
qu'à +oo  ;  ou  de  transporter  la  parabole  parallèlement  aux 

y,  sans  changer  la  position  de  son  axe. 

■ 

dy 

L'équation  dilïérentielle  ^  a — 2r=±0  conduit  à  l'é- 
quation primitive  y — ax — x%+b=0,  dans  laquelle  b  est 
la  constante  arbitraire.  On  peut  proposer  une  autre 
équation  différentielle,  qui  conduirait  à  la  même  équa- 
tion primitive  dans  laquelle  a  serait  la  constante  arbi- 
traire. Cette  équation  différentielle  se  trouvera  immé- 
diatement, en  préparant  l'équation  primitive,  de 
manière  que  la  différenciation  fasse  disparaître  la  con- 
stante a,  c'est-à-dire,  en  la  résolvant  par  rapport  à  cette 
constante,  ce  qui  donne 

£^t*  -a=0. 

X 

Différenciant,  et  supprimant  le  facteur  commun 
il.  vient 

y— x~-+x7+b=Q. 
ax 

On  peut  aussi  trouver  la  même  équation  différentielle 
sans  résoudre  l'équation  primitive  par  rapport  à  a,  en 
éliminant  cette  constante  entre  l'équation  primitive  et 
dy 

l'équation^- — a — 2x=*0,  qui  s  en  déduit  par  la  diffé- 
renciation. L'équatiou  différentielle  que  nous  venons  d'ob- 
tenir en  dernier  lieu  ,  et  dans  laquelle  la  constante  a  a 

2»  ANNÉE.  3 
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disparu,  appartient,  aussi  bien  que  l'équation  primitm 
dans  laquelle  a  est  regardée  comme  la  constante  arbi- 
traire, à  toutes  les  paraboles  dont  Taxe  est  parallèle  à 
l'axe  des  j^,  et  qui  coupent  cet  aie  à  la  distance  — b  de 
l'origine  des  coordonnées. 

dy 

Au  reste  si  l'équation  y—x  ^-  4-x*+5=0  était  propo- 
sée, on  ne  pourrait  pas  en  déduire  immédiatement  l'é- 
quation primitive  dont  elle  dérive;  car  le  premier  membre 
n'est  pas  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  va- 
riables a:  et  y.  Mais  il  le  devient  en  restituant  le  fac- 

teur  p. 

382.  Si  l'équation  différentielle  proposée  était 

(£)•—»■ 

on  en  déduirait 

Par  conséquent,  cette  équation  appartient  aux  deux 
systèmes  de  lignes  droites  qui  forment  avec  l'axe  des  x 
des  ii n g] es  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont  res- 
pectivement a  et  — a.  Elle  a  pour  intégrale  générale 

y%—a9jc%—*by+b%=0, 

résultat  de  la  multiplication  des  deux  équations  y+ax 
— b=0,  etjr — ax — £=0,  qui  appartiennent  respecti- 
vement, àcausedela  constante  arbitraire  bt  àFunequel- 
conque  des  lignes  droites  de  l'un  ou  de  l'autre  système. 
En  effet,  en  différenciant  l'équation  précédente,  on  a 
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■ 

et  en  éliminant  b  entre  ces  deux  équations,  on  retrouvera 
l'équation  proposée. 

383.  En  général,  étant  donnée  une  équation  primi- 
tive contenant  les  deux  variables  xjr  et  plusieurs  con- 
stantes atb,c,  etc.,  que  nous  désignons  pat 

■ 

l'équation  qui  s'en  déduit  immédiatement  par  la  différen- 
ciation , 

dF  j  dF  dy  dF  d^  dF 

dx    dy  dx      '  dx  dy 

subsistera  en  même  temps  que  cette  équation  primitive. 
On  peut  donc  combiner  d'une  manière  quelconque  les 
deux  équations  dont  il  s'agit.  Il  est  possible  que  la  dif- 
férenciation ait  fait  disparaître  une  des  constantes 
a,6,c,  etc.;  et  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  cette  constante 
se  trouve  seulement  dans  un  terme  qui  ne  contienne 
ni  x,  ni  y.  On  peut  éliminer  une  constante  quelconque 
qui  se  trouverait  à  la  fois  dans  les  deux  équations.  On 
peut  aussi  éliminer  une  certaine  fonction  de  Xtft  qui  se 
trouverait  dans  quelques  termes.  U  est  possible  enfin, 
que  tous  les  termes  de  l'équation  dilTérentielle  se  trou- 
vent multipliés  par  un  facteur  en  x,y  qui  disparaîtra 
quand  on  égalera  la  somme  de  ces  termes  à  zéro.  On  voit 
ainsi  que  d'une  même  équation  primitive,  on  peut  en 
général  déduire  par  diverses  opérations  plusieurs  équa- 
tions différentielles  différentes  les  unes  des  autres ,  et 
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l'on  conçoit  la  difficulté  du  problème  qui  consiste  à  trou- 
ver l'intégrale  d'une  équation  différentielle  quelconque 
proposée. 

Equations  différentielles  du  premier  ordre  où  le  coefficient 
différentiel  n'entre  qu'à  la  première  puissance, 

384-.  Considérons  une  équation  différentielle  proposée 
du  premier  ordre  dans  laquelle  le  coefficient  différentiel 
dy 

ne  se  trouve  qu'au  premier  degré,  et  qui  sera  de  ta 
forme 

P+Q  ^=0,      ou      Pdx+Qdy=0 , 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y. 

Il  est  visible  en  premier  que,  si  la  fonction  Pdx+Qdj 
était  une  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  de 
x,yt  c'est-à-dire,  si  elle  satisfaisait  aux  conditions  d'in- 
tégrabilité  indiquées  nQ  36k,  il  suffirait  de  prendre  l'in- 
tégrale de  cette  fonction ,  conformément  aux  règles  don- 
nées dans  l'article  précédent.  Cette  intégrale,  complétée 
par  une  constante  arbitraire,  étant  égalée  à  zéro,  serait 
l'intégrale  cherchée.  Ce  cas  particulier  ne  peut  avoir 
lieu,  qu'autant  que  l'équation  différentielle  proposée 
est  le  résultat  immédiat  de  la  différenciation  de  l'équation 
primitive  mise  sous  une  forme  telle,  que  la  constante 
arbitraire  se  trouvant  dans  un  terme  où  x  et  y  n'en- 
traient point ,  cette  constante  a  pu  disparaître  par  le 
seul  lait  de  la  différenciation. 

385.  L'équation  proposée  s'intègre  toujours,  ou  du 
moins  la  recherche  de  l'intégrale  est  ramenée  aux  qua- 
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dra  t ures,  lorsque  les  variables  sont  séparées,  c'est-à-dire» 
lorsque  cette  équation  est  mise  sous  la  forme 

Xdx+Ydy=0 , 

X  désignant  une  fonction  quelconque  de  x  seule,  et  Y 
une  fonction  quelconque  de  /  seule.  L'intégrale  générale 
est  alors 

fdx.X+fdy.Y+A=Ot 

A  désignant  la  constante  arbitraire. 

Les  variables  sont  évidemment  séparées  quand  i'équa- 

dy 

tion  étant  résolue  par  rapport  à      ,  on  trouve 

et  par  conséquent  celte  séparation  s'opère  immédiate- 
ment dans  toute  équation  qui  n'est  formée  que  de  deux 

■ 

termes. 

386.  La  séparation  des  variables  s'opère  quelquefois 
au  moyen  d'une  transformation ,  ou  d'un  changement  de 
variables.  L'exemple  le  plus  remarquable  est  celui  de 
l'équation 

4^  *+-  Pr+Q=0 ,      ou       dy+Pydx+Qdx=0 , 
ax 

dans  laquelle  P,Q  désignent  des  fonctions  de  x  seule,  et 

que  Ton  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordre,  ou 

équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordrey  parce 

qu'elle  ne  contient  que  la  première  puissance  delà  fonc- 

dy 

tion  y  et  de  son  coefficient  différentiel  jj.  Soit  fait 
y=Xt,      d'où      dy=td£+Xdi , 


Digitized  by  Google 


—  38  - 

en  désignant  par  X  une  fonction  de  x  et  par  t  une  nou- 
velle variable.  Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation 
proposée,  donnent 

tdZ+XM+VXidx+Qdx=0. 

Or  la  fonction  X  étant  indéterminée,  on  peut  ia  déter- 
miner par  la  condition  que  1  équation  soit  partagée  dans 
les  deux  suivantes: 

tdX+Qdx=0 ,         et  <fc+Pfcir=0. 
Les  variables  sont  séparées  dans  la  seconde,  qui  donne, 

et  cette  valeur  de  t  étant  substituée  dans  la  première 
il  vient  1 

rfX=-  dx.()/?d9 ,  X=-fdx.QcfHM+K. 

Mettant  ces  valeurs  de  X  et  t  dans  J=X  f ,  on  trouve 
donc 

x=e~fn*  ( — fdx.QefpJ*+A^ . 

pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée,  A  étant 
la  constante  arbitraire. 

387.  On  peut  intégrer  parla  même  méthode  leséqua 
tionsdela  forme  ' 

jrm~*  •  dy+Vj~ .  dx+Qdx=% 

m 

P  et  Q  désignant  toujours  des  fonctions  quelconques  <fe 
x.  En  effet,  cette  dernière  équation  deviendra  sembU- 
ble  à  celle  du  n°  précédent  si  l'on  pose 
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388.  Soit  encore  une  équation  de  la  forme 

4. 

y  dy  dt 

Faisant d'où^x*,  ^  =r+x  ^ ,  cette  équation 

se  change  en 

'+X^+/M=0,       ou      — =0, 
dans  lesquelles  les  variables  sont  séparées. 

Du  facteur  propre  à  rendre  C équation  ùuégrable. 

389.  Pour  qu'une  équatit 

se  présente  sous  la  forme  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion des  deux  variables  x,j,  il  est  nécessaire  en  général 
que  cette  équation  soit  le  résultat  immédiat  de  la  diffé- 
renciation de  l'équation  primitive.  Mais  lors  même  que 
cette  circonstance  a  lieu,  l'équation  différentielle  ne  se 
présente  pas  toujours  sous  la  forme  d'une  différentielle 
exacte,  parce  que  la  différenciation  introduit  quelquefois 
des  facteurs  communs  aux  différents  termes ,  qui  dispa- 
raissent quand  on  égale  la  différentielle  à  zéro.  Par  exem- 
ple, l'équation  primitive  étant 

la  différentielle  du  premier  membre  est  X(&~~yi*x  (  et 
en  égalant  cette  quantité  à  zéro,  on  aura  simplement 
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dont  le  premier -membre  n'est  point  une  différentielle 
exacte. 

300.  Quelle  que  soit  d'ailleurs  l'origine  d'une  équa- 
tion différentielle,  on  démontre  qu'il  existe  toujours  un 
facteur  variable  tel  que  si  1  équation  est  multipliée  par 
ce  facteur ,  elle  deviendra  une  différentielle  exacte.  En 
effet,  supposons  l'équation  proposée  mise  sous  la  forme 

dx 


înte- 


V  désignait  une  fonction  quelconque  de  x,y.  L 
grale  générale  de  cette  équation  aura  pour  premier  mem- 
bre une  certaine  fonction  de  x,jr  et  d'une  certaine  con- 
stante arbitraire  a,  qui  ne  se  trouve  ps  dans  l'équation 
différentielle.  Admettons  qu'ayant  résolu  cette  intégrale 
générale  par  rapport  à  <z,  on  Tait  mise  sous  la  forme 

U  désignant  une  fonction  de  xy.  Si  nous  différencions 
alors  cette  équation,  il  viendra 

dU     dU  dy  dy  dx 

4x  +  Ty£=°>       °U  dx+7U=9> 

dy 

équation  dans  laquelle  la  constante  a  a  disparu,  et  qui 
doit  par  conséquent  être  identique  avec  l'équation  dif- 
férentielle proposée.  On  doit  donc  avoir 

dU 

dy     r     dy     dx  { dy      \  dV      dV     dV  dy 

dy 
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Or  la  quantité  3- 4-  4^  3^  est  la  fonction  dérivée  com- 
J  a  x    dy  dx 

plète  de  la  fonction  U.  Donc  il  en  sera  de  même  de  la 

dy  .  dU 

quantité  lorsqu'on  1  aura  multipliée  par 

On  est  assuréd'après  ce  qui  précède  de  l'existence  d'un 
facteur  par  lequel  l'équation  proposée  étant  multipliée  , 
cette  équation  devient  immédiatement  intégrable.  De 
plus  on  voit  quel  doit  être  ce  facteur,  et  qu'il  serait  connu 
si  1  équation  primitive  était  connue.  , 

391.  Soit,  par  exemple , l'équation  primitive 

y*—2a{x+y)=0. 

En  la  difîérenciant  on  trouve 

ydy—  a(dx+dy)=0  j 

en  en  éliminant  la  constante  a  entre  ces  deux  équations 
on  obtiendra  l'équation  différentielle 

{%x+y)dy— ydx=*0. 

Cette  équation  ne  satisfait  pas  aux  conditions  d'intégra- 
bilité.  Mettant  l'équation  primitive  sous  la  forme 

y 


=a 


on  a  pour  la  dérivée  du  premier  membre  prise  par  rap- 


port  à  y,  . .  Mettant  également  l'équation  dilléren- 


tielle  sous  la  forme 

 y__ 

dx  2x+y 

si  on  la  multiplie ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
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n*  précédent,  par  le  facteur  g^^f  on  trouvera 

2(x-hr)'  dx     2(x4r?  ' 

c'est-à-dire 

(y+2xy)dy—y*dx 

expression  où  Ton  reconnaît  la  différentielle  complète  de 


la  fonction         ^  et  dont  par  conséquent  on  déduitim- 

média tement  l'équation  primitive. 

392.  On  conclut  d'ailleurs  de  l'équation 

dV  dUdy 
dy  dx+dy  dx 

5?+v==       dû  ' 

du  n°  390,  qu'outre  le  facteur  ^ ,  il  en  existe  une  in- 
finité d'autres  qui  auront  la  propriété  de  rendre  la  fonc- 
er 

tion  ^  +V  une  différentielle  exacte.  En  effet,  on  remar- 
quera que  la  quantité 

(dU 
\dx 

est  la  dérivée  complète  d'une  certaine  fonction  de  0  que 
nous  désignerons  par  *(U).  Donc  si  on  multipliait  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente  par 

„T4  dU 
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il  deviendrait  une  dérivée  exacte  d'une  certaine  fonc- 
tion de  xyj.  Cette  fonction  serait  la  fonction  même  qui 
a  été  désignée  par  *(U)  ;  en  sorte  que  l'intégrale  serait 

<J>(U)=C07I5/., 

d'où  Ton  tire  immédiatement 

U=co/w/., 

c 'est-à-dire  l'intégrale  de  l'équation  proposée.  Ainsi  tous 
les  multiplicateurs  compris  dans  1  expression  ?(U)  , 

où  7  désigne  une  fonction  entièrement  arbitraire ,  ramè- 
neront toujours  à  cette  même  intégrale. 

393.  Nous  avons  obtenu  dans  le  n*  386,  pour  l'inté- 
grale de  l'équation 

dy+Pydx+Qdx^zù , 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x  seule, 

A  étant  la  constante  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède 
on  mettra  donc  cette  intégrale  sous  la  forme 

A=fdx.Qefn*47.J*'l*=V, 

et  le  facteur  par  lequel  il  faudra  multiplier  l'équation 
différentielle  pour  la  rendre  intégrable  sera,  conformé- 
ment au  n*  300,  ^  =e^W# . 

C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  -,  car  soit  p  le 
facteur  cherché ,  que  nous  supposerons  devoir  être  une 
de  x  seule»  Comme  le  terme  pQdx  est  intégra* 
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ble,  il  s'agit  seulement  de  déterminer  p  par  la  condition 
de  rendre  une  différentielle  exacte  la  quantité 

pdy+v$ydx  ;  _ 
c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

^l=uP,      ou      ^=Vdxi       d*où  P=e/^* 
dx  p 

394.  Soit  en  général  l'équation 

Vdx+Qcty=0 , 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y. 
Si  Ton  représente  par  jx  le  facteur  .qui  rendrait  cette 
équation  intégrable,  la  fonction  p  devra  évidemment  sa- 
tisfaire à  la  condition  < 

m 

d.^  d.uQ 
dy  "  dx  ' 

c'est-à-dire 

Mais  cette  dernière  équation  est  presque  toujours  plus 
difficile  à  traiter  que  l'équation  proposée  elle-même. 

395.  Nous  remarquerons  d'ailleurs,  que  toutes  les  fois 
qu'on  parvient  à  séparer  les  variables  dans  l'équation 

Vdx+Qdy=0 , 

au  moyen  d'une  transformation  quelconque ,  on  connaît 
immédiatement  le  facteur  par  lequel  il  faudrait  mul- 
tiplier cette  équation  pour  rendre  Pdx+Qdy  une  diffé- 
rentielle exacte. 

En  effet ,  supposons  qu'ayant  remplacé  x  et  y  par 
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d'autres  variables  s  et  t,  l'équation  proposée  soit  de- 
venue 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  s  et  t  ;  et  qu'en  divisant 
les  deux  termes  par  la  fonction  V  de  s  et  t  les  varia- 
bles se  trouvent  séparées,  en  sorte  que  y  soit  une  fonc- 

N 

tion  de  s  seule,  et  que  y  soit  une  fonction  de  t  seule. 

La  quantité  y  ds+.  y  dt  sera  donc  devenue  une  diffé- 
rentielle exacte.  Or,  en  remplaçant  dans  cette  quantité 
i  et  ^  par  leurs  valeurs  en  x  et  yt  elle  ne  différera 

,  P  Q 

point  de  la  quantité  y  dx+  y  dy  (  en  concevant  tou- 
jours que  Ton  ait  mis  dans  Y  à  la  place  de  s  et  t  leurs 

P  6 

valeurs  en  x  et  y  ).  Donc  y  dx+^  dy  serait  nécessai- 
rement aussi  une  différentielle  exacte. 

396.  Nous  avons  donné  dans  le  n"  388,  pour  exemple 
de  la  séparation  des  variables,  l'équation 

qui,  en  faisant y=xtt  d'où  dy=tdx+xdt,  devient 

[/M-K]  dx+xdt=0, 

et  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  lorsqu'on  divise 
les  deux  termes  par  x[f[t)-H].  D'après  ce  qui  pré- 
cède, l'équation  dont  il  s'agit  doit  donc  être  rendue  in- 
tégra ble  en  la  multipliant  parle  facteur  ^^^^j,  ou  l'on 
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remplacera  t  par  sa  valeur  en  x  et  y  ;  c'est-à-dire  par 
le  facteur    .  ,\  En  effet,  cette  équation  de- 

vient  alors 

*('(ïK)~  '  •  • 

qui  se  met  facilement  sous  la  forme 

dy_  ydx 
dx     x  x% 
x     -ty\  y 

celle-ci  est  intégrable,  puisque  ^  ^  %  est  la  diffé- 


rentielle de  -  . 


Théorème  des fonctions  homogènes, —  Intégration  des  équa- 
tions homogènes, 

397.  On  désigne  par  le  nom  de  Théorème  des  fonctions 
homogènes  t  certaines  relations  qui  existent  entre  une 
fonction  homogène, c'est-à-dire  une  fonction  composée  de 
termes  dans  lesquels  la  somme  des  exposants  des  varia- 
bles est  un  nombre  constant,  soit  U  une  fonction  homo- 
gène de  plusieurs  variables  xyt  etc.  En  mettant  tx  à  la 
place  de  x,  ty  à  la  place  dey,  etc.,  cette  fonction  de- 
viendra r"U,n  désignant  la  somme  des  exposants  des 
variables  dans  chaque  terme.  On  peut  d'ailleurs  faire 
f=l+£,  ce  qui  revient  à  mettre  x+gx  à  la  place  de 
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x&+gy  à  la  place  de  yt  etc.  On  aura  en  appliquant  le 
théorème  de  Taylor, 

»r   „     /dU     <W  \ 
(l-^).U=U^^J>f^r^Ktc.)  + 

et  en  développant  le  premier  membre  et  égalant  les  ter- 
mes affectés  des  mêmes  puissances  de  l'indéterminée  gt 

TT    dV  dU 

»(n-l)U=  _^2_  ^^r^'+etc. 
etc. 

398.  La  considération  de  ces  relations  facilite  quel- 
quefois l'intégration  des  fonctions  de  plusieurs  varia- 
bles. Lorqu'une  fonction  est  homogène,  une  différencia- 
tion effectuée  sur  cette  fonction  n'en  altère  pas  l'homo- 
généité. Par  conséquent  si  la  fonction  différentielle 

i  Vdx+Qdy+etc, 

était  homogène,  et  satisfaisait  aux  conditions  d'intégra- 
bilité,  on  aurait  immédiatement ,  en  désignant  par  U 
son  intégrale,  et  par  n  le  degré  de  cette  intégrale,  qui 
surpasse  toujours  d'une  unité  le  degré  commun  des  fonc- 
tions P,Q,  etc., 

nU=Px+Qr+etc.+co/wf. 

399.  Lorsque  dans  l'équation  différentielle 

ï>dx+Qdy=0 , 
les  fonctions  P,Q  des  variables  xy,  sont  homogènes  » 
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ces  variables  se  séparent  facilement,  et  par  conséquent, 
l'équation  devient  immédiatement  intégra ble.  En  effet , 
faisant y=xt,  les  fonctions  P,Q  prennent  alors  la  forme 
px*,  qx*  ;  p,q  étant  des  fonctions  de  t  seule,  et  n  dési- 
gnant la  somme  des  exposants  de  x  et  y  dans  les  termes 
de  l'équation  proposée.  Cette  équation  devient  donc 

{p+qt)dx+qxdt=Q ,       ou       ^  +  J^=0, 
dontjl'intégrale  est 

lx+ fdt.  —2—  =const. 

dans  laquelle  on  devra,  après  avoir  effectué  l'intégra- 
tion qui  est  indiquée,  remplacer  t  par  sa  valeur  ^. 
400.  Soit  pour  exemple  l'équation 

Faisant y~xt9  elle  devient 

dx        tdt  __ 

dont  l'intégrale  est 

^+/(i-/)+îl.=A, 

A  étant  la  constante  arbitraire.  En  mettant  pour  t  sa  va- 


leur  -,ona 


qui  peut  s'écrire 


l{x-y)+-±-  =A, 


x — yz=za.e  *—r, 
a  étant  une  autre  constante. 
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hOi .  Soit  encore  l'équation 

ê 

Elle  devient,  en faisant/=ta:, 

dx  {f—Z)dt 

~x  +  r1— 2r'— 2/+1  ~~  ' 

Par  les  méthodes  exposées  dans  l'article  XXIV ,  on 
trouve , 

-3       _        2  7— 1/5  7+j/5 

Z3— 2**— 2/+1  ~~  ~~  5(£+l)  +  5(2*— 3—^  *)  +  5  (2<— 3+1/  5)  * 

ce  qui  change  l'équation  ci-dessus,  en 

<£r      2         7—1/5        <fc  7+1/5       dt  _^ 

~  ~  5  ï+î"4"     ~  2/— 3-1/5 +     5     2/— 3+1/5  ~  ' 

dont  l'intégrale  est 

Cette  équation  peut  s'écrire , 

W)2.  Puisque,  après  avoir  fait  y=xt  dans  l'équation 

P^x+Q^=0, 

supposée  homogène,  et  n  marquant  le  degré  commun 
des  fonctions  P,Q,  il  vient 

{px*+qx«l  )  dx+qx»  +  '  dt=0 , 
où  les  variables  se  séparent  en  divisant  parx(px"+<j.r,,f), 
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il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n°  395,  que  le  facteur  par 
lequel  l'équation  précédente  doit  être  multipliée  pour 

devenir  intégrable  est   -  -,  en  remplaçant  t  par 

x{pxn+qx*i) 

sa  valeur,  c'est-à-dire  —1—,  Ainsi   la  fonction 

rx+\}y 

Pdx+Qdr 

 ~ —  sera  nécessairement  une  différentielle  exacte. 

C'est  ce  qu'on  peut  reconnaître  directement  :  car 
soit  fx  un  facteur  par  lequel  il  faudrait  multiplier 
Vdx+Qdy  pour  rendre  cette  quantité  une  différentielle 
exacte,  facteur  que  nous  supposerons  une  fonction  ho- 
mogène de  x  et  y.  On  pourra  donc  écrire 

uVdx+tiQdy—dU , 

U  étant  une  fonction  de  x  et  y  \  et  d'après  le  n*  398,  il 
s'ensuivra 

A  représentant  le  degré  commun  des  fonctions  oP  et  uQ 
augmenté  d'une  unité.  Divisant  ces  deux  équations  l'une 
par  l'autre,  il  viendra 

Vdx+Qdy  _  dU 

Px+Qr  ~~  *0 

du 

Or  -jT^  est  une  différentielle  exacte.  Donc  le  premier 
membre  en  est  également  une. 

403.  Dans  l'exemple  du  n°  400,  1  équation  proposée 

(or— 2y)dx+ydy=0 
deviendra  intégrable.  d  après  ce  qui  précède,  en  la  mul- 
tipliant par  ,  oui  revient  à   En  effet, 

l'équation 
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(x-<iy)dx+ydy  =() 


peut  s'écrire 


dx — dy     dx  x{dx — dy)  _  ^ 
x— y     x—y         [x—y)%  ' 

(  comme  on  peut  le  vérifier  en  réduisant  tous  les  termes 
au  même  dénominateur),  ou  bien 


d.l(x-y^d{^-)  =0, 


d'où  Ton  déduit  immédiatement  l'intégrale  trouvée  ci 
dessus. 

i 

Équations  du  premier  ordre  dans  lesquelles  se  trouvent  la 
seconde  puissance  ou  les  puissances  supérieures  du  coef- 
ficient différentiel. 

404.  Lorsque  l'équation  différentielle  contient  les 

dv 

puissances  supérieures  du  coefficient  différentiel  on 

peut  la  concevoir  résolue  algébriquement  par  rapport 
à  ce  coefficient  considéré  comme  l'inconnue.  Si  Ton 
égale  ensuite  à  zéro  les  facteurs  correspondants  à  cha- 
cune des  racines,  on  aura  autant  d'équations  différen- 
tielles dans  lesquelles^  ne  sera  plus  qu'au  premier 

degré,  et  dont  on  pourra  prendre  les  intégrales  qui  se- 
ront complétées  chacune  par  une  constante  arbitraire. 
Le  produit  de  ces  diverses  intégrales  donnera  l'intégrale 
générale  de  l'équation  proposée.  D'ailleurs  ,  on  ne  di- 
minue point  la  généralité  de  cette  intégrale  en  admet- 
tant que  ce  soit  la  même  constante  arbitraire,  qui  entre 
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dans  tous  ces  facteurs.  D'où  l'on  voit  que  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre,  dans  laquelle  entre  la 

dy 

puissance  ;*du  coefficient  différentiel  a  pour  inté- 
grale une  équation  primitive ,  où  la  constante  arbitraire 
est  élevée  à  la  puissance  n. 

On  a  donné,  n"  382,  un  exemple  d'une  équation  de 
cette  espèce. 

405.  Souvent  la  résolution  algébrique  de  l'équation 
proposée  n  est  pas  possible  ,  et  par  conséquent  le  pro- 
cédé qui  vient  d'être  indiqué,  ne  peut  être  appliqué.  On 
parvient  quelquefois  à  intégrer  une  équation  du  genre 
de  celles  dont  il  s'agit  en  la  mettant  d'abord  sous  la 
forme 

dy 

L  désignant  une  fonction  de  x  et  de^,  que  nous  dé- 
signerons pour  abréger  par  y.  Si  ensuite  Ton  différencie, 
il  viendra 

rfL    dL  dy 

*~dx*  dy  dx* 

équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  y  et  x.  Si 
elle  peut  être  intégrée,  on  obtiendra  une  équation 
entre  y  et  x  avec  une  constante  arbitraire  ;  et  en  élimi- 
nant ensuite^'  entre  cette  équation  et  la  proposée,  on 
obtiendra  l'intégrale  cberchée. 

406.  La  méthode  dont  il  s'agit  s'applique  à  l'équa- 
tion 

'*  dy 
M  et  N  désignant  des  fonctions  quelconques  de^  ou 

y\  En  effet,  cette  équation  donne 
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dy=Mdx+x       dy'+  —dy  , 

qui  peut  s'écrire  (  puisque  dy=ydx) 

.  ,       dM.  ,  .   dN  . 

{M-y)dx+*—dy+  ^dy=o> 

et  rentre  dans  la  forme  de  l'équation  considérée  n°  385 
et  391.  Le  premier  membre  deviendra  donc  intégrablc 


en  multipliant  par  le  facteur  eJ  ,  et  son  intégrale 
sera 

A  étant  la  constante  arbitraire.  Il  restera  à  éliminer^ 
entre  cette  équation  et  la  proposée 

407.  Le  cas  où  M=y ,  en  sorte  que  1  équation  pro- 
posée est 

a  ét  remarqué.  On  a  alors  en  différenciant 


•y 

équation  à  laquelle  on  peut  également  satisfaire  en  po- 
sant 

dX 

L  équation  ,r+  ^y=°  donnera  une  valeur  de  y  qui, 

étant  substituée  dans  la  proposée,  conduira  à  une  équa- 
tion primitive  :  mais  cette  équation  ne  contenant  pas  de 
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constante  arbitraire  sera  une  solution  particulière,  con- 
formément à  ce  qui  a  été  dit  n°  379.  L  équation  df=  0 
donne  en  l'intégrant 

A  étunt  la  constante  arbitraire  :  cette  valeur  mise  dans 
la  proposée  à  la  place  de  y  donnera  l'intégrale  générale 
cherchée.  Cette  intégrale  est  l'équation  d'une  ligne  droite 
dont  la  valeur  attribuée  à  la  constante  A  détermine  l'in- 
clinaison sur  l'axe  des  x. 

Solutions  particulières  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  à  deux  variables. 

408.  On  a  remarqué  n°  379,  qu'il  existait  quelque- 
fois des  équations  primitives  qui  satisfont  à  une  équa- 
tion différentielle,  et  qui  néanmoins  ne  sont  point  com- 
prises dans  son  intégrale  générale.  Les  équations  dont 
il  s'agit,  appelées  solutions  particulières,  se  distinguent 
principalement  en  ce  qu  elles  ne  contiennent  pas  la  con- 
stante arbitraire  dont  la  présence  est  le  caractère  essen- 
tiel de  l'intégrale  générale. 

Soit 

F(x,y,a)=0   (t) 

l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 


Cette  dernière  équation  sera  le  résultat  de  l'élimination 
de  la  constante  a  entre  l'équation  (1)  et  sa  différentielle 
immédiate,  qui  est 

dF     </F  dy  _^ 
dx     dy  dx 
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et  conformément  à  ce  qui  a  été  exposé  dans  les  n°*  376 
et  suivants  ,  nous  regardons  les  équations  (1)  et  (2) 
comme  appartenant  au  sytème  d'une  infinité  de  lignes 
courbes  qui  différent  seulement  les  unes  des  autres  par 
les  diverses  valeurs  que  Ton  peut  attribuer  à  la  con- 
stante a. 

Cela  posé,  admettons  que  l'on  ait  donné  dans  l'équa- 
tion (1)  à  la  constante  a  une  valeur  déterminée,  et  con- 
sidérons la  courbe  correspondante  à  cette  valeur.  Si,  à 
partir  de  la  videur  dont  il  s'agit,  a  augmente  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  da,  l'équation  (1)  deviendra 

F+  da=0. 
da 

Cette  dernière  équation  appartiendra  à  une  seconde 
courbe  infiniment  voisine  de  la  première  ;  et  les  valeurs 
de  x,y  qui  satisferont  simultanément  aux  deux  équa- 
tions 

F=0,      et      F+  —  da=0, 

ou  si  Ton  veut  aux  deux  équations 

dF 

F=0,       et  —  =0, 

da 

appartiendront  au  point  d'intersection  de  ces  deux 
courbes. 

409.  Admettons  maintenant  que  Ton  élimine  la  con- 
stante a  entre  les  deux  équations 

_  dF 
F~0 ,       et  —  =0. 

da 

Le  résultat  de  cette  élimination  sera  une  équation  pri- 
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mitîve  entre  x  et  y  appartenant  à  la  ligne  qui  est  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  toutes  les  courbes  comprises 
dans  l'intégrale  générale,  et  qui  correspondent  aux  di- 
verses valeurs  de  la  constante  a.  Cette  ligne  est  évidem- 
ment touchée  par  toutes  les  courbes  dont  il  s'agit,  et  elle 
en  forme  l'enveloppe.  L'équation  obtenue  de  cette  ma- 
nière, et  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire,  est 

la  solution  particulière  de  l'équation  f(x,yt        =  0, 

à  laquelle  elle  doit  satisfaire ,  puisque  la  valeur  de  ^ 

dans  l'un  quelconque  des  points  de  l'enveloppe  est  com- 
mune à  cette  enveloppe  et  à  la  courbe  comprise  dans  l'in- 
tégrale générale  qui  la  touche  en  ce  point. 

Il  faut  remarquer  d'ailleurs,  que  les  courbes  représen- 
tées par  une  équation  diiïérentielle  et  par  sou  intégrale 
générale,  c'est-à-dire  les  courbes  correspondantes  aux 
intégrales  particulières,  n'ont  pas  toujours  une  enve- 
loppe ;  ou  qu'il  n'arrive  pas  toujours  que  ces  courbes 
sont  tangentes  à  une  certaine  ligne  d'une  nature  diffé- 
rente de  la  leur.  Alors  la  solution  particulière  n'existe 
pas.  On  reconnaît  qu'il  n'existe  pas  de  solution  particu- 

lière  lorsque  l'équation  ^  =0  ne  peut  donner  pour  la 

constante  a  une  valeur  exprimée  en  x,y  ;  ou  plus  exac- 
tement lorsqu'on  ne  peut  déduire  des  équations  F=-0  et 
dF 

^  =0 ,  par  l'élimination  de  a,  une  équation  entre  xeiy 

qui  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale  générale  et  n'en  soit  pas 
un  cas  particulier. 

410.  Il  est  facile  de  reconnaître  directement  que  la 
recherche  de  la  solution  particulière,  c'est-à-dire  d'une 
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équation  qui,  ne  contenant  pas  la  constante  a,  satisfait 
à  l'équation  différentielle  (2),  doit  s'opérer  par  1  elimi- 

dF 

nation  de  a  entre  l'équation  (1)  et  l'équation  ^-=0.En 

effet,  tout  se  réduit,  pour  trouver  l'équation  dont  il 
s'agit,  à  mettre  à  la  place  de  a,  dans  l'équation  (i),  une 
fonction  de  x,j  convenablement  déterminée.  Or,  suppo- 
sons que  cette  substitution  ait  été  faite,  et  regardons  a 
comme  une  fonction  de  x,y.  L'équation  différentielle 
déduite  immédiatement  de  l'équation  (1)  sera  alors 

dF     dFdy    dF  da  _o 
dx     dy  dx     da  dx  ' 

Mais  l'équation  (2)  résulte  parl'hypothèse  de  l'élimination 
de  a ,  supposée  constante,  entre  l'équation  (1)  et  son 

équation  différentielle  ,  qui  est  alors  ^  =  0. 

Donc  il  suffit,  pour  obtenir  le  même  résultat,  a  étant  sup- 
posée variable  et  fonction  de  x,jr,  de  déterminer  cette 
fonction  a  par  la  condition  de  faire  disparaître  le  terme 
dF  da 

dadx  ;  car  ^es  ^eux  équations  enlre  lesquelles  l'élimi- 
nation s'opérera  étant  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  l'é- 
quation (2)  qui  en  résultera  sera  aussi  la  même.  On  peut 

faire  disparaître  ce  terme  en  posant  ^=0,  ce  qui  donne 

a  égale  à  une  constante  quelconque  et  répond  au  cas  de 

dF 

l'intégrale  générale  ;  ou  en  posant  ^=0  ,  ce  qui  don- 
nera pour  a  une  fonction  de  xy,  qui  étant  substituée 
dans  l'équation  (1)  ou  F=0,  conduira  à  une  équation 
primitive  sans  constante  arbitraire,  et  satisfaisant  à  I'é~ 
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quation  différentielle,  qui  sera  par  conséquent  la  solution 
particulière  demandée. 

411.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  obtenir  la  sa 
lution  particulière  quand  on  connaît  l'intégrale  géné 
raie.  Cette  solution  particulière  peut  être  aussi  déduite 
de  l'équation  différentielle.  Considérons  l'une  des  courbes 
comprises  dans  l'intégrale  générale  et  correspondante  à 
une  valeur  a  de  la  constante.  Cette  courbe  sera  à  la  fois 
coupée  et  touchée  par  la  courbe  contiguë  correspondante 
à  la  valeur  a-^da,  dans  un  des  points  de  l'enveloppe 
dont  la  solution  particulière  est  l'équation.  Or,  cette 
même  courbe  correspondante  à  la  valeur  a  de  la  constante 
n'est  plus  touchée,  mais  est  coupée  par  les  autres  courbes 
correspondantes  aux  valeurs  de  la  constante  qui  diffè- 
rent de  a  d'une  quantité  finie.  Il  suit  de  là  que  l'équa- 
tion différentielle 


étant  résolue  par  rapport        ,  donnera  généralement 

deux  ou  plusieurs  valeurs  différentes  pour  ce  coefficient 
différentiel ,  si  l'on  attribue  à  x  et  y  des  valeurs  quelcon- 
ques. Mais  si  l'on  attribue  à  x  ety  les  valeurs  qui  ap- 
partiennent aux  points  de  l'enveloppe,  ou  à  la  solution 
particulière  qui  représente  cette  enveloppe ,  il  y  aura 

au  moins  deux  des  valeurs  de  ^  qui  deviendront  éga- 
les entre  elles.  Ainsi  la  solution  particulière  doit  offrir 
ce  double  caractère;  1°  De  satisfaire  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée 
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^en  écrivant  pour  abréger y  au  lieu  de  — ;  2°  De  ren- 
dre égales  au  moins  deux  des  valeurs  dey  qui  satisfont 
à  cette  équation.  Or,  l'existence  de  deux  ou  plusieurs 
valeurs  égales  de  /  données  par  l'équation  précédente 
est  exprimée  par  la  condition 

£=o  = 

dy 

d'où  l'on  conclut  qu'en  éliminant  y  entre  les  deux  équa- 
tions 

f(x,y,y)=o,       et  ^,=0, 

on  obtiendra,  si  elles  existent,  les  solutions  particulières 
demandées. 

412.  On  trouvera  encore  la  solution  particulière  delà 
manière  suivante.  Supposons  que  l'équation  différen- 
tielle proposée  f{xyy')  =0  ayant  été  résolue  par  rap- 
port ày,  on  lui  ait  donné  la  forme  suivante 

V  étant  une  fonction  de  x,y.  Puisque  les  courbes  qui 
sont  représentées  par  les  intégrales  particulières  se  cou- 
pent en  général,  et  se  touchent  en  même  temps  qu'elles 
se  coupent  seulement  dans  les  points  qui  appartiennent 
à  l'enveloppe,  on  voit  que  la  fonction  — V  qui  donne  la 
valeur  de  y  doit  représenter  généralement  au  moins 
deux  valeurs  différentes  pour  cette  quantité  ;  mais  que 
si  l'on  attribue  à  x  ety  les  valeurs  qui  appartiennent  à 
l'enveloppe,  lesdeux  valeurs  de  cette  même  fonction  — V 
deviendront  égales  entre  elles.  D'après  cela  nous  pou- 
vons nous  représenter  — V  comme  l'ordonnée  verticale 
d'une  surface  dont  les  abscisses  horizontales  seraient  x 
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et  y  -,  et  cette  surface  doit  avoir  une  figure  telle  que 
l'ordonnée  verticale  la  coupant  en  général  au  moins  dans 
deux  points  ,  elle  la  rencontre  en  un  seul  point,  lorsque 
les  abscisses  x  et  y  appartienent  à  la  solution  particulière, 
lien  résulte  que  la  surface  dont  il  sagitdoit  être  touchée 
par  le  cylindre  vertical  qui  aurait  pour  base  l'enveloppe, 
ou  la  courbe  représentée  par  la  solution  particulière  ;  et 
il  est  aisé  d'en  conclure  que ,  pour  les  valeurs  x  et  y 
qui  appartiennent  à  cette  solution ,  on  doit  avoir  à  la 
fois 

_  l  £V  _  1 

dx~  Ô'  dy  ~~V 

et  par  conséquent 

dx      Ô'  dy  Ô 

L  expression  de  ces  conditions  donnera  donc  la  solution 
particulière  s'il  en  existe  une. 

413.  On  peut  remarquerd'ailleurs,  qu'en  différenciant 
l'équation  proposée 

/(^ry)=o, 

on  a 

dx     dy  dx     dy9  dx 

Mais  le  coefficient  du  dernier  terme  étant  nu),  d'après 
le  n°  précédent,  pour  les  valeurs  de  x,y  qui  appartien- 
nent à  la  solution  particulière ,  ce  terme  disparaît,  d'où 
il  suit  que  la  valeur  du  coefficient  du  second  ordre 
dy'  d'y 

demeure  indéterminée;  et  il  en  sera  de  même 
des  coefficients  de  tous  les  ordres  supérieurs.  Cette  cir- 
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constance  résulte  de  ce  que  chacun  des  points  de  l'enve- 
loppe appartient  à  trois  courbes  différentes  qui  ont  entre 
elles  un  contact  du  premier  ordre ,  et  pour  lesquelles  le 

dr 

coefficient  du  premier  ordre  ^  a  une  valeur  commune  ; 

savoir  les  deux  courbes  données  par  les  intégrales  par- 
ticulières qui  répondent  aux  valeurs  a+da  de  la  con- 
stante arbitraire,  et  l'enveloppe  elle-même  qui  est  éga- 
lement comprise  dans  l'équation  différentielle.  Mais  les 
valeurs  des  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs 
sont  généralement  différentes  pour  ces  diverses  courbes; 
et  comme  les  équations  dont  ces  coefficients  dépendent 
ne  pourraient  donner  qu'une  seule  valeur,  l'analyse  ré- 
sout cette  difficulté  en  laissant  cette  valeur  indéterminée. 
Ayant  ainsi  déduit  de  l'équation  différentielle  proposée 

i  dy>    <?y       ,  ,      ,  , 

1  expression  de  ^^=^;,  et  égalant  séparément  a  zéro 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  expression,  on 
aura  deux  équations  contenant^  qui  doivent  subsister  en 
même  temps  que  la  proposée  pour  les  valeurs  de  x,y  qui 
appartiennent  à  la  solution  particulière.  Si  Ton  élimine 
y  entre  chacune  de  ces  équations  et  la  proposée,  et  si  les 
résultats  de  cette  élimination  ont  un  facteur  commun  , 
ce  facteur  sera  la  solution  particulière  cherchée.  Si  ces 
résultats  ne  peuvent  subsister  ensemble ,  on  ^n  conclura 
qu'il  n'existe  pas  de  solution  particulière. 

Si  Ton  applique  ce  qui  précède  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

dy 

considérée  n°  380,  et  qui  a  pour  intégrale  générale 
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a  étant  la  constante  arbitraire,  oh  trouvera  pour  la  so- 
lution particulière  le  système  des  valeurs  x=0,  y=h  qui 
appartiennent  au  point  d'intersection  commun  de  toutes 
les  droites  représentées  par  l'intégrale  générale. 

fcl5.  Mais  si  Ton  traite  de  la  môme  manière  1  équa- 
tion 

dy 

-i.  a — 2a:=0 , 

dx  ' 

considérée  n*  381,  qui  a  pour  intégrale  générale 

y—ax — x*+b=0 , 

■ 

b  étant  la  constante  arbitraire,  on  ne  trouvera  aucun  ré- 
sultat. En  effet  il  ne  peut  y  avoir  ici  de  solution  particu- 
lière, puisque  les  courbes  représentées  par  ces  équations 
n'ont  pas  d'enveloppe.  Il  en  est  de  même  à  l'égard  de  le 
quation  du  n°  382. 

MG.  Considérons  l'équation 

y=.ax-\-b  y 

qui  appartient  à  une  ligne  droite  dont  la  position  est  dé- 
terminée par  les  valeurs  des  constantes  a  et  b.  La  dis- 
tance de  cette  ligne  à  l'origine  des  coordonnées  a  pour 

valeur  •  par  conséquent,  si  Ton  élimine  b  entre 

l'équation  précédente  et  l'équation 

b 

(dans laquelle  r  désigne  une  constante),  l'équation  résul- 
tante 
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y=ax+rv  a 

appartiendra  à  toutes  les  lignes  droites  qui  touchent  le 
cercle  dont  le  rayon  est  r,  et  dont  le  centre  est  à  l'origine 
des  coordonnées. 

Si  Ton  différencie  cette  équation,  et  si  l'on  élimine  la 
constante  a  au  moyen  de  l'équation  différentielle,  il 

viendra  en  écrivant^  au  lieu  de  ^ , 


...  'i 


On  conclura  de  tout  ce  qui  a  été  exposé  précédemment 
que  cette  équation  différentielle  a  pour  intégrale  l'équa- 
tion primitive 

dans  laquelle  a  est  la  constante  arbitraire,  et  qui  repré- 
sente, aussi  bien  que  l'équation  différentielle,  le  sys- 
tème de  toutes  les  lignes  droites  tracées  à  la  dislance  r 
de  l'origine  des  coordonnées  ,  et  de  plus  qu'elle  a  pour 
solution  particulière  l'équation 

x*+y*=r\ 

qui  appartient  au  cercle  touché  par  toutes  ces  lignes 
droites,  et  qui  est  le  lieu  de  leurs  intersections. 
En  effet ,  si  l'équation  différentielle 

y=xy'+J/yn+î 

était  proposée,  on  remarquerait  en  premier  lieu  qu'elle 
tombe  dans  le  cas  du  n"  407.  On  trouve  immédiatement, 

d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  n umér o , y=ax+r [/a%+ 1 
pour  l'intégrale  générale.  De  plus  le  facteur  de- 
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vient  ici  x+ —     ■-.  En  léeraîant  à  zéro  on  en  déduit  la 

valeur   *         et  cette  valeur  étant  substi- 

tuée  dans  l'équation  différentielle  proposée ,  donne 
y=z  [/r%—x*  qui  est  la  solution  particulière. 

Si ,  conformément  au  n*  409,  on  veut  déduire  la  solu- 
tion particulière  de  l'intégrale  générale 

il  faudra  éliminer  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
prise  par  rapport  à  a,  qui  est 

ra 

0=jm  . 

Va'+i 

Le  résultat  de  cette  élimination  est  évidemmentle  même 
qui  vient  d'être  obtenu. 

Si,  d  après  le  n°  411,  on  veut  déduire  la  solution  par- 
ticulière de  l'équation  différentielle,  on  devra  éliminer 
Y  entre  les  deux  équations 


y—*y—rVy*+i  =0        et  x+ 


ce  qui  donne  encore  le  même  résultat. 

D'après  le  principe  énoncé  n°  413,  il  faudrait  différen- 
cier l'équation  proposée 

pour  en  déduire  la  valeur  de  y,  ce  qui  donne 


rr  y 


*y  +  77==  =° 
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Cette  équation,  dans  le  cas  particulier  que  nous  consi- 
dérons ,  ne  donne  pas  une  expression  générale  dey  en 
xyy  et  j'y  parce  que  la  valeur  de  y"  est  toujours  nulle 
pour  les  intégrales  particulières ,  qui  représentent  ici 
des  lignes  droites.  Mais  elle  se  décompose  dans  les  deux 
facteurs 

ry' 

y =0        et      x+  =0, 

Vy+i 

dont  l'un  appartient  à  l'intégrale  générale  et  l'autre  à  la 
solution  particulière. 

Enfin  si,  conformément  au  n*412,  on  résout  l'équa- 
tion différentielle  proposée  par  rapport  h  y  pour  la  met- 
tre sous  la  forme  y+V^O,  onlrouvera 


» 

On  voit  que  cette  équation  donne  en  général  poury 
deux  valeurs  différentes ,  appartenant  aux  deux  tangen- 
tes au  cercle  qui  se  croisent  dans  le  point  déterminé  par 
les  valeurs  attribuées  à  x  etjr.  Mais  ces  valeurs  dey 
deviendront  égales  si  le  radical  de  l'équation  précé- 
dente est  nul ,  c'est-à-dire  si  x  etjr  satisfont  à  l'équa- 
tion 


qui  donne  par  conséquent  la  solution  particulière.  La 
condition  qui  rend  égales  les  deux  valeurs  de  /  est  ici 
évidente  :  on  peut  vérifier  que  cette  même  condition 

dy*  1 

résulterait  également  de  la  supposition  de  ^  =  5 ou 

dy_\   

2e  ANNftK.  5 


417.  L'équation  différentielle  que  l'on  vient  de  consi- 
dérer est  un  cas  particulier  de  Téquati on 

du  n°  407,  dans  laquelle  N  est  une  fonction  quelconque 
dej-'.  Il  est  clair  par  ce  qui  précède  que  l'intégrale  gé- 
nérale de  cette  équation  appartient  à  un  système  de  li- 
gnes droites  dont  les  équations  se  déduisent  de  la  propo- 
sée, en  y  remplaçant  y  par  une  constante  arbitraire. 
De  plus  toutes  ces  lignes  droites  touchent  la  courbe  , 
dont  on  obtient  l'équation  en  éliminant  y  entre  les  deux 
équations  suivamtes 

dN 

j—jy+N;        et      x+— =0. 

418.  Quant  à  l'équation  générale 

considérée  n°  406,  dans  laquelle  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions de  y  seule,  l'intégrale  générale  a  été  donnée  dans 
ce  numéro.  La  solution  particulière ,  c'est-à-dire  l'équa- 
tion de  la  courbe  touchée  par  toutes  les  courbes  corres- 
pondantes aux  intégrales  particulières ,  s'obtiendra  en 
éliminant  y  entre  les  équations 

-S— 

y=Mx+N        et       e  =0 , 

■ 

f5 — ?==  Ô' 

419.  Il  est  quelquefois  utile  de  savoir  tracer  un  sys- 
tème de  courbes  d'une  espèce  donnée  d'après  la  condi- 
tion qu'elles  soient  toutes  tangentes  à  une  autre  courbe 


i 
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également  donnée.  Ce  problème  revient  à  déterminer 
une  équation  primitive,  dont  on  donne  la  forme  géné- 
rale, de  manière  que  son  équation  dérivée  ait  pour  so- 
lution particulière  une  équation  déterminée.  Soit  géné- 
ralement 

F[x,y,  a,  etc.)=0, 

une  équation  dans  laquelle  a,b,  etc.,  sont  des  constan- 
tes. On  demande  que  le  système  des  courbes  qui  pour- 
raient être  données  par  cette  équation  en  faisant  varier 
les  constantes ,  touche  ou  ait  pour  enveloppe  la  courbe 
représentée  par  l'équation 

«D(jr,4r)=o. 

Difïérentiant  les  deux  équations  proposées  on  trouve 

dF     dF  dy  d<t>     d<t>  dy  A 

 1  =o   1  =0  ; 

dx     dy  dx  dx    dy  dx 

dy 

et  en  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  1  équation 
résultante,  qui  est 

dFd*  ^^_0 

dx  dy      dy  dx  ~~ 

exprime  la  condition  que  les  courbes  représentées  par 
les  équations  proposées  aient  un  contact  du  premier 
ordre.  Si  Ton  élimine  donc  x  tiy  entre  les  trois  équa- 
tions 

^.  i       .    g.       A/     .    .      dF  d*     dF  d*  A 

le  résultat,  qui  sera  une  équation  entre  les  constantes 
a,b,  etc.,  exprimera  la  relation  qui  doit  subsister  entre 
a,  et  les  autres  constantes  pour  que  la  condition  dont  il 
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s'agit  soit  satisfaite.  Si  l'on  résout  donc  cette  dernière 
équation  par  rapport  à  Tune  des  autres  constantes,  telle 
que  b,  et  que  Ton  mette  sa  valeur  dans  l'équation  pro- 
posée 

F  {x,y,  a,  b,  etc.)=0 t 

le  résultat  de  cette  élimination  aura  la  propriété  de- 
mandée. 

420.  Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation 

y>+ax+b=0, 

appartenant  à  une  parabole  dont  le  grand  axe  coïncide 
avec  l'axe  des  x  ;  et  l'équation 

appartenant  à  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
.  coordonnées  et  dont  r  représente  le  rayon.  Ou  demande 
de  déterminer  les  paraboles  représentées  par  la  première 
équation,  de  manière  qu'elles  soient  toutes  tangentes  à 
ce  cercle.  Diflérentiant  les  équations  précédentes ,  on  a 

tyy+a=0 ,        d'où  2.r— tf=0. 
Eliminant  x  etjr  entre  les  trois  équations 

on  trouve  la  relation 

^+  £  +4=0 ,        d'où  -r\ 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation 
y+ax+b=z0,  la  change  en 

a* 

y+ax—  r>=0, 
qui  aura  la  propriété  demandée. 
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Ed  effet,  si  Ton  applique  à  cette  équation  la  règle  du 
n°  404,  pour  obtenir  la  solution  particulière  de  l'équa- 
tion dérivée  dont  elle  serait  l'intégrale,  on  devra  élimi- 
ner la  constante  arbitraire  a  entre  les  deux  équations 


a% 


y+ax—j  ^=0,        et  2x— <z=0  ; 

ce  qui  donnera  pour  cette  solution  particulière 

La  dérivée  de  l'équation 

a* 

se  trouve  d'ailleurs  en  diiïérentiant  par  rapport  à  x ,  ce 
qui  donne 

puis  en  éliminant  la  constante  a  entre  cette  équation  et 
la  différentielle.  On  obtient  ainsi  l'équation  dérivée 

y— 2xyy—ry9—r>=zo , 

à  laquelle  on  peut  appliquer  les  règles  des  n  •  411  et 
suivants.  Si,  par  exemple ,  on  la  résout  par  rapport  à  y\ 
il  vient 

y=  L  

L'équation  qui  exprimera  l'égalité  des  deux  valeurs  de/, 
c'est-à-dire  la  solution  particulière,  est  donc 

42 1 .  Considérons  encore  l'équation 

i 

*=*tan6W_JL^. 


é 
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qui  appartient  à  la  trajectoire  d'un  projectile  lancé  dans 
le  vide.  En  faisant  varier  l'angle  de  projection  0  ,  on 
obtient  diverses  courbes  ayant  une  enveloppe  dontV équa- 
tion se  trouvera,  conformément  au  n°  4-09,  en  différen- 
tiant  par  rapport  à  0,  ce  qui  donne 

gx 

0=1— tang.O  f 

puis  en  éliminant  0  entre  cette  dernière  équation  et  h 
précédente.  On  trouvera  ainsi  pour  l'équation  cherchée 

4 

La  courbe  tangente  à  toutes  les  trajectoires  est  donc  une 
parabole  dont  l'axe  est  vertical ,  et  dont  le  sommet  est  a 
V 

la  hauteur— au-dessus  de  l'origine. 

XXXIII.  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  DEUX  VARIABLES 
DU  SECOND  ORDRE  ET  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 

422.  Une  équation  différentielle  du  second  ordre  a  gé- 
néralement la  forme 


x  est  la  variable  indépendante ,  y  une  autre  variable 
dont  la  valeur  dépend  de  celle  de  x  au  moyen  de  la  re- 
lation établie  par  cette  équation . 

On  peut  faire  sur  l'équation  dont  il  s'agit,  des  remar- 
ques analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  dans  le  nrt  376. 
Considérons  x  comme  l'abscisse  et  y  comme  l'ordonnée 
d'une  courbe.  Si  l'on  voulait  construire  la  courbe  à  la- 
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quelle  appartient  l'équation  précédente,  on  la  suppose- 

%  d?y 

rait  résolue  par  rapport  à^p>  dont  la  valeur  se  trou- 

ccy 

vera  donnée  en  fonction  de  xy  et  On  fixerait  en- 
suite arbitrairement  les  valeurs  de  x  etyt  c'est-à-dire, 
un  point  quelconque  par  lequel  on  voudra  faire  passer 
la  courbe.  On  fixerait  de  plus  arbitrairement  la  valeur  de 
dy 

,  c'est-à-dire  l'inclinaison  que  la  courbe  devra  avoir  en 

ce  point.  L'équation  proposée  donnera  alors  une  va- 

d*y 

leur  déterminée  pour  g— t,  au  moyen  de  laquelle  le 

tracé  de  la  courbe  dont  il  s'agit  pourra  être  effectué. 
En  effet ,  faisant  varier  x  d'une  quantité  très-petite  ^xt 
on  obtiendra  approximativement  les  valeurs  des  coor- 
données d'après  le  tableau  suivant  : 

Abtcitte*.  Ordonnée*  corraponoWes. 

x  y 

dy 

x+bjc  y+  -p-  bx 

dx 

X+AX+AX  r+gAX+(g+j£Ax)AX. 

On  pourra  donc  construire  la  courbe  avec  une  exactitude 
d'autant  plus  grande  que  les  variations  àx  seront  prises 
plus  petites.  Ainsi ,  l'équation  proposée  exprime  une 
propriété  commune  à  une  infinité  de  courbes  que 
nous  concevons  tracées  sur  un  plan.  Elle  détermine  la 
figure  de  ces  courbes  lorsqu'on  s'est  donné  un  point  par 
lequel  elles  doivent  passer  ,  et  la  direction  de  la  tan- 
gente en  ce  point.  Cette  équation  doit  être  regardée 


Digitized  by  Google 


-  7*  — 

comme  ayant  une  signification  pluë  étendue  que  1  équa- 
tion du  premier  ordre,  puisqu'il  ne  suffit  plus  ici  pour 
déterminer  la  courbe  de  se  donner  un  de  ses  points  ; 
il  faut  encore  se  donner  la  direction  de  la  tangente  eu 
ce  point. 

On  voit  d  ailleurs ,  que  le  choix  entre  Tune  quelcon- 
que des  courbes  qui  peuvent  être  représentées  par  l'é- 
quation proposée  dépend  ici  de  deux  quantités  arbitrai- 

res  dont  Tune  déterminerait  y,  et  l'autre  ^j,  quand  ou 
se  serait  donné  x. 

k23.  L'intégrale  générale  de  l'équation  du  second  or- 
dre proposée  devant  offrir  la  même  généralité  que  cette 
équation ,  devra  évidemment  contenir  deux  constantes 
arbitraires.  De  plus  cette  intégrale  devra  satisfaire  à  l'é- 
quation différentielle  proposée.  Ces  conditions  suffisent 
pour  que  l'intégrale  et  sa  différentielle  représentent 
toutes  deux  le  même  système  de  courbes. 

4-24.  Considérons  en  général  une  équation  primitive 

dans  laquelle  a  et  b  sont  deux  constantes  et  où  nous 
regardons  y  comme  une  fonction  de  x.  On  pourra  par- 
venirà  son  équation  dérivée  du  second  ordre  de  plusieurs 
manières  différentes  :  1°  en  différentiant  deux  fois  de 
suite  par  rapport  à  x,  puis  éliminant  entre  cette  équa- 
tion et  ses  deux  différentielles  les  constantes  a  et  b  ; 
2°  en  différentiant  une  fois,  puis  éliminant  successi- 
vement a  et  b  entre  l'équation  primitive  et  son  équation 
différentielle  du  premier  ordre. On  obtiendrait  ainsi  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre  différentes 
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Tune  de  l'autre ,  dont  chacune  ne  contiendrait  qu'une 
constante  arbitraire.  Si  Ton  diflérentie  ensuite  chacune 
de  ces  équations ,  et  si  Ton  élimine  la  constante  qu'elle 
contient  au  moyen  de  la  différentielle  que  l'on  aura  ob- 
tenue ,  elles  conduiront  toutes  deux  à  la  même  équation 
du  second  ordre ,  qui  ne  différera  point  de  celles  que 
l'on  aura  trouvée  par  le  premier  procédé. 

En  effet,  l'équation  primitive  F(x,  y>  a,bt  )=0  doit 
être  considérée  comme  représentant  un  double  système 
de  courbes  ;  savoir  les  courbes  que  l'on  trouverait  en  fai- 
sant varier  a,b  demeurant  constante ,  et  les  courbes  que 
l'on  trouverait  en  faisant  varier  b,  a  demeurant  con- 
stante. Chacune  des  équations  dérivées  du  premier  or- 
dre dans  laquelle  une  des  constantes  a  disparu  ,  répond 
séparément  à  l'un  de  ces  systèmes.  Quant  à  l'équation 
unique  du  second  ordre,  où  aucune  des  deux  constantes 
ne  se  trouve,  elle  appartient  également  aux  deux  sys- 
tèmes de  courbes,  et  exprime  une  propriété  qui  leur  est 
commune. 

&25.  Soit  par  exemple  l'équation  primitive 

y'+ay+bx=0   (1) 

qui  appartient  à  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à 
l'axe  des  x ,  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 
En  faisant  varier  a,  b  demeurant  constante ,  on  chan- 
gera à  la  fois  la  position  du  grand  axe  et  le  paramètre , 
et  en  faisant  varier  bt  a  demeurant  la  constante,  on 
changera  seulement  le  paramètre.  L'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  est  ^en  écrivant  pour  abréger/ 

/,  i  i  d*y\ 
et  y'  au  lieu  de  ^  et  ^  J 
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fyy'+ay+b=0-}   (2) 

et  en  éliminant  successivement  a  et  b  entre  cette  équa- 
tion et  l'équation  primitive  ,  on  obtient  les  deux  équa- 
tions du  premier  ordre 

yy+b{y-xy')=*   (3) 

Qrr/+û(^— x/)=0   (4) 

qui  appartiennent  respectivement  aux  deux  systèmes  de 
paraboles  dont  on  vient  de  parler. 

En difTérentiant  l'équation  (3)  on  a 

et  en  éliminant  b  entre  cette  équation  et  l'équation  (3), 
„   il  vient  pour  l'équation  du  second  ordre 

yy+w—zxy'1^   w 

En  diiïérentiant  l'équation  {k),  on  a 

et  en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (4) , 
on  retrouve  l'équation  du  second  ordre  (5). 

L'équation  primitive  et  ses  deux  différentielles  sont 

%yy+ay+b=o , 

Et  en  éliminant  à  la  fois  a  et  b  entre  ces  trois  équations, 
on  retrouve  également  l'équation  du  second  ordre  (51. 
Cette  équation,  dans  laquelle  les  deux  constantes  a  et  b 
ont  disparu ,  exprime  une  relation  qui  subsiste  pour 
l'une  quelconque  des  courbes  paraboliques  que  peut  re- 
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présenter  l'équation  (1),  quand  on  y  donne  à  ces  constan- 
tes toutes  les  valeurs  possibles. 

Les  équations  (3)  et  (k) ,  contenant  chacune  une  con- 
stante arbitraire,  sont  les  deux  intégrales  du  premier 
ordre,  ou  intégrales  premières  de  l'équation  (5).  L'é- 
quation (1)  contenant  deux  constantes  arbitraires  est 
l'intégrale  seconde  de  cette  même  équation.  Si  Ton  éli- 
mine y*  entre  les  deux  équations  (3)  et  (k>),  on  retrouve 
l'équation  (1). 

426.  En  général,  si  Ton  obtient  par  un  moyen  quel- 
conque ,  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 
satisfaisant  à  une  équation  différentielle  du  second  or- 
dre proposée ,  et  contenant  chacune  une  constante  qui 
n'entre  pas  dans  eette  dernière  équation  ;  on  obtiendra, 

*  *        •  ^y 

par  l'élimination  de  y  ou^  entre  les  deux  équations 

dont  il  s'agit ,  une  équation  primitive  contenant  deux 
constantes  arbitraires ,  qui  satisfera  nécessairement  à 
l'équation  proposée  ,  et  en  sera  l'intégrale  générale. 

427.  Les  notions  qui  viennent  d'être  exposées  s'appli- 
quent évidemment  aux  équations  différentielles  d'un  or- 
dre quelconque.  Une  équation  différentielle  de  Tordre  n 
a  toujours  n  intégrales  de  l'ordre  immédiatement  infé- 
rieur, qui  contiennent  chacune  une  constante  arbitraire 
différente.  Toutes  ces  constantes  doivent  se  retrouver 
dans  l'intégrale  générale ,  si  l'on  veut  que  cette  équation 
ait  la  même  généralité  que  l'équation  différentielle  pro- 
posée. En  effet ,  une  équation  primitive  et  ses  différen- 
tielles successives  jusqu'à  l'ordre  n  donnent  rc+1,  équa- 
tions au  moyen  desquelles  n  constantes  arbitraires 
peuvent  êtres  éliminées.  Si  l'on  connaissait  les  n  inté- 
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grales  premières  de  1  équation  proposée,  on  pourrait  en 
déduire  l'intégrale  n*t  ou  l'équation  primitive,  en  élimi- 
nant entre  ces  n*  intégrales  les  n — 1  coefficients  difleren- 

tiels,y,/\/"  .j*-). 

Ces  notions  paraîtront  encore  plus  évidentes  en  con- 
sidérant la  formule  de  Taylor, 

  x%    a.  *  d%y*  m  *  di?« a.^ 

qui  donne  le  développement  de  la  fonction  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières  de  la  variable  x, 
au  moyen  des  valeurs  de  cette  fonction  et  de  ses  coeffi- 
cients différentiels  qui  correspondent  à  0.  Soit  une 
équation  différentielle  de  Tordre  n, 

/        dy    i?y    d>y  d*y\ 

J\x>y'dïy  5?'  5P' cLl-J-"' 

dont  nous  supposons  ici  que  dépend  la  fonction^.  On  dé- 
duira de  cette  équation  différentielle  l'expression  de 

dy  dy  d'y  à>y  d«-*y 

^  en  fonction  de  x,y,  -  , —  ,  — et  par 

sui  te  les  expressions  des  coefficien ts  différentiels  des  ordres 

d*y9  d*+xy4  dm+*y„ 
plus  élevés»  Ainsi  les  valeurs  de  -^-^ ,  dx%^%  '  dx*+%  ,etc*' 

seront    connues     en    fonction     des    valeurs  de 

dy '  t\  d*y^  d^y  ^"""'^o 

r., ,  -r-        1-t-t  >••••  *"î  Si  Ton  substitue  donc  ces 

J*   dx  dx  1  dx1  dv*~l 

valeurs  dans  l'expression  générale  de  y,  on  obtiendra 
une  relation  entre  x  etjr  qui  sera  le  développement  en 
série  infinie  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  ;  et  dans  laquelle  ces  dernières  quan- 
tités, qui  sont  en  nombre  n,  demeureront  entièrement 
arbitraires. 
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428.  Remarquons  de  plus  que  la  formule  de  Taylor 
donne ,  en  y  faisant  h=  — x , 

dy     x*  d*y       x*  cPy       x4  dAy 
*r°""-r      dx  +  2  dx*     2.3  dx*  +  2.3.4  <*x4  l°" 

dy  d%y  d^y 

et  que  si  on  l'applique  aux  fonctions  etc» 
on  aura  également 

dy      dy        d*y     x'd^y     x3  d*y       x4  d'y 

— etc.. 


dx     dx        dx1     2  dx*     2.3  djc*     2.3.4  dx1 

<r0=<r    ^       x'jy  x4 

rfx*     dx*    *  dx'     2dx*     2.3  5?    2.3.4  ^ 

dx3  dx4  +  2  rfx5     2.3  5? +  2.3.4  dx7  ' 

etc. 

Or,  l'équation  différentielle  proposée  étant  de  Tordre  nt 
d*y 

donnera  -y—  et  tous  les  coefficients  différentiels  des  ordres 

i     m                          i           dy  d*y  dm—y 
plus  élevés  en  fonction  de  x,j,  fa.>jp>  dx*-1' 

substituant  leurs  valeurs  dans  les  n  premières  de  ces 
équations,  on  aura  donc,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus,  n  équations  différentielles  de  l'ordre  n — 1 
contenant  chacune  une  constante  arbitraire  différente 

^dx'^d? *5x^- 
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Intégration  des  équations  différentielles  le  plus  simples  du 
second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

Cette  intégration  ne  peut  être  effectuée  que  dans 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers.  Soit  en  premier  lieu 
1  équation 

dx  A' 

X  désignant  une  fonction  de  x  seule.  Multipliant  les  deux 
membres  par  le  facteur  constant  dx ,  et  intégrant ,  il 
viendra 

d.^-=Xdx,  ^-=A+fXdx. 

Multipliant  une  seconde  fois  par  dx,  et  intégrant  de  nou- 
veau on  aura 

dy=Adx+dx fXdx ,       et      y=  B-f A  x+fdx  fXdx  y 

pour  l'intégrale  demandée,  dans  laquelle  A  et  B  sont  les 
deux  constantes  arbitraires. 

En  intégrant  par  partie  fdxfXdx,  l'expression  pré- 
cédente dej"  pourra  s'écrire 

y= B + Ax+x fXdx — /  JLxdx. 
Si  l'équation  proposée  était 

- 

on  trouverait  de  la  même  manière 

r=C+Bx-f  ^  +JdxfdxjXdx, 
ou,  si  l'on  veut 

j=C+Rr+^  +  jfldx-xfXxdx+  1  fZx'dx , 
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A,B,C  étant  les  trois  constantes  arbitraires ,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  facile  de  reconnaître  la  loi  de  ces  expres- 
sions. 

&30.  Soit  maintenant  l'équation 

dy  -p 

dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  du  coefficient  dif- 
férentiel seulement,  que  nous  désignerons  pour  abré- 
ger par  jr\  Cette  équation  peut  s'écrire 


dx~V' 


et  l'on  en  tiré  d'abord 


dx=  -g. ,  et 


On  a  de  plus 

et  r=*+f^. 
.  Eliminant  y  entre  ces  deux  équations ,  après  avoir  ef- 

i 

fectué  les  intégrations  indiquées,  on  aura  une  équation 
entre  x  et  y,  qui  sera  l'intégrale  cherchée ,  et  dans  la- 
quelle À  et  B  seront  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que  si  la  fonction  P  de  l'équation 
précédente  contenait  x  avec  /,  la  recherche  se  réduirait 
à  intégrer  l'équation  Pdx — dy~Q  entre  les  deux  va- 
riables x  et/;  et  que  si  la  fonction  P  contenait^  avec^, 
il  s'agirait  seulement  d'intégrer  l'équation  Pdy—ydy=Q 
entre  les  deux  variables  y  et  y . 
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Mi.  Si  l'on  avait  l'équation  du  troisième  ordre 

Q  désignant  une  fonction  du  coefficient  différentiel  du 
second  ordre  -A  ou  y  seulement,  on  écrirait  de  même 

d'où 

— ,         et        x=A+J  —  . 

On  aurait  ensuite 

dy>=y'dr=  Z-J- ,       et       y ~B+  J  ; 
puis 

L'élimination  de  y"  entre  cette  équation  et  1  équation 

/dr" 
■q-  donnera   l'intégrale  demandée,  A,B,C 

étant  les  trois  constantes  arbitraires. 

On  continuerait  de  la  même  manière  pour  les  équa- 
tions analogues  des  ordres  plus  élevés. 

fc32.  Soit  encore  l'équation  du  second  ordre 

dans  laquelle  Y  désigne  une  fonction  de  y  seule.  Multi- 
pliant par  dy  et  intégrant,  il  viendra 
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d'où  Ion  tire 

dy  p  dy 


et       X=rB+  Ç 


pour  l'intégrale  demandée,  dans  laquelle  A  et  B  sont  les 
deux  constantes  arbitraires. 

433.  Si  l'équation  proposée  était 

dx>  V' 
dy 

P  désignant  une  fonction  de  ^  ou  seulement ,  on  re- 
marquerait que  cette  équation  peut  s'écrire 

dx*  ' 

et  que  Ton  en  tirera  comme  ci-dessus 

dy*  r  dy' 

dx=  — .    et  x=h  +  /  - 

r'  J  I 


Vk+*fVdy'  J  Vk+ZfVdy 

Mais  Ton  a  de  plus 

dy=*ydx=      ydy   ,  d'où/=C  +  T     ^  y  :. 

V k+2fPdy  J  Vk+zfvdy 

En  éliminant  y  entre  ces  deux  équations ,  on  trouvera 
l'intégrale  demandée  ,  contenant  les  trois  constantes  ar- 
bitraires A  ,B,C. 

434.  Oe  procédé  s'étend  facilement  aux  équations  des 
ordres  plus  élevés,  dans  lesquelles  le  coefficient  différen- 
tiel est  donné  en  fonction  seulement  du  coefficient  diffé- 
rentiel de  l'ordre  inférieur  de  deux  unités.  Soit  l'équation 

dxK  V' 

2*  ANNÉE.  6 


Q  étant  fonction  de  ^  ou  /'seulement.  Cette  équa- 
tion revient  à 

dx%  V' 
d'où  Ton  tire  comme  ci-dessus 

x=b  +  /•  dy' 

* 

L'on  a  ensuite 
Puis 

L'élimination  de  y"  entre  ces  deux  équations  donnera 
l'intégrale  cherchée.  On  remarquera  que  quand  même 
cette  élimination  ne  pourrait  être  effectuée ,  ces  équa- 
tions donneraient  néanmoins  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  x  et  j,  en  6xant  arbitrairement  une  valeur 
de/'. 

435.  Soit  par  exemple  l'équation  très-simple 

Js  désignant  un  nombre  positif.  L'intégrale  sera,  d'après 
le  n»W2, 

X=B+  f^=  =  R+JL.  I  (yVl  +  krpp) . 

J  I/a+^t'       Vk  v  / 
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d'où  Ton  déduit  facilement  (en  changeant  de  constantes) 


Mais  si  Ton  avait 


dx 
il  viendrait 

x=B-\-  Ç     ^  =B-t — —  arc  sin.y  : 
d'où  l'on  tire 

?=Jjsm.  »/Â(x-B), 

ou,  ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  de  constantes), 

r=Asin.  xVk+Kcos.xV'k. 

Ces  deux  intégrales  peuvent  évidemment  se  déduire  l'une 
de  l'autre ,  en  ayant  égard  aux  relations  des  exponen- 
tielles imaginaires  avec  les  fonctions  tri  économétriques. 

Dss facteurs  propres  à  rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  d'un  ordre  quelconque. 

436.  Lorsqu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  a 
été  mise  sous  la  forme 

d*y      /        dy    d'y  d»-ly\ 
S^^V^'S'  Sr" dx^)-0, 

(  ce  qui  doit  toujours  être  censé  possible,  puisque ,  quelle 
cjue  soit  l'équation  de  l'ordre  n — 1  dont  celle-ci  dérive, 
on  peut ,  en  mettant  seule  dans  un  membre  la  con- 
stante qu'il  s'agit  de  faire  disparaître ,  obtenir  immé- 
diatement par  la  diflerentiation  une  équation  de  l'ordre 
r*  dans  laquelle  le  coefficient  différentiel  de  Tordre  le  plus 
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élevé  n'entre  qu  a  la  première  puissance)  »  il  existe  tou- 
jours une  infinité  de  facteurs  tels,  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  étant  multiplié  par  l'un  quelconque 
d'entre  eux,  deviendra  nécessairement  une  différentielle 

exacte  des  quantités  variables  xy,  ^  'dx*y (Le*- 
Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

yVKr,/)=o, 

où  nous  écrivons  pour  abréger  y  et  y"  au  lieu  de 

dx      dy  \ 

et         et  représentons  par 

1  équation  du  premier  ordre  dont  elle  dérive,  a  étant  la 
constante  que  Ton  a  fait  disparaître.  L'équation  propo- 
sée sera  donc  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  l'é- 
quation F=0  et  celle  qui  en  dérive  immédiatement  par 
la  différentiation ,  qui  est 

dF    dF  ,   dF  „ 

Donc  mettant  celle-ci  sous  la  forme 

dF    dF  , 

^  dx  dy 

dy 

«t  admettant  que  a  y  soit  remplacé  par  sa  valeur  en 
xytf*,  tirée  de  1  équation  F=0,  elle  sera  identique  avec 
l'équation  proposée  ;  d'où  l'on  conclut  que  l'on  a  identi 
qu  émeut 
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et  comme  ie  second  membre  est  une  fonction  dérivée  com- 
plète, ilendoitêtredemémedu  premier.  Ainsi  l'équation 
proposée  devient  immédiatement  intégrable  lorsqu'on 

la  multiplie  par      ,  en  remplaçant  a  dans  ce  facteur 

par  sa  valeur  tirée  de  1  équation  F=0. 

Remarquons  de  plus  qu'en  regardant  a  comme  varia- 
ble dans  l'équation  F=0,  elle  donne  par  la  dilférentia- 
tion 

dF   dF  ,  dF_ 

dF   dF  ,  dF  Jt  dF  ,    „    v  .       ,    dx*  d/^dy* 

da 

en  écrivant  a  au  lieu  de  — .  On  a  donc  par  ce  qui  pré-' 
Cède 

'  dF_ 

ce  qui  montre  qu'en  multipliant  l'équation  proposée  par 
dF 

dy' 

le  facteur        le  pcemier  membre  devient  une  dilïeren- 
da 

tielle  exacte  dont  l'intégrale  est  —  a ,  la  valeur  de  a  étant 

donnée  par  l'équation  F=0. 

D'ailleurs  l'équation  proposée  deviendra  également 

une    différentielle    exacte  si    on  la    multiplie  par 
dF 

— ,     *■  ,  *(a)  désignant  une  fonction  quelconque  de  a  ; 
da 

puisqu'elle  sera    alors    identique  avec    la  quantité 


•— <p(a).  af.  Représentant  par  $(a)la  fonction  dont— — ^(sXa 
est  la  fonction  dérivée ,  l'intégrale  de  l'équation  propo- 
sée sera  donc  *  (a)=const.,  ce  qui  donne  a=  const.  Et 
comme  on  doit  remplacer  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'é- 
quation F=0,  on  voit  que  l'équation  a=  const.,  ne  dif- 
fère point  de  l'équation  F=0  dans  laquelle  a  est  regar- 
dée comme  une  constante  arbitraire. 

4-37.  On  a  vu  ci-dessus,  qu'une  équation  du  second 
ordre  avait  toujours  deux  équations  primitives  ou  deux 
intégrales  du  premier  ordre,  contenant  chacune  une  con- 
stante arbitraire  différente.  Il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  chacune  de  ces  équations  donnerait  des  facteurs 
différents,  également  propres  à  rendre  le  premier  mem- 
bre de  cette  équation  du  second  ordre  une  différentielle 
exacte.  De  plus ,  tous  ces  facteurs  peuvent  être  compri» 
comme  il  suit  dans  une  formule  générale.  Soient 

F  (*,.T„r\  *)=<>  >      et      VAx,y,y ,  b)=0 , 

les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  l'é- 
quation proposée,  a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbi- 
traires. On  aura  donc,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut. 

dF 
dF, 

[/+/(^,yi]|=-^ 

dû 

Soit  maintenant  <J>(a, b)  une  fonction  quelconque  dta,b 


♦  . 
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Multipliant  respectivement  les  deux  équations  précé- 

d<b  dty 

dentés  P^gj»^»  et  «ajoutant,  il  viendra 

fd*  dF    d*  </F,> 


da  4y  db  dy\  (  d*  d<i>  u  \ 
V    da  db 


et  comme  le  second  membre  est  la  fonction  dérivée  com- 
plète de  — *{a,b) ,  il  s'ensuit  que  l'équation  proposée 

<fo  dF  '  d<t>  dF. 


étant  multipliée  par  le  facteur  ^,^4-^,5^  »  devient 

une  fonction  dérivée  complète,  dont  la  fonction  primi- 
tive est  — 4>{a,b)=const. 

Comme  on  peut  prendre  une  autre  fonction  quelcon- 
que v(a,b)y  qui  conduirai  ta  l'intégrale — H'(a,à)const.,  on 
en  conclut  a=const.  et  b=const.  pour  les  deux  intégrales 
de  l'équation  proposée  ,  a  et  b  étant  déterminées  respec- 
tivement ,  par  les  équations  F=0  et  F,=0. 

Les  notions  précédentes  s'étendent  facilement  aux 
équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque. 


Intégration  des  équations  linéaires  à  deux  variables  d'un 

ordre  quelconque. 

&38.  On  nomme  linéaires  les  équations  dans  lesquelles 
la  fonction  y  et  ses  coefficients  différentiels  n'entrent 
qu'à  la  première  puissance.  Elles  sont  généralement  de 
la  forme 

d*  y      d*~~ 1  y    ~  dm—%  y 

£<*t£*-e&+  +u'=v>   « 
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P,Q  U,V  représentant  des  fonctions  quelconques 

de  la  variable  indépendante  x. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  l'équation 

dans  laquelle  les  coefficients  P,Q,  U  seraient  des 

quantités  constantes ,  c'est-à-dire  indépendantes  de  x 
etjr.  11  s'agit  d'intégrer  cette  équation  ,  c'est-à-dire  de 
trouver  une  expression  de  y  en  fonction  de  x  qui  y 
satisfasse  ,  et  qui  contienne  n  constantes  arbitraires  de 
plus  que  n'en  renferme  l'équation  différentielle  proposée. 

Si  nous  supposions  y=ef* ,  nous  aurions  en  général 

=  pne*  ;  et  en  substituant  cette  valeur  dans  1  équa- 
tion proposée,  il  viendrait 

^+Pp--'+Q/>n-M-  +U=0   [V, 

Par  conséquent»  si  l'on  prend  pour  p  une  des  raci- 
nes de  l'équation  (3),  la  valeur  y=efT  satisfera  à  l'é- 
quation (2)  ;  ce  sera  une  valeur  particulière  de  la 
fonction  y.  Et  comme  l'équation  (3)  aura  en  gé- 
néral w  racines  différentes ,  que  nous  désignerons  par 
P»P">PM*  P^>  nous  aurons  de  cette  manière  n  va- 
leurs particulières  de  la  forme  e'*,  qui  toutes  satisferont 
à  l'équation  (2). 

En  multipliant  chacune  de  ces  valeurs  par  un  coef- 
ficient constant ,  elles  ne  cesseront  pas  de  satisfaire  à 
l'équation  (2).  De  plus  cette  équation  sera  également 
satisfaite  par  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  des  valeurs  dont  il  s'agit.  Il  résulte,  de  là  qu'au 


i 
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moyen  des  n  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
racines p\  p",p",  p^H\  on  peut  former  l'expression 

^=A'ep%AV'%A'"/''*+  +A(V"\ 

qui  satisfait  à  1  équation  différentielle  proposée,  et 
qui  ,  contenant  les  n  constantes  arbitraires  A',  A", 
A'",  AW,  en  est  nécessairement  l'intégrale  géné- 
rale. 

439.  Si  l'équation  (3)  avait  des  racines  imaginaires  , 
la  méthode  précédente  s'appliquerait  également ,  les 
exponentielles  imaginaires  pouvant  être  remplacées  par 

des  sinus  et  cosinus  d'arcs  réels.  Soit  en  effet  «+6 1/ — 1 

et  a — 6J/ — 1  deux  racines  imaginaires  de  l'équation 
(3).  Les  valeurs  particulières  correspondantes  seront 

À'e*<«  +         +  AVO-C^) , 

OU 

c**(A'eC-*/-«  -fA"e-^~) , 

ou 

e**(A,-pA/')cos.6x+(A'-A")P/IIÏ.sin.^, 

ou,  en  écrivant  B'  et  B"  à  la  place  de  A'  +  A"  et 
(A'— A")  ]/~\ , 

e**  (B'cos,€x-fB"sin.Cr) , 

B'  et  B"  représentant  de  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. 

kkO.  Si  l'équation  (3)  a  deux  ou  plusieurs  racines 
égales,  la  méthode  dont  il  s'agit  parait  en  défaut.  L'in- 
tégrale prend  alors  une  forme  particulière  que  l'on  peut 
trouver  de  la  manière  suivante.  Supposons  d'abord  que 
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les  premières  racines  p'  et p"  di fièrent  très-peu  Tune  de 
l'autre  ,  en  sorte  que  Ton  puisse  écrire  p" ==p'+«,  w  étant 
une  quantité  très-petite.  La  somme  des  deux  valeurs 
particulières  correspondantes  sera  donc 

AV*  +  A'eCf  +  *)*=eï*(  A'+A"e«") , 

ou  en  développant  l'exponentielle  ew*, 

ep'^A'+A'^A'W+A"  ~  +  etc.  \ 

Si  maintenant  on  suppose  que  w  devienne  infiniment 
petite ,  rien  n'empêche  de  prendre  les  valeurs  de  A'  et 
A"  telles  que  A"»  conserve  une  valeur  finie  et  arbi- 
traire ,  ce  qui  suppose  A"  infiniment  grande  ,  et  que 
A'+A"  conserve  également  une  valeur  finie  et  arbitraire, 
ce  qui  suppose  A'  aussi  infiniment  grande,  et  de  signe  con- 
traire à  A".  Quant  aux  termes  contenant  les  puissances 
supérieures  de  w,  ils  devront  être  négligés.  La  somme 
des  deux  valeurs  particulières  dont  il  s'agit  deviendra 
donc  dans  le  cas  de  deux  racines  égales  à  p, 

<*'«(B'+B".r) , 

B'  et  B"  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  au  cas  où  les 
trois  racines p,p",p"  seraient  égales  entre  elles.  Sup- 
posant //"==n'+w,  nous  aurions  donc  pour  la  somme 
des  trois  valeurs  particulières  correspondantes 

ep'*(A'+A^r)+A'V''+«')*, 

c'est-à-dire 

«?'*(a'+A"j+A'"+A"'<..x+A'"  '^+A'"  ^î'+etc.^. 
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Admettons  maintenant  que  »  devienne  infiniment  pe- 
tite. Nous  pourrons  néanmoins  prendre  A',  A",  A"'  tel- 

A'"**" 

les  que  les  quantités  A'-hA'",  A"+A'"w,  — ~-  conservent 

des  valeurs  finies  et  arbitraires.  Supprimant  d  ailleurs 
le  terme  contenant  «'  et  les  termes  suivants  ,  il  restera 
pour  la  somme  des  trois  valeurs  particulières  dont  il 
s'agit. 

^'*(F+F\r+B''V). 

On  procéderait  de  la  même  manière  dans  le  cas  où  il 
y  aurait  un  plus  grand  nombre  de  racines  égales  ;  et  Ton 
voit  qu'en  général  l'existence  d'un  nombre  r  de  racines 
égales  à  p'  dans  l'équation  (2)  donne  lieu  à  autant  de  va- 
leurs particulières  dont  la  somme  est  exprimée  par 

<*'*(B'+fc".r+B"   +B(Oar-  ) . 

bhi.   Revenons   maintenant  à  l'équation  (1)  dans 

laquelle  les  quantités  P,Q,  U,V  sont  en  général  des 

fonctions  quelconques  de  x.  On  remarquera  d'abord 
que  si  le  terme  V  était  nul ,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  sim- 
plement 

cette  équation  aurait,  comme  l'équation  (2),  la  propriété 
d'être  satisfaite  par  la  somme  de  plusieurs  valeurs  parti- 
culières multipliées  chacune  par  une  constante,  ainsi  qu'il 
est  aisé  de  le  reconnaître.  Il  suffirait  donc  alors  de  con- 
naître un  nombre  n  de  valeurs  particulières  pour  avoir 
immédiatement  l'intégrale  générale  demandée. 

442.  Lorsque  le  dernier  terme  V  subsiste  dans  1  e- 
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quation  (1),  elle  ne  présente  plus  la  même  propriété. 
Néanmoins  l'intégrale  générale  peut  être  obtenue  au 
moyen  de  la  méthode  suivante  lorsqu'on  connaît  n  va- 
leurs particulières  qui  satisfont  à  l'équation  (fc). 

Soient  Y',  Y",  Y'",  Y«  les  n  valeurs  particulières 

dont  il  s'agit.  Nous  en  formerons  l'expression  générale 

,T=A'Y'+A"Y"+A'"Y'"+  +AWYW, 

dans  laquelle  A',  A",  A"',  AW  désignent  maintenant 

des  fonctions  indéterminées  de  x.  En  prenant  les  dif- 
férentielles successives  de  cette  expression  ,  on  aura 
d'abord 

dy        dX'        dX"        dX"  d\W 
dx        dx         dx         dx  dx 

dA'rt    dh!\„    <*A"'„  <*A(-> 
■+       Y'+  —  Y"+  -y-  Y"'+  Ytt, 

et  nous  égalerons  la  seconde  ligne  à  zéro ,  en  regardant 
les  fonctions  A',  A",  A'",  A'n)  comme  assujetties  à  sa- 
tisfaire à  cette  équation.  Il  viendra  alors 

g=A'^;+A"£I+A^  +  

dx  dx*         dx*         dx  dx 

dM  dX'     d\"  dX"    dM"  dX"  dM«)  dYW 

dx  dx      dx  dx  *  dx    dx  * dx  dx 

Egalant  de  même  la  seconde  ligne  à  zéro ,  il  viendra 

d£=k  dx>  +AW  -dxT 

dM  (£V  dM^  d*X^  dM^  £Y^  dM*)  d'YOO 

dx  dx*     dx   dx*      dx    dx*  dx     dx*  ' 

où  nous  égalerons  la  seconde  ligne  à  zéro  ;  et  ainsi  de 
suite.  Nous  parviendrons  de  cette  manière  À 
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d»y       d*Y'       rf"Y"        d*Yf"  <£-Y(") 

-^A'^^-A'^+A"'^-*-  +À0O  —L- 

dx*       dx*        dx*         dx*  dx* 

dM  d*~*Y'  dM'        Y"   dM"  d*-xY'"  dM*)  <*>-'Y(") 

+  -T-  7-T^+-î  7-T-T+-?  ^  -    .   +  + 


d-r  dx*-'      dx    dx*~x     dx    dxn~l  dx     dx*-'  ' 

et  nous  égalerons  la  seconde  ligne  à  Y. 

Cela  étant  posé ,  il  est  visible  que  les  valeurs 
/=Y;,  jr=Y",  j=Y"',  y=Y(")  satisfaisant  séparé- 
ment à  1  équation  (k) ,  l'expression  générale  suivante 

r=A'Y'+A,'Y"4-A',,Y",+  +A(-)Y(-)  satisfera  également 

à  l'équation  (1) ,  pourvu  que  Ton  regarde  les  fonctions 

A',A",A",  A^  comme  assujetties  à  vérifier  les  n 

équations 

dA't   dM'„  dM''w  <*A(")   , , 

■j-  Y'+  -j-  Y"+-—  Y"'  -h  Y(«)=0, 

dx        dx        dx  dx 

dM^dT^dMdT^     dA^dY^  |  dM*)  dY(*) 
dx  dx  +  dx  dx  +  dx    dx  dx    dx   ~  ' 

dM  d%Y'  ^  dM'  d'Y"    dM"  <TY  "  >  >  dM*)  rf'YOO  __ 
dx  dx*       dx  dx1       dx    dx*  dx     dx*    ~  ' 


dk'd—*Y'  ^  dM'  dm—*Y"    dM"  d*-*Y"  ^       |  dM-)  »Y(») 
dx  dx*-*     dx  dx"  1      dx  dx»-1  dx    dxfi-*  ~ 

Or,  ces  équations  étant  linéaires  donneront  toujours 

.    r      .      dM  dM'  dM"      dM")  _ 
pour  les  ionctions        ^j-,  ~^r»        ^     >  des  valeurs 

déterminées  que  nous  représenterons  par$', $",<!>"', . . 

L  expression  de  l'intégrale  générale  cherchée  sera  donc 

/=YVV^-*>Y''(aV^.O+.-.+Y(n)(û(,)+/^-*(,))V. 
et  contiendra  les  n  constantes  arbitraires  a',  a", — a(u). 
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44-3.  Si  Ton  ne  connaissait  qu'un  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières moindre  que  le  nombre  n  qui  exprime  Tordre 
de  l'équation  différentielle  proposée  ,  la  métbode  pré- 
cédente ne  pourrait  pas  être  appliquée  de  la  même  ma- 

dh!  dh!'  dM" 
ni  ère.  Les  fonctions  -7-  ,  -7-  >  -7—  ,  etc. ,  n'étant  plus 

en  assez  grand  nombre  pour  que  l'on  pût  poser  toutes 
les  équations  nécessaires  pour  faire  disparaître  les  se- 
condes   lignes    des    expressions    des  différentielles 

~dôc  cïj?  '  d~p  '  e*c*'  on  sera^  obligé  de  laisser  subsister 

dans  ces  expressions  les  différentielles  supérieures  de 
quelques-unes  des  fonctions  indéterminées  A',A'\  A'",  etc. 
La  recherche  des  valeurs.de  ces  fonctions  exigerait  donc 
l'intégration  d'une  ou  de  plusieurs  équations  différen- 
tielles. Si  le  nombre  des  valeurs  particulières  connues  est 
n — 1,  l'intégration  générale  peut  toujours  être  obtenue, 
parce  que  la  détermination  des  fonctions  A',  A",  A'";  etc. , 
n'exige  alors  que  l'intégration  d'une  équation  différen-  ' 
tielle  linéaire  du  premier  ordre ,  intégration  qui  peut 
toujours  être  eflectuée  conformément  au  n°  387. 

kkk.  Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficien  ts  P,Q,...U 
de  l'équation  (1)  sont  des  nombres  constants,  le  dernier 
terme  V  seul  étant  une  fonction  de  x ,  les  valeurs  parti- 
culières Y',Y",Y'",  YW  sont  connues,  conformément 

à  ce  qu'on  a  vu  n°  W8,  puisqu'elles  sont  exprimées  par 
,  ep'"*,. . . .  en  désignant  par p',p",p", . . . p(a) 
les  racines  de  l'équation  (3).  La  méthode  précédeote 
donne  donc  facilement  l'expression  de  l'intégrale  cher- 
chée. 
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M5.  Soit,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre 

d*y    _  dy     _  _. 

Désignant  par  p'  et p"  les  racines  de  1  équation 

/>'+P/>+Q=0; 
l'expression  générale  de  y  sera 

et  les  fonctions  A'  et  A"  seront  assujetties  à  satisfaire 
aux  équations 

dA!    ,     dA"  „ 

dA'  rfA"  „  „  ,r 

On  en  déduit  par  l'élimination 

dA'      y.e-P''         „  ,  a'+fdx.Ye-P9* 
dx       p  —p  p  —p 

dA!'      Y.e-P"*  .       ,  o"+/Ar.V«-V 

=  — ■  — ,     dou    A  =  =— -  , 

dx       p'-p'  '  p'-p» 

à  et  a"  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale 
demandée  est  donc 

y  —,   ~7i  • 

p—p 

kh6.  Si  les  racines  de  l'équation  p'+P  p-hQ=fl  étaient 

imaginaires  et  désignées  par  a-^gl^IT,  on  prendrait 
d'après  le  n°  439,  pour  l'expression  générale  dej^, 

r=A'efe  cos.Cr  +  A"c**ùntx. 
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Les  fonctions  A',  A"  seraient  assujetties  à  satisfaire  aux 
équations 

 e**cos.6x+  -7—  e**sm.6j:  =  0î 

—  (ae^cos.6x^e**siD.€x)+-7-(aet*sin.6j:+ee«cos.€jr)==r, 
d'où  l'on  déduit  par  1  élimination 

dM         Ve-"*sin.6x  A,     a'—fdx.Ve-**sin.  Sjc 

15=  ê  '   et  A=  ë  ' 

dM'     Ve-**cos.6x         #    AI/_  a"+JdxXr**m.ZJc 
■  =  .      et   A  —  . 

L'expression  de  l'intégrale  générale  est  donc  ici 

r=e**i  J-  j  

447.  Si  les  racines  de  l'équation /J*+Pp+ Q=0  étaient 
égales  entre  elles,  l'expression  dej^  du  n'445,  se  rédui- 

rait  à  |J.  On  en  trouverait  la  véritable  valeur  en  diffé- 

rentiant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  rapport  à 
p\  puis  faisant  p"=p'7  ce  qui  donne 

y==  —  (Jdx.x\e~p'x)  e^*4-  (a"+ Jdx.\e-p'*)xeP**. 

Gomme  les  limites  inférieures  des  intégrales  demeurent 
arbitraires ,  on  peut  rétablir  dans  le  premier  terme  la 
constante  a',  et  écrire 

y  —  (a'—fdx.xYe-P'*)  eP,x+  (a"+Jdx.Ye-p'')  xe>': 

Cette  formule,  dans  le  cas  où  V=0 ,  se  réduit  à 

y=z  {a'+a"x)eP'*, 
comme  cela  doit  être  d'après  le  n°  424. 
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kkS.  L'intégration  des  équations  linéaires  du  second 
ordre,  donne  immédiatement  la  loi  des  températures 
permanentes  d'une  barre  ou  d'un  anneau  dont  la  section 
transversale  est  uniforme  et  fort  petite. 

Concevons  une  barre  cylindrique  ou  prismatique 
d'une  longueur  infinie  dont  une  extrémité  placée  dans 
un  foyer  de  chaleur  est  maintenue  constamment  à  la  tem- 
pérature U.  Cette  barre  est  placée  dans  l'air  à  la  tem- 
pérature 0.  La  chaleur  communiquée  par  le  foyer  se 
propage  dans  la  barre,  l'échauffé  progressivement,  et 
se  dissipe  en  partie  dans  le  milieu  environnant.  Après 
un  temps  suffisant,  il  s'établira  dans  toute  l'étendue  du 
prisme  des  températures  constantes  dont  il  s'agit  de  con- 
naître la  loi  ,  et  qui  sont  évidemment  déterminées  par 
cette  condition  ,  que  chaque  partie  reçoive  du  foyer  par 
une  de  ses  extrémités  ,  une  quantité  de  chaleur  égale  à 
celle  qu'elle  transmet  aux  parties  suivantes  et  qu'elles 
perdent  par  leur  surface  extérieure. 

Les  dimensions  transversales  de  la  barre  étant  suppo- 
sées très- petites,  on  peut  regarder  comme  égales  les 
températures  de  tous  les  points  d'une  même  section. 
Nous  désignerons  par 

a  l'aire  de  la  section  transversale  de  la  barre  ; 
y  le  périmètre  de  cette  section  ; 
x  la  distance  au  foyer  d'une  section  quelconque  de 
la  barré  ; 

e  la  température  qui  a  lieu  dans  cette  section  ; 
K,  h  les  conducibilités  intérieure  et  extérieure  de  la  ' 
substance  de  la  barre. 


Considérons  l'élément  de  la  longueur  de  la  barre  Corn- 
ai ANNfcl.  7 
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pris  entre  les  sections  placées  aux  distances  x  et  x-j-dx. 
La  surface  de  cet  élément  étant  ydx  ,  la  quantité  de  h 
chaleur  perdue  par  sa  surface  extérieure  dans  l'unité  de 
temps,  est  hydxv;  et,  par  conséquent,  la  portion  de 
chaleur  perdue  dans  le  même  temps ,  par  la  partie  de  la 
barre  qui  est  k  la  suite ,  est  exprimée  par  l'intégrale 

/QO 
dxv.  Mais  d'une  autre  part ,  la  température  de 

tous  les  points  d'une  même  section  étant  supposée  la 
même  ,  la  chaleur  traverse  l'élément  dont  il  s'agit,  de  la 
même  manière  que  cela  aurait  lieu  pour  un  solide  infini 
compris  entre  deux  plans  parallèles.  L'épaisseur  du  so- 
lide est  ici  dx,  et  les  températures  extrêmes  sont  v  et 
v-\-dv.  La  quantité  de  chaleur  qui  le  traverse  dans  Tu- 

dv 

nité  de  temps  est  donc  —  ^ft-y-.  Ainsi  nous  avons  pour 
exprimer  la  condition  énoncée,  l'équation 


00 

dx.v, 

X 


qui  donne  en  différentiant 


On  parvient  également  à  cette  équation  en  remar- 

du 

quant  que  — Kn  —  représentant  la  quantité  de  cha- 
leur qui  traverse  dans  l'unité  de  temps  la  section  de 
la  barre  placée  à  la  distance  x  du  foyer  ,  on  aura 

(d  v  dv  \ 

'dx        7/x  /  Pour  rePr^senter  k  quantité  de  cha- 
leur qui  traverse  dans  le  même  temps  la  section  placée 
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i 

à  la  distance  x+dx.  Or,  la  différence  de  ces  deux  quan- 

tités,  qui  est  Ka     %dx ,  doit  nécessairement  être  égale 

à  la  quantité  de  chaleur  hydx.  v  qui  se  dissipe  par  la  par- 
tie de  la  surface  correspondante  à  l'intervalle  dx.  On  a 
donc  comme  ci-dessus 

v    d'y  ,  d\  hy 

Ka  — i  dx  —foidx.v*    OU  -r— ;  =  —  V. 
dx  dx  YsSi 

kk9.  L'intégrale  complète  de  cette  équation 
tielle  est ,  conformément  au  n*  &&5  , 


v  =  A.e  +B.e 


e  représentant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques  , 
A  et  B  les  deux  constantes  arbitraires.  Mais  il  est  visi- 
ble qu'ici  la  constante  B  doit  être  nulle ,  car  la  valeur 
de  y  ne  peut  croître  indéfiniment  avec  x.  De  plus 
comme  on  doit  avoir  f=U  quand  ar=0,  la  constante  A 
doit  être  égale  à  U.  L'expression  demandée  des  tempé- 
ratures permanentes  est  donc 

V=\J.€ 

i 

Ainsi,  les  températures  des  divers  points  du  prisme 
étant  représentées  par  des  nombres,  les  distances  de  ces 
points  au  foyer  sont  représentés  par  les  logarithmes  cor- 
respondants. Dans  deux  barres  de  même  substance,  les 
distances  du  foyer  où  l'on  observe  la  même  température 

sont  proportionnelles  à  la  quantité  v/  £  ,  ou  à  la  ra- 
cine quarrée  des  dimensions  homologues  si  les  sections 
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sont  semblables,  Dans  deux  barres  de  substances  diffé- 
rentes, ces  mêmes  distances  sont  proportionnelles  au 

.   • 

rapport  \  /  _.  Les  observations  de  ce  genre  peuvent 
V  hl 

faire  connaître  pour  divers  corps  la  valeur  du  rapport 

^  des  deux  conducibilités.  On  a  même  cherché  à  faire 

servir  les  observations  dont  il  s'agit,  à  déterminer  les 
valeurs  relatives  de  la  conducibilité  intérieure  K,  en 
recouvrant  chaque  prisme  d'une  couche  de  vernis  ,  dans 
la  vue  de  leur  donner  la  même  conducibilité  extérieure, 
procédé  qui  ne  présente  peut-être  pas  toute  l'exactitude 
nécessaire. 

*50.  On  déduit  d'ailleurs  facilement  de  1  équation 
précédente  toutes  les  circonstances  du  mouvement  de  la 
chaleur  dans  les  différentes  parties  du  prisme.  La  quan- 
tité de  chaleur  qui  traverse  dans  l'unité  de  temps  la  sec- 
tion placée  à  la  distance  x  du  foyer,  est 

Kii.—  =U.K/iK.7n.«  , 
dx 

et  par  conséquent ,  la  quantité  de  chaleur  qui  sort  du 
foyer,  et  qui  se  dissipe  dans  l'air  par  la  surface  entière 
de  la  barre,  est  dans  le  même  temps 


Cette  quantité  est  donc  proportionnelle  à  la  puissance 
3 

-  des  dimensions  homologues  pour  des  barres  de  même 
substance  et  de  figures  semblables. 


Digitized  by  Google 


—   lOl  — 

451.  Admettons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'une  barre 
prismatique  d'une  longueur  déterminée  représentée  par 
£*t  et  dont  les  deux  extrémités  soient  maintenues  res- 
pectivement aux  températures,  constantes  U  et  V.  La 
loi  des  températures  permanentes  sera  toujours  donnée 
par  l'équation  différentielle  du  n*  kkS  ;  mais  dans  l'in- 
tégrale générale  du  n*  kk9,  que  nous  pouvons  écrire 

»   >X    ,   n  >X 

en  posant  pour  abréger  V^jjr^     >. ,  on  devra  déterminer 

les  constantes  arbitraires  A  et  8  de  manière  que  f =U 
lorsque  x=0 ,  et  i/=V  lorsque  x=a.  Cette  intégrale 
deviendra  alors 


V  = 


*(-"w) 


expression  qui  donnera  les  températures  d'un  point 
quelconque  de  la  barre  compris  entre  ses  deux  extré- 
mités. 

452.  Les  résultats  précédents  ne  supposent  pas  néces- 
sairement que  l'axe  de  la  barre  soit  rectiligne.  Les  di- 
mensions de  la  section  transversale  étant  supposées  très- 
petites,  on  peut  attribuer  à  cette  barre  une  figure 
quelconque ,  et  même  supposer  que  ses  deux  extrémi- 
tés sont  réunies,  de  manière  à  former  un  anneau.  La 
formule  du  numéro  précédent  exprimera  toujours  les 
températures  permanentes  d'une  portion  de  la  barre 
comprise  entre  deux  foyers,  dont  l'intervalle  est  a,  et  qui 
sont  maintenus  respectivement, aux  températures  U  et  V. 


Digitized  by  Google 


—   102  — 

Si  la  barre  forme  un  anneau ,  et  s'il  n'y  a  qu'un  ses.] 
foyer  maintenu  à  la  température  U ,  on  aura 
ment  dans  toute  l'étendue  de  l'anneau 


— xa  >.a 

C         1  € 

ou 

,  >.a 

v=V-  — , 

a  désignant  la  longueur  de  son  périmètre.  Si  Von  veut 
compter  les  x  du  point  de  l'anneau  opposé  au  foyer  , 
et  qui  partage  le  périmètre  en  deux  parties  égales,  on 
aura 

— xx.yjc 

Ue  -f-e 
- 


On  ne  donnera  à  x  dans  la  première  de  ces  formules 
que  des  valeurs  comprises  entre  0  et  a,  et  dans  la  se- 

a  a 

coude  que  des  valeurs  comprises  entre  —  -  et+  ^* 

453.  Considérons  trois  points  de  l'intervalle  compris 
entre  deux  foyers  situés  aux  distances  x,a>+w  et 
l'origine  des  x.  En  désignant  respectivement  par 
leurs  températures,  on  aura,  d'après  l'équation  généré 
du  nQ  451 

^À.e-^+B.e**, 
t;a=A.e->(jr+2->4-B.e>(je+a*). 

Donc 

2±£  =  Ae^x(l+e-'iAat)-hB^(l^ea^) 
v%  Ae->(x-f*)-fBe>(ac+,l) 
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ou  bien 

Ou  voit  donc  que  l'état  permanent  des  températures 
d'une  barre  ou  d'un  anneau  est  toujours  tel»  que  pre- 
nant entre  deux  foyers  plusieurs  points  également  espa- 
cés, et  considérant  trois  de  ces  points  placés  les  uns  à 
la  suite  des  autres,  la  sommedes  températures  des  points 
extrêmes  ,  divisée  par  la  température  du  point  interméV 
diaire ,  présentera  toujours  une  même  valeur  qui  dé- 
pend uniquement  de  la  distance .«  des  points  dont  il 
s'agit.  Ce  résultat  remarquable  a  été  vérifié  par  l'expé- 
rience. 

XXXIV.Eliminatiom  des  variables  entre  les  équa- 
tions DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES.  INTÉGRATION 

DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SIMULTANÉES. 

454.  Considérons  plusieurs  variables  x.y,*,  etc.,  re- 
gardées comme  des  fonctions  d'une  autre  variable  indé- 
pendante v,  et  admettons  que  l'on  ait  plusieurs  équa- 
tions entre  les  variables  xfy,z,  etc.,  et  leurs  coefficients 
différentiels 

dx   cTx  dy    d'y  dz  d?z 

d»'  d7'  etc-i  Si'  d?'etc  "'9  dfyetc~" 

Si  les  équations  dont  il  s'agit ,  sont  en  même  nombre 
que  les  variables  xty7zt  etc.,  on  pourra  toujours  dé- 
duire du  système  de  ces  équations,  des  équations  diffé- 
rentielles séparées  contenant  une  seule  de  ces  variables 
avec  la  variable  indépendante  y.  L'intégration  des  équa- 
tions proposées,  c'est-à-dire  la  recherche  des  exprès- 


sions  générales  de  xjr,z,  etc.,  en  fonction  de  la  variable 
indépendante ,  serait  ainsi  ramenée  au  cas  d'une  seule 
équation  différentielle  entre  deux  variables. 

En  effet,  supposons  que  l'on  n'ait  que  deux  équations 
entre  les  deux  variables  x  et  y,  et  leurs  coefficients  dif- 
férentiels pris  par  rapport  à  v .  Soit  m  Tordre  de  la 
première  équation  par  rapport  à  /,  et  n  l'ordre  de  la  se- 
conde équation ,  par  rapport  à  la  même  variable.  On 
différentiera  n  fois  la  première  équation ,  et  m  fois  la 
seconde  ,  ce  qui  donnera ,  en  comprenant  les  équations 
proposées,  équations,  au  moyen  desquelles  on 

peut  éliminer  la  variable^  et  ses  coefficients  différentiels 
dy  tTy  dy  i% 

— ,  ^7 ,      ,  etc. ,  jusqu  a  1  ordre  m-j-n.  Il  restera  une 

équation  qui  ne  contiendra  que  la  variable  x  seule  et 
ses  coefficients  différentiels.  On  obtiendra  de  la  même 
manière  une  équation  en  y.  La  même  remarque  s'appli- 
que au  cas  où  le  nombre  des  variables  et  des  équations 
proposées  est  plus  considérable.  On  voit  de  plus  que, 
si  les  équations  différentielles  proposées  sont  linéaires, 
l'élimination  dont  il  s'agit ,  conduira  à  une  équation  fi- 
nale également  linéaire. 

455.  On  peut,  dans  quelques  cas,  et  particulièrement 
lorsque  les  équations  différentielles  simultanées  sont 
linéaires  et  à  coefficients  constants,  obtenir  directement 
des  équations  primitives  dont  on  déduirait  les  valeurs 
générales  des  variables.  Considérons  d'abord  deux  équa- 
tions du  premier  ordre ,  qui  seront  généralement  de  la 
forme 


Digitized  by  Google 


—  io5  — 

Par  une  élimination  facile ,  on  peut  les  ramener  à  la 
forme  plus  simple 

dx 


^  +  S'x+T>==U' 
dv 


(*)■ 


Nous  regarderons  en  général  S,T,U,S',T',U'  comme  re- 
présentant des  fonctions  quelconques  de  s>.  La  difficulté 
consiste  ici  eu  ce  que  les  deux  variables  x,jt  se  trouvent 
à  la  fois  dans  les  deux  équations  proposées ,  et  il  s'agit 
de  remplacer  ces  deux  équations  par  deux  autres  qui 
ne  contiendraient  chacune  qu'une  seule  variable  avec  la 
variable  indépendante  v.  Pour  y  parvenir,  on  multi- 
pliera la  seconde  équation  par  un  facteur  0  qui  sera 
une  fonction  indéterminée  de  v>  et  on  l'ajoutera  à  la  pre- 
mière, ce  qui  donnera 

De  plus  ou  posera  x+*j-=u ,  d'où 

x—u—<by, 

dx       djr      du  d*U 

dv       dv  ~~  dv  dv^1 

u  étant  une  nouvelle  variable.  Ces  valeurs  étant  sub- 
stituées dans  1  équation  précédente  la  changeront  en 

du  (  rd't>  *i  \ 

— +(s+s^)i*-jrj  [g-+(S+s'*)*J  -(T+r*)  j  =u+ir*; 

et  en  déterminant  la  fonction  *  de  manière  à  satisfaire 
à  1  équation 

dt> 

_  +  (S+SV,*  -  (T4-T',,,)  =  0  f   (2) 
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il  restera  à  intégrer  l'équation 

~(S+S'*)u=U4-U'4>   (3) 

L'équation  (2)  ne  contient  que  les  variables  $  et  v.  Si 
l'on  peut  trouver  une  valeur  pour  «qui  satisfasse  à  cette 
équation,  on  la  substituera  dans  l'équation  (3),  qui  ne 
contiendra  plus  que  les  variables  u  et     et  qui  rentrera 
dans  les  cas  traités  n°  438  et  suivants. 

456.  Si  les  coefficients  S,T,  S',T'  des  équations  (t), 
sont  constants ,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation^,  en 

prenant  pour  $  un  nombre  constant,  ce  qui  donne 
dty 

=0,  la  valeur  de  ce  nombre  étant  déterminée  par 
l'équation  du  second  degré. 


(S+S'*)  *  —  (T4-T*)  =0  (4) 

En  appliquant  d'ailleurs  à  l'équation  (3),  la  méthode  du 
numéro  386 ,  on  trouvera  pour  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion 

u^e-^+S'*na+Jd^+V'*)JS+Sf*n   (*! 

a  étant  la  constante  arbitraire.  On  doit  mettre  dans 
cette  expression  à  la  place  de  *,  les  deux  valeurs  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  (4)  ;  en  les  désignant  par  et  , 
et  remplaçant  u  par  son  expression  en  x  et  y,  on  aura 
les  deux  équations  primitives 

au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  les  expres- 
sions de  chacune  des  variables  x  et  y  en  fonction  de  y- 
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W7.  Si  les  racines  de  1  équation  (fr)  étaient  imagi- 

■    * 

naires ,  et  désignées  par  ocbê  K^T,  l'équation  (2) ,  à  la- 
quelle la  quantité  *  doit  satisfaire,  pourrait  alors  se 
mettre  sous  la  forme 

£î+S'[(*-a)>+6l  =  U, 

ou  bien 

(<!)— -a)  -J-o 

dont  l'intégrale  est 

-  arc  tang.  — -  =  C  —  S>, 

c  désignant  une  constante  arbitraire,  et  donne 

*  =  a+€.tang.  6(C— SV). 

En  donnant  à  la  constante  c  deux  valeurs  particulières 
quelconques;  en  supposant  par  exemple  6C=0  et 

€C  =  — ,  on  aura  les  deux  valeurs 

4>=a— e.Ung.SSV     et  *=:«-r-6.cot.6SV, 

qui  étant  substituées  successivement  dans  l'équation  (5), 
donneront  les  deux  équations  nécessaires  pour  déter- 
miner x  etjr  en  fonction  de  f. 

Si  les  deux  racines  de  l'équation  (h)  étaient  égales 
entre  elles ,  et  représentées  par  p  ,  l'équation  (2)  se  met- 
trait sous  la  forme 


ou 


(*-/>) 


■ 
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dont  l'intégrale  est 

r^=c+sv' 

c  désignant  toujours  une  constante  arbitraire  ;  d'où  Ton 
tire 

t 

En  donnant  à  c  deux  valeurs  particulières  quelconques, 
supposant  par  exemple  c=  <x>  et  c=0,  on  aura 

1 

*  =  p     et     4>  =  p+_, 

valeurs  qui  devront  être  substituées  comme  ci-dessus 
dans  l'équation  (5). 

458.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  trois  équa- 
tions du  premier  ordre  entre  les  variables  x*y,z  et  la 
variable  indépendante  t>,  qui ,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
n°  455,  pourront  toujours  se  ramener  à  la  forme 

^  +  S*+Tr+Us==V, 

$:+s'*+T>+u'3=r, 

du 
du 

■ 

On  multipliera  respectivement  îa  seconde  et  la  troisième 
équation  par  les  facteurs  indéterminés  *  et  Y,  et  on 
les  ajoutera  à  la  première,  ce  qui  donnera 

+ + *1  +t  ~  -  +  (S       +  S»  *+  (T4-T  ♦+T^),r 
du       du  dv 
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On  posera  ensuite 

JC+Qy+Vz^u,  d'où  x  =  u  —  $y—Wz, 

dv      dv     d»~  dt>     d\>y  dt>Zt 

u  désignant  une  nouvelle  variable.  Ces  valeurs  étant 
substituées  dans  1  équation  précédente ,  iljviendra 

.  (S+S'*+S'  '*>-^[^  +(S+S'*+S"y)  HT+rHTfl] 

[d*¥  T 
— +(Sh-S'<h^,'t)tHU+U,*+U'V)J===V+V/<i,+V''y. 

Ainsi ,  déterminant  *  et  Y  de  manière  à  satisfaire  aux 
deux  équations 

d* 

^  +  (S+S'*+S"*)  *_(T+T'*+T"Y)  =0, 
dw 

j-  +(S  +  S'* + S"  V)  y" —  (U+U*'  +U>  )  =  0  ; 

il  restera  à  intégrer 

^ +(S +S'*  +S"T  )  u  =V+V'*B-V"<r, 

entre  les  seules  variables  u  et  v.  Les  équations  seront 
donc  résolues  si  l'on  peut  trouver  des  valeurs  de  *  et  Y 
qui  satisfassent  aux  deux  équations  dont  dépendent  ces 
fonctions. 

459.  Si  Ton  admet  comme  dans  le  nQ  456,  que  les 
coefficients  StT,  U^'.T.U',  S",T",U"  des  premiers  mem- 
bres des  équations  proposées  soient  des  nombres  con- 
stants, on  pourra  prendre  pour  ♦  et  Y  des  valeurs 
constantes,  déterminées  par  les  équations 
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(S+S'O+S"*)  4,  — (T+T\t>+T'  =  o  , 
(S  +  S'o+S"*)  ¥  —  (U+U'*  +U"T> = O , 

et  comme  les  équations  finales  donnant  les  râleurs  de 
♦  et  Y  monteront  au  troisième  degré  ,  on  aura  trois 
systèmes  de  valeurs  que  nous  désignerons  respective- 
ment par  *,  et  v„  *4  et  y, ,     et  y,. 

L'intégrale  de  l'équation  entre  u  et  v  élan*  d'ailleurs 

B=e-(S+S'»+»'*>'[a+/^(U+U'*+U"'P).e<S+S'*+S"^,7. 

nous  aurons  les  trois  équations  primitives 

^^=e^+S'*.+S''*>Ui+/^(U+u^i+u»H.).e.S+S«,+S-*>: 

x^+TJ^=^S+^'+S''^W/^U+U'*,+U•'Tl).eCS+S'♦-S',^■V:, 

qui  détermineront  les  valeurs  de  xjrtz  en  fonction  de 

La  même  méthode  s'applique  aux  cas  où  Ton  a  un 
plus  grand  nombre  de  variables  et  d  équations  différen- 
tielles ,  et  l'on  voit  que  ces  équations  s'intègrent  tou- 
jours lorsque  les  coefficients  des  premiers  membres  sont 
constants. 

fc60.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  équations 
différentielles  proposées  étaient  du  premier  ordre.  Le 
cas  où  ces  équations  sont  du  second  ordre  et  des  ordres 
supérieurs  est  ramené  au  précédent  de  la  manière 
suivante.  Soient  par  exemple  les  deux  équations  du  se- 
cond ordre 

d*JC       dx  dy 

^+A*+BJ,+C'+D^=E' 
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variables.  On  aura  alors  les  équatioos  du  premier  ordre 


entre  les  quatre  variables  et  la  variable  indé- 


mandées  de  x  et  y. 

XXXV.  Intégration  par  séries  des  fonctions  diffé- 
rentielles. 

461.  Lorsqu'il  n'est  pas  possible  d'obtenir  en  ternies 
finis,  par  le  moyen  des  méthodes  connues ,  l'expression 
de  la  fonction  qui  est  donnée  par  une  équation  diffé- 
rentielle ,  on  peut  chercher  à  obtenir  cette  expression 
sous  la  forme  d'un  développement  en  série  infinie.  Si  la 
sérieest  convergente,  l'expression  dont  il  s'agit,  sera  aussi 
propre  que  toute  autre,  à  faire  connaître  les  valeurs  nu- 
mériques de  la  fonction  cherchée. 

Le  développement  en  série  de  la  fonction  y  donnée 
par  l'équation  différentielle 
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peut  s'obtenir  en  général  au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  n°  427.  Cette  équation  étant  résolue  par  rap- 
port à  £Z  donnera  les  valeurs  de  ce  coefficient  diffé- 
rentiel et  des  coefficients  différentiels  des  ordres  supé- 
rieurs correspondantes  à  x=Q,  et  en  substituant  ces 
valeurs  dans  l'expression  générale 

on  aura  le  développement  de  la  fonction^,  dans  lequel  il 
restera  les  n  coefficients  arbitraires^,^         —  djc*-*' 

Dans  les  cas  particuliers  où  la  supposition  de  x=Qs 

dmY 

rendrait  infinies  les  valeurs  de        et  des  coefficients 

différentiels  des  ordres  supérieurs ,  on  remarquerait  que 
la  formule  de  Taylor  donnée  n°  80,  devient,  en  y  fai- 
sant xs=a ,  puis  h=x* 


»  »         *  dx*  <£y*  i  « 

ou  1  on  représente  par  y« ,      ,  ^7 ,  etc. ,  les  valeurs 

dy  d*y  -* 
particulières  que  prennent  jr,^  »  ^5 .   etc. ,  lorsqu'on 

donne  à  je  la  valeur  a.  On  déduirait  donc  de 
l'équation    différentielle    proposée    les    valeurs  de 

dnY      dnJ*~iYn  dn^3Ya 

-p-,-; — 7-,-: — —  »  etc  »  <Tue  l'on  substituerait  dans 
l'expression  précédente.  On  pourrait  d'ailleurs  attribuer 
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à  a  toute  valeur  qui  ne  rendrait  pas  infimes  les  valeurs 
des  coefficients  différentiels  de  Tordre  n,  et  des  ordres 
plus  élevés. 

fc62.  Il  est  souvent  plus  simple  et  plus  facile  de  sub- 
stituer à  l'opération  qui  vient  d'être  indiquée ,  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés.  Soit,  par  exemple  , 
l'équation  du  second  ordre 

On  posera  pour  satisfaire  à  cette  équation 

^=At>x*+AIx<*+'  +  A,x:t+,  +  AJ.r!t  +  3-fA4J::t"*-4-f.elc  , 

A^A^A,,  etc.,  désignant  des  coefficients  constants  in- 
déterminés, et  a  un  exposant  également  indéterminé. 
Si  Ton  substitue  cette  expression  de  y  dans  l'équation 
proposée  il  viendra 

0=Aoa(a— l)J^-H-A,(a+!)«*-'+A^a-h2)  (*H  )x* 


-4-A,(a+3)(a+2) 
+A0 


J?*+l-f-A4(«+4)(ai+-3}  |  a^  +  H-etc, 

+A, 


équation  où  l'on  fera  disparaître  les  deux  premiers  ter- 
mes du  second  membre  ,  en  supposant  a=0 ,  et  laissant 
indéterminées  les  constantes  A*  et  A,.  Le  troisième  dis- 
paraîtra en  supposa ntAa— 0.  Quant  aux  termes  suivants, 
ils  deviendrons  nuls  en  déterminant  convenablement 
les  coefficients  A„A4,A$,  etc.,  au  moyen  des  trois  pre- 
miers. Les  valeurs  de  ces  coefficients  seront  données  par 
les  équations 


2f  année.  8 
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-A,= 
-A,= 
_A,= 
-A.= 

-A,= 

— A:0= 


A 

— -,    d ou  1  on  déduit 
2.3 

• 

A, 

i 

A 

A, 
4.5 

A,  =0 

A, 

A„ 

*  2.3.5.6 

A4 

A, 

A,  =  : — 

6.7 

7  3.4.6.7 

A5 

—  % 
78 

A,  =  0 

A. 

8.9 

A  A° 
9         2.3.5.6  8.9 

A, 

A-  A' 

9.10 

3.4.6.7.910 

• 

etc. 

La  série  qui  donne  l'expression  cherchée  àey  est  donc 

/  x*  x9  \ 

^=Ao^l—  —  +  —  +  etc.  J 

+  1  \x~n + Hz?  *"  3.4.6.7.9 10  +etc7 

A#  et  A,  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 
463.  Si  l'équation  proposée  était 

dx  x 
la  substitution  de  l'expression 

y=Aox*  4-  A,x*+ •  +  A,jt*  +  »  +  A^c  * + *  4-  A4*+  <  +  etc. 
donnerait  1  équation  de  condition 
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Oxs  À.*  (a— 1  )X  ««  -  M-A,(»+i  )  * 

+A„ 


x*-«-hA,(oi+-2)  («+!) 

+A. 


+A,{,-|-3)  (*+2) 
+A, 


On  fait  disparaître  le  premier  terme  en  posant  asO 
ou  a=i  mais  la  première  hypothèse  ne  peut  être  ad- 
mise parce  que  le  second  terme  ne  pourrait  alors  dispa- 
raître qu'en  supposant  aussi  Ao=0.  En  faisant  donc 
a=l,  les  coefficients  différentiels  seront  déterminés  par 
les  équations 

— A,.2  1=A0,  d'où  l'on  déduit  A,  =  —  ^ 

A«=dr3 

A. 

— Aj.4.3    A,  AjC- 


1.2\3\4 

-A,5.4=A,  A4=  12.  3/V  5  etc. 

—A*.6.5=A4 
etc. 

Par  conséquent  1  équation  est  satisfaite  par  la  valeur 
^=Aw^r— —  +         —  i  2j  3,  4  +  t  2.  3,  4,  5  etc. 

Cette  expression  ne  contenant  qu'une  seule  constante 
arbitraire,  présente  bien  une  infinité  de  valeurs  parti- 
culières de  la  fonction^  :  mais  elle  n'est  pas  l'intégrale 
générale  de  l'équation  proposée.  Il  est  aisé  de  reconnaître 
d'ailleurs  que  l'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  par 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  descendantes 
de  x. 
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kbk.  Nous  considérerons  encore  l'équation  du  second 


ordre 


dW     i  dy 


En  posant  comme  ci-dessus , 

y=K0x* + A,x*  +  "  +  A,x*  +  * + A,** + 3 + A4x*  +  <  +  etc. , 

et  substituant  cette  expression  dans  l'équation  proposée,, 
il  viendra 


0=A.a(«-l) 
-4-À.a 


M-À,(o+l)a 
H-A^+l) 


.r*-'+A>+2)  (H-i) 
+A,(a+2 
4-Ao 


-f-A,(a-4-3) 
+A. 


jr*  +  '-+-A4(a+4)  (a+3) 
+A4(a+4) 

+A. 

On  fait  disparaître  le  premier  terme  du  second  mem- 
bre en  faisant  a=0  sans  déterminer  A»  ;  mais  alors  le 
second  terme  ne  disparaît  pas,  à  moins  que  Ton  ne  fasse 
A,=0.  De  même  on  fait  disparaître  le  second  terme  en 
posant  *=  — i  ,  le  coefficient  A,  demeurant  indéterminé, 
mais  alors  le  premier  terme  ne  disparaîtra  pas,  à  moins 
qu'on  ne  suppose  A#=0.  Si  l'on  fait  donca=0,  Les  coef- 
ficients seront  déterminés  par  les  équations 
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A„=A0 ,  d'où  l'on  déduit  Ao=A, 

A,=  0  A,=  0 

— A,=  t^t  A,=  0 
*  6+3 

~"A<=  Ï2H-4  A4~  ÏÏÏ6  =  aTv 

— A5=  -A-  A^=  0 
5  20+5 

A  A  —        Ao  ^* 


30+6  •       4.16.36  2\4\6* 

etc.  etc. 

On  satisfera  dooc  à  l'équation  proposée  par  la  série 

/     x9      x*         x*  \ 

*  Ao  V1-^  +  2vv  -  âuTf  +  etc7 

Quant  à  la  supposition  de  0=  — 1,  il  est  aisé  de  recon- 
naître qu'elle  conduirait  à  la  même  série  que  l'on  vient 
de  trouver.  On  n'obtient  encore  ici  qu'une  formule 
propre  à  donner  des  intégrales  particulières ,  mais  non 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

465.  Lorsque  la  substitution  d'une  série  ascendante 
de  l'invariable  x  dans  l'équation  différentielle  ne  donne 
qu'une  valeur  particulière,  cela  tient  généralement  à  ce 
que  l'intégrale  complète  doit  contenir  des  termes  affectés 
du  logarithme  de  celte  variable.  Ayant  trouvé,  par  exem- 
ple, pour  l'équation  précédente 

dx*     x  dx 
la  valeur  particulière 
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4 

on  posera ,  pour  obtenir  l'intégrale 
mément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  n*  442  et  443,j'=AY/,  A 
désignant  une  fonction  de  x,  ce  qui  donne 


et 


^1=A—  +—  Y' 
dx       dx  dx 


dy    A  dAdï'  d*A 

dx*       dx%+   dxdx*  dx*  ' 


Mettant  ces  râleurs  dans  l'équation  précédente  t  et  sup- 
primant les  termes  affectés  de  A  dont  la  sommeest nulle, 
il  restera  pour  déterminer  A  l'équation 

,d*A     f  dY'     Y'\  dA 
qui  devient ,  en  posant  ^  =/ , 


Y'zH2 


dT.T\  _  dt  2dY'  dx 
dx 


+  -)r  =  0    ou    _  +_-  + — =0, 
x  )  e       Y'  x 

Ion  tire  t  =       ,  et  par  conséquent  A=  f^r* 
On  en  conclut  que  l'expression  de  l'intégrale  complète 

est 

*-(—/£)• 

aetb  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  D'ailleurs 
—*=J  —  (*+«x,+ex4+etc.)=/4:+— +  — -fetc, 
ai€,  etc.,  désignant  des  coefficients  numériques  qu'il  est 
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facile  de  déterminer.  Cette  expression  devient  donc 

XXXVI.  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  ORDINAIRES  DU 
PREMIER  ORDRE  A  TROIS  VARIABLES. 

466.  Soit  proposée  l'équation  différentielle 

dans  laquelle  P,Q,R  désignent  des  fonctions  quelcon- 
ques des  trois  variables  x.yyz.  Si  cette  équation  est  le 
résultat  immédiat  de  la  différentiation  d'une  équation 
primitive  ¥{x,y%z)=-. 0,  son  premier  membre  satisfera 
aux  conditions d'intégrabili té  des  fonctions  différentielles 
du  premier  ordre  à  trois  variables,  et  on  pourra  en 
trouver  l'intégrale  ,  qui  devra  être  complétée  par  une 
constante  arbitraire. 

Mais  si  l'équation  proposée  résulte  de  l'élimination 
d'une  constante  entre  l'équation  primitive  F(x,y\z)=0, 
et  l'équation  différentielle  qui  s'en  déduit  immédiate- 
ment, ou  si  l'on  a  supprimé  après  la  différentiation  un 
facteur  commun  à  tous  les  termes  ,  elle  ne  satisfera  plus 
en  général  aux  conditions  d'intégrabili  té.  Néanmoins 
cette  équation  ayant  été  déduite  d  une  relation  donnée 
entre  les  trois  variables  xjrtzy  dont  deux  d'entre  elles , 
par  exemple  x  et  y,  peuvent  être  regardées  comme  in- 
dépendantes, et  la  troisième  z  comme  fonction  de  ces 
deux-ci ,  il  s'ensuit  que  tirant  la  valeur  de  dz  qui  sera 

P  O 
dz  =  —  ^dx  —  ^dy, 
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cette  expression  doit  satisfaire  à  la  condition  générale 
de  l'expression  de  la  différentielle  des  fonctions  de 
deux  variables  indépendantes  ;  en  sorte  que  Von  doit 
avoir 

ou,  en  faisant  attention  que  z  est  contenu  dans  les  fonc- 
tions P,Q  etR, 

\dy     dz  dy)        \dy     dz  dy) 

\dx     dz  dx)     V\dx^  dz  dx) 

^  dz     dz  .  .  P       Q       , ,  . 

Mettant  pour  ^-  et  —  leurs  valeurs — Ret~~  g  etrédui- 

saut,  il  vient 

JR        dO        dR       dP       dO  dP 
P^-P^-Q^--fQ5^+R^~R^-=0. 

dy        dz         dx       dz        dx  dy 

Cette  équation  exprime  la  condition  nécessaire  pour  que 
l'on  puisse  regarder  dans  l'équation  proposée  deux  quel- 
conques des  variables  comme  indépendantes,  et  la  troi- 
sième comme  une  fonction  des  deux  autres.  On  pourra 
alors  considérer  1  équation  dont  il  s'agit  comme  apparte- 
nant à  une  surface. 

467.  Lorsque  1  équation  de  condition  que  l'on  vient 
d'obtenir  est  satisfaite  ,  l'intégration  de  l'équatioa  pro- 
posée dépend  uniquement  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion à  deux  variables  seulement.  En  effet,  regardons  la 
variable  z  comme  constante,  et  supposons  par  consé- 
quent dz=Ot  l'équation  proposée  se  réduirait  à 

Pdx+Qdy  =  Oy 
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qui  appartient  à  une  section  quelconque  faite  dans  la 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy,  à  une  dis- 
tance de  ce  plan  marquée  par  la  valeur  constante  attri- 
buée à  la  coordonnée  z,  dans  les  fonctions  P  et  Q.  Si 
l'on  parvient  à  intégrer  cette  équation ,  il  faudra  re- 
garder la  constante  qui  complétera  cette  intégrale  comme 
une  fonction  de  z,  et  nous  représenterons  l'intégrale 
dont  il  s'agit  par 

»(x,y,  2)  =  Z, 

Z  désignant  une  fonction  de  z  seule.  Or,  en  différen- 
tiant  cette  dernière  équation  en  y  faisant  varier  x,yyz, 
il  viendra 

et  comme  le  second  membre  est  une  fonction  de  z  seule, 
il  doit  en  être  de  même  du  premier  membre.  Par  con- 
séquent, en  éliminant  de  ce  premier  membre  une  des 
variables x,y%  au  moyen  de  l'équation  &(jp^,r)=Z,  l'autre 
doit  disparaître  d'elle-même,  en  sorte  qu'il  ne  restera 
qu'une  équation  différentielle  entre  z  et  Z.  Cette  équa- 
tion étant  intégrée,  donnera  l'expression  de  Z  en  z,  avec 
une  constante  arbitraire;  et  en  remplaçant  Z  par  cette 
expression  dans  l'équation  *{xtf,z)=Z9  on  aura  l'inté- 
grale cherebée. 

468.  Soit  proposée,  par  exemple,  l'équation  différen- 
tielle suivante  , 

{2xz+  z9)  dx  +fyzdy—  2{xm+f+ b)  dz  =  0 , 

qui  satisfait  à  l'équation  de  condition  du  n"  466.  En  y 
regardant  z  comme  constante  elle  se  réduit  à 

&x+z*)dx+tydy  =  (tf 


Digitized  by  Google 


I 


—  132   

où  les  variables  sont  séparées,  et  dont  l'intégrale  est 

xz%=  Z , 

Z  étant  la  constante  arbitraire ,  que  nous  regardons  ici 
comme  une  fonction  de  z.  Différentiant  cette  dernière 
équation  en  faisant  tout  varier,  il  vient 

{2x  +  z%)dr  +  2ydy  +  ïxzdz  =  dZ  , 

que  l'on  peut  changer,  en  ayant  égard  à  1  équation  pro- 
posée ,  en 

2  xM"^+  b  dz  +  îjczdz  =  dZ . 
z 

Remplaçant  dans  cette  équation^*"  par  sa  valeur  déduite 
de  Hquation  x*+y-^-xz%=Zt  la  variable  x  disparaîtra, 
et  il  viendra  simplement 

Z  +  6  2dz  dZ 

2  dz  =  dZ  ,    ou    =  - — -  , 

z  z  Z+b 

équation  dont  l'intégrale  est 

az%=Z-\-b, 

a  désignant  la  constante  arbitraire.  Mettant  donc  pour 
Z  la  valeur  qui  se  déduit  de  cette  équation  dans 
x*+y+xz*z=Z ,  il  viendra 

qui  est  l'intégrale  cherchée. 

469.  Lorsque  1  équation  différentielle  proposée 

Pdx+Qdj>  +  1\dz=:0, 
ne  satisfait  pas  à  l'équation  de  condition  du  n°  466. 
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d'où  l'on«conclut  qu'il  n'est  pas  possible  d'y  regar- 
der deux  des  variables  comme  indépendantes ,  et  la 
troisième  comme  une  fonction  de  celles-ci,  on  ne  peut 
attribuer  un  sens  analytique  à  cette  équation  qu'en 
admettant  que  deux  des  variables  sont  liées  par  une  re- 
lation inconnue,  mais  existante.  On  devra  donc  sup- 
poser, par  exemple,  que  x  et  y  ont  entre  elles  une  re- 
lation exprimée  par  une  équation  telle  que  *{xy)=0, 
d'après  laquelle  l'équation  proposée  se  réduirait  à  une 
équation  à  deux  variables  seulement ,  et  pourrait  être 
intégrée  en  conséquence,  après  la  détermination  de  la 
fonction  ?.  Dans  un  tel  cas  1  équation  dont  il  s'agit,  ne 
peut  pas  être  regardée  comme  appartenant  à  une  surface. 
La  fonction  z  est  l'ordonnée  des  courbes ,  en  nombre 
infini,  que  l'on  obtiendra  après  avoir  tracé  arbitraire- 
ment sur  le  plan  des  xy  les  projections  de  ces  courbes 
qui  sont  représentées  par  l'équation  ç(x,jr)—0. 

XXXVII.  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  DU 

PREMIER  ORDRE. 

V70.  Soient  deux  variables  indépendantes  x  et  y  et 

une  troisième  variable  z  qui  est  regardée  comme  une 

•  dz  dz 

fonction  des  deux  premières  :  ^  et  —  représenteront 

les  coefficients  différentiels  partiels  de  la  fonction  z  pris 
respectivement  par  rapport  à  x  et  h  y;  en  sorte  que  si  x 

dz 

augmente  de  dxf  l'accroissement  de  z  serii-^dx;  et 

dz 

si  y  augmente  de  dy>  l'accroissement  de  z  sera  ~J^Ï' 
Une  équation  aux  différences  partielles  du  premier 
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ordre  entre  les  trois  variables  xKyfz  exprime  mn  générai 

une  relation  entre  les  quantités  x,yyzy  ~j— ,  ,  et  peut 
être  représentée  par 

dz  dz* 


/  dz    dz\  m 


f  étant  le  signe  d'une  fonction  quelconque.  Jl  s'agit  de 
concevoir  la  signification  d'une  telle  équation  ,  et  com- 
ment peut  êlre  formée  l'équation  primitive  à  laquelle 
elle  doit  correspondre. 

En  général,  les  variables  indépendantes  x #  peuvent 
être  regardées  comme  deux  abscisses  rectangulaires  ho- 
rizontales ,  et  la  variable  z  comme  une  ordonnée  verti- 
cale. Ainsi  z  étant  regardée  comme  une  fonction  de  x 
et  y,  une  relation  entre  ces  trois  variables  sera  considé- 
rée comme  l'équation  d'une  surface  définie  par  l'équation 
proposée. 

Gela  posé,  étant  donnée  l'équation 

dz\ 
dy) 

supposons  que  l'on  cherche  à  construire  la  surface 

qu'elle  doit  représenter.  On  déduira  de  celte  équation 

la  valeur  de  Tune  quelconque  des  quantités  x.jr.z, 

dz  dz  j 
dx  *  S^orscIue  'cs  quatreautres  auront  été  données;  par  | 

conséquent,  on  peut  concevoir  que  la  construction  s'opère 
de  la  manière  suivante.  Traçons  dans  le  plan  des  xz  une 
courbe  quelconque  que  nous  regarderons  comme  Tinter- 
section  de  la  surface  cherchée  par  ce  plan.  Pour  un  point 


« 
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quelconque  de  cette  courbe,  on  connaîtra  xy  dont  la 

d/z,  , 

valeur  est  nulle  ,  z  et  ^  :  1  équation  proposée  donnant 
dz 

— ,  la  direction  du  plan  tangent  à  la  surface  cherchée 

est  déterminée  dans  toute  1  étendue  de  la  courbe  dont  il 
s  agit.  Si  donc,  on  cooçoit  un  plan  mené  parallèlement 
au  plan  des  xz  à  une  distance  très-petite  ày,  on  con- 
naîtra l'intersection  de  la  surface  par  ce  plan  avec  une 
exactitude  d'autant  plus  grande  que  sera  plus  petite. 
On  pourra  se  servir  de  cette  intersection  pour  construire 
delà  même  manière,  une  nouvelle  intersection  avec  un 
second  plan  mené  à  la  distance  &y  du  premier  ;  et  ainsi 
de  suite.  Ainsi  la  surface  est  en  général  déterminée 
dans  toute  son  étendue,  au  moyen  de  l'équation  diffé- 
rentielle, lorsqu'on  s'est  donné  arbitrairement  l'intersec- 
tion de  cette  surface  par  un  pfrn  parallèle  au  plan  des 
xz.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'elle  le  serait  également 
si  l'on  se  donnait  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  auxyz. 

On  pourra  voir  par  ce  qui  précède ,  que  l'équation  dif- 
férentielle proposée  appartient  à  une  infinité  de  sur- 
faces différentes  ,  qui  ont  toutes  un  caractère  commun 
exprimé  par  cette  équation.  La  figure  de  chaque  surface 
dépend  de  celle  delà  courbe  arbitraire  par  laquelle  on 
la  fait  passer.  Si  l'on  veut  que  l'intégrale  de  l'équation 
proposée  ait  une  signification  aussi  étendue  que  cette 
équation  elle-même  ,  elle  doit  représenter  toutes  les 
surfaces  dont  il  s'agit.  Cette  intégrale,  outre  la  condi- 
tion de  satisfaire  à  l'équation  différentielle  proposée  , 
doit  donc  contenir  une  fonction  arbitraire. 

I 
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V71.  On  reconnaît  la  vérité  de  cette  proposition  en 
remarquant  que  si  l'on  a  une  équation  primitive  con- 
tenant une  fonction  indéterminée,  on  peut  toujours  en 
déduire  une  équation  du  premier  ordre  où  cette  fonction 
ait  entièrement  disparu.  Soit  par  exemple  l'équation 

dans  laquelle  F  el  t  sont  des  signes  de  fonction,  et  u  re- 
présente une  certaine  fonction  dcx,yf  z.  En  diilércntiant 
successivement  par  rapport  à  x  et  àj>-,  il  viendra 

dF     dF  dz        dF    d.?{u)  (du      du  dz\ 

*/.r     //s  </.r     d.  A  u)    du    \dx     dz  d.r  / 

dF     dF  dz       dV    d.-J.u)  (du     du  dz\ 

  _j_  -   1      [   1=0 

dy     dz  dy     d^{u)    du    \dy     dz  dy ) 

Eliminant  ensuite  (^(w)  et  »— -  entre  ces  deux  équa- 
tions et  l'équation  primitive ,  il  restera  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  dans  laquelle  la  fonction 
cp  n'entrera  point.  Cette  équation  exprimera  une  rela- 
tion qui  subsiste  quelle  que  soit  la  forme  qui,  dans  l'é- 
quation primitive,  pourrait  être  attribuée  à  la  fonction  . 

V72.  Considérons  en  général  une  équation  primitive 
F{x,y,z,a,b)=Q   (1) 

dans  laquelle  a,  b  désignent  deux  constantes.  En  diffé- 
rentiant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y>  on  aura 
les  deux  équations 

dF     dF  dz 

1 


dx     dz  dr 


dF  <Wdz_0 
dy     dz  dy" 
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* 

et  l'on  pourra  éliminer  les  constantes  a  et  b  ,  entre  ces 
équations  et  l'équation  primitive.  On  obtiendra  de  cette 
manière  une  équation  diiïérentielle  du  premier  ordre 
dans  laquelle  ces  constantes  auront  disparu,  et  qui  par 
conséquent  exprimera  une  propriété  entièrement  indé- 
pendante des  valeurs  particulières  qui  pourraient  leur 
être  attribuées.  Nous  représenterons  cette  équation  par 

/  dz    dz  \ 

On  voit,  en  premier  lieu ,  qu'étant  donnée  1  équation 
(3),  son  intégrale,  ou  l'équation  primitive  dont  elle  dé- 
rive, devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Mais  si  Ton  regarde  a,  dans  1  équation  (1),  comme 
une  quantité  variable,  et  b  comme  une  fonction  de  a , 
les  deux  équations  différentielles  qui  en  dériveront  se- 
ront alors 

dF     dF  dz     /dF     dF  db\  /da     da  dz\  _ 
dx     dz  dx     \da     db  da  )  \dx     dz  dx ) 

—     —  —     (—     -F  d°\  (  —     —  dz\  —  " 
dy  +  dz  dy     \da      dû  da )  \dy  + dz  dy)~~ 

Or,  ces  deux  équations  ne  difléreront  point  des  équa- 
tions (2),  pourvu  seulement  que  1  on  ait  1  équation 

dF  dF  db 
da     db  da 

Donc  l'équation  (1),  conduira  toujours  à  la  même  équa- 
tion aux  dilïérences  partielles  (3),  lorsqu'on  y  regardera 
a  comme  variable,  et  b  comme  une  fonction  quelconque 
de  a,  pourvu  que  a  r>oit  pris  de  manière  à  satisfaire  à 

dF    dF  db 
1  équation  -+—-=0. 
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Il  suit  de  là,  qu'étant  donnée  une  équation  aux  dif- 
férences partielles  du  premier  ordre,  si  Ton  a  trouvé 
une  équation  primitive  F=0  avec  deux  constantes  ar- 
bitraires a  et  bt  qui  satisfasse  à  cette  équation  ,  on  aura 
une  solution  beaucoup  plusétendue ,  en  prenant  6=}{a), 

dF  dFdb 

et  déterminant  a  par  1  équation  ^  H-  —  ^  =  0.  La 

fonction  ?  est  la  fonction  arbitraire  qui  donne  à  la  so- 
lution la  généralité  nécessaire. 

4-73.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  pourrait  égale- 
ment ,  dans  1  équation  primitive  (1),  regarder  a  et  b 
comme  deux  quantités  variables  indépendantes  l  une 
de  l'autre  ,  et  que  Ton  aurait  alors  les  deux  équations 
dérivées, 

dF    dF^dz    dF /da   da  dz\    dF/db    <Udz\_  ^ 
dx    dz  dx    da  \dx^ dz  dx /  ^ db  \dx^ dz  dx )  ~~  ' 
dF   dF  dz    dF/da    dadz\    dF  /db  Q 
dy    dz  dy    da\dy    dzdy)    db  \dy    dz  dy  ) 

que  Ton  ramène  aux  équations  (2)  en  posant 

dF  dF 

-7-  =  0,      et     -rr  =  0. 

da  db 

♦ 

Par  conséquent  si  l'équation  primitive  F=0  ,  conte- 
nant les  deux  constantes  arbitraires  a  et  b  ,  satisfait  à 
une  équation  aux  différences  partielles  proposées,  on 
voit  que  l'on  y  satisfera  encore  en  mettant  à  la  place 
de  a  et  b  dans  cette  équation  les  deux  valeurs  en 
x,y,z  de  ces  quantités  qui  résultent  des  équations 
dF  dF 

da  db  ==^'  ^a's  comme  Ie  résultat  que  Ton  obtien- 
drait ainsi ,  ne  contient  pas  de  fonction  arbitraire,  il  ne 
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donne  qu'une  solution  particulière  de  l'équation  pro- 
posée. 

Dans  la  géométrie ,  l'équation  (1)  ;  avec  deux 
constantes  arbitraires ,  représente  une  infinité  de  sur- 
faces correspondantes  à  toutes  les  valeurs  que  Ton  peut 
attribuer  à  ces  constantes ,  et  auxquelles  appartient  tou- 
jours 1  équation  aux  différences  partielles  (3).  Lorsque 
l'on  prend  £=<p  (a),  ?  étant  le  signe  d  une  fonction  quel- 
conque ,  on  considère  la  série  de  surfaces  qui  résulte  de  la 
fonction  ?  lorsque  l'on  attribue  à  a  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles depuis  —  ^jusqu'à  -f-  ^.  Or ,  mettant  à  la  place  de 
a,  dans  1  équation  F[x,y,z,a,?(a)]=eO,  la  valeur  a+day 
le  résultat,  que  nous  représentons  par  F+  ^ <*«=", 

appartiendra  à  une  surface  comprise  dans  cette  série  , 
et  infiniment  voisine  de  la  surface  représentée  par  l'é- 
quation F=0.  Donc  le  système  de  ces  deux  équations 

dF  dF 
F=0  et  F+  j^da=0,  ou  simplement  F =0  et  ^  =0 

(puisque  la  première  fait  disparaître  le  premier  terme 
de  la  seconde  quand  on  les  regarde  comme  subsistant 
ensemble  ),  appartient  à  la  ligne  d'intersection  des  deux 
surfaces  consécutives  ,  ligne  que  nous  désignerons ,  d'a- 
près Monge ,  par  le  nom  de  caractéristique.  Et  si  l'on 
élimine  entre  les  deux  équations  dont  il  s'agit,  la  quan- 
tité a,  le  résultat,  qui  sera  une  équation  entre  x,y9z9 
a  ppartiendraàla  surface  lieu  de  ces  lignes  d'intersection, 
c'est-à-dire  à  la  surface  enveloppe  des  surfaces  qui  résul- 
tent de  l'équation  F[x,y,z, a, «T(a)]=0,  quand  on  y  donne 
à  a  toutes  les  valeurs  possibles.  Or,  l'équation  difléren- 

2*  ANNÉE.  y 
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ticlie  proposée  doit  évidemment  appartenir  à  cette  sur- 
face enveloppe  ,  puisque  le  plan  tangent  étant  toujours 
commun  aux  enveloppées  et  à  l'enveloppe,  les  valeurs  de 
dz      d  z 

dx  Ct  dy  cïu^^tcrm'neilt     direction  de  ce  plan  ,  leur 

doivent  également  être  communes.  Après  que  Ton  a  mis 

dF 

f(a)  à  la  place  de  b,  l'équation      =0  ne  diffère  point  de 
dF     dF  dù 

l'équation  ^  dbdâ^  n*  ^n  voit  <*onc  *ïuc 
la  solution  générale  de  l'équation  proposée  est  exprimée 
par  le  système  des  équations  F  {x,y,z,afb  )  =0  et 
dF  dFdb 

dâ^  dbda^®'  Cn  mettant  u^e  fonction  quelconque 

î(a)  à  la  place  de  b,  puis  éliminant  a  entre  ces  deux  équa- 
tions. 

k75.  De  plus,  si  dans  l'équation  F( x1y,z,a,b)=zO 
on  fait  varier  la  quantité  a  seule ,   ce   qui  donne 
dF 

F-f  ^da=0  ;  puis  la  quantité  b  seule  ,  ce  qui  donne 

dF  dF 
^*db  ^=0*  'e  syst^me  <*es  équations  F=0  et  —  =0 

représentera  une  caractéristique  appartenant  à  une  cer- 
taine surface  enveloppe;  et  le  système  des  équations  F  =  0 
dF 

etj£=0  représentera  une  autre  caractéristique  appar- 
tenant aune  autre  surface  enveloppe  infiniment  voisine 
de  la  première.  Donc  le  système  des  trois  équations 

F=0,  ^  =0,  —  =0  appartiendra  aux  points  d'intersec- 
tion de  ces  deux  caractérisques  ;  et  par  conséquent ,  si 
Ton  élimine  a  et  b  entre  ces  trois  équations ,  l'équation 
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«n  x,y>z  qui  en  résultera,  représentera  la  surface  lieu 
de  tous  ces  points  d'intersection  ,  c'est-à-dire  une  sur- 
face qui  touche  et  enveloppe  elle-même  toutes  les  enve- 
loppes dont  il  a  été  question  ci-dessus  ,  et  qui  est  tou- 
chée par  toutes  les  caractéristiques  ;  surface  à  laquelle 
l'équation  différentielle  proposée  doit  encore  appartenir, 
mais  qui  ne  répond  évidemment  qu'à  une  solution 
particulière  de  cette  équation. 

Nous  ajouterons  qu'il  existe  généralement  plusieurs 
équations  différentes,  analogues  à  l'équation  (1)  du 
n°  172,  contenant  deux  constantes  arbitraires ,  qui  peu- 
vent conduire  à  la  même  équation  différentielle  (3) ,  et 
produire  les  mêmes  surfaces  enveloppes  auxquelles  ré- 
pondront l'intégrale  générale  de  cette  équation  et  la  so- 
lution particulière  dont  il  vient  d'être  question. 

Intégration  des  équations  linéaires  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre. 

/*76.  Une  équation  aux  différences  partielles  est  li- 
néaire lorsque  les  coefficients  différentiels  ne  s'y  trou- 
vent qu'à  la  première  puissance.  Le  cas  le  plus  simple 
est  celui  où  ces  coefficients  sont  multipliés  par  des  con- 
stantes. Les  équations  de  ce  genre  ont  la  propriété  d'être 
satisfaites  par  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
leurs particulières,  propriété  qui  donne  immédiatement 
l'intégrale. 

Soit  en  effet  l'équation 

rfz  dz 


dans  laquelle  P  et  Q,  sont  des  nombres  constants.  Pre- 


BU 


nant  pour  valeur  particulière  (  m  et  n  étant  des  con- 
stantes ) 

dz  d  z 

z=e~*+*r,    d'où   — =  m. «■*+•/,  —  = 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée, 
il  vient 

rnP 

mPH-»Q  =  0,       d'où       n  =  — . 

La  valeur  s=e  ,  ou  «s=e"W*~^)  ,   dans  la- 

quelle tn  demeure  indéterminée ,  satisfait  donc  à  l'é- 
quation proposée.  Ainsi,  Ton  peut  prendre  pour  l'expres- 
sion de  la  fonction  z  une  série  formée  d'un  nombre 
quelconque  de  termes,  telle  que 

«=Ale-«,-*>+ A,*-»*-1»  +A,e"»'-,»+ etc., 

dans  laquelle  mt,  mt,  m,,  etc.,  At,  A,,  A„  etc.,  désignent 
des  constantes  entièrement  arbitraires.  Or,  il  est  vi- 
sible qu'une  telle  série  équivaut  à  une  fonction  arbi- 
traire de  la  quantité  Qx —  Py  qui  se  trouve  dans  tous 
les  termes.  La  formule  précédente  peut  donc  s'écrire 

x=?(Qx-Vy), 

y  étant  le  signe  d'une  fonction  arbitraire ,  et  l'on  aura 
ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée.  On 
vérifie  en  effet ,  que  cette  expression  de  z  satisfait  à 
l'équation  dont  il  s'agit. 

V77.  L'équation 

ndz       „  dz 
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dans  laquelle  P,Q  désignent  toujours  des  m 
stants ,  s'intègre  de  la  même  manière.  La  substitution 
de  la  valeur  particulière  z=e  m*+mr  donne  pour  équation 
de  condition 

mP+*Q  =  l,     d'où  /i*=ÎZ^2, 


ou    n  = 


1— mP 


i  les  expressions 


dans  lesquelles  les  constantes  m  ou  w  demeurent  arbi- 
traires, satisferont  à  l'équation  proposée.  Cette  équa- 
tion sera  également  satisfaite  par  les  valeurs 

et  par  conséquent  par  les  deux  séries 

* 

z  =  i  [A,e-.<«-  '/) + A,e-.W-"r) + Aje-^-^>  +  etc.] , 

S 

z-=eP  [R^-W  +  B^"W  +  B/^"W  +  etc.]  , 

dans  lesquelles  A,,  A,,  etc.,  mt,  m,,  etc.,  BB,  Ba,  etc., 
ni>nt*  etc  »  représentent  des  coefficients  arbitraires. 
Ces  séries  équivalent  aux  expressions 

z = cQ.  rfQjP-Pjr),     x  =  e  *  Y(P,r— Q.r) , 

f  et  ^  étant  les  signes  de  fonctions  arbitraires.  Il  est  aisé 
de  reconnaître  que  la  même  surface  peut  être  également 
représentée  par  ces  deux  expressions.  L'une  ou  l'autre 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
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.  178.  Considérons  maintenant  l'équation 

dz         dz  „ 

dans  laquelle  P,Q,R,  désignent  des  fonctions  quelcon- 
ques des  variables  xy,z.  Représentons  par 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  qui  doit  contenir 
une  fonction  arbitraire  de  ces  variables.  En  la  diflereo- 
tiant  successivement  par  rapport  à  je  et  à  y,  il  viendra 

df 

df    dfdz  dz  dx 

dz 
df 

df     df  dz  ...        dz  dy 

4-  +  4--r=o>       d'où         =  —  jL. 

dy     dz  dy  dy  df 

dz 

dz  dz 

et  comme  ces  valeurs  de  -r-  et  —  doivent    satisfaire  à 

dx  dy 

1  équation  proposée,  on  trouve,  en  les  y  substituant ,  l'é- 
quation 

D'ailleurs  9  en  dilïérentiant  complètement  l'équation 
/(x,y,s)  =0,  on  a 

~T  dx+  -f  dy+  -f  dz=0. 
dx        dy  '  dz 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de^  et  la  sul>- 


Digitized  by  Google 


-  i35  — 

sti  tuant  dans  l'équation  précédente,  il  viendra 
pdy—Qdx)  ^+(P^-R^)^=0. 

Or,  la  fonction  f(x>y,z)  devant  contenir  une  fonction 
arbitraire  des  variables  xj-.z,  il  est  nécessaire  que  l'é- 
quation précédente  soit  satisfaite,  quelles  que  soient  les 

df  df 

valeurs  des  fonctions  —  et -7- ;  d'où  l'on  conclut  que 

dy     dz  ■ 

l'on  doit  avoir  séparément  les  équations 

Vdy— Qdx=0 , 
Pdz—Rda:=0 , 

lesquelles,  par  l'élimination  de  dx,  donnent  4 

Qdz— R^=0. 

Ces  trois  équations  aux  différences  ordinaires ,  dont 
deux  quelconques  entraînent  la  troisième  ,  résultent  né- 
cessairement de  l'existence  de  1  équation  aux  différen- 
ces partielles  proposée,  et  subsistent  toujours  avec  elle. 
Admettons  que  de  ces  équations,  ou  d'une  combinaison 
quelconque  de  ces  équations,  on  puisse  déduire  par 
l'intégration  deux  équations  primitives  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire,  et  que  nous  désignerons 
par 

M=a  et  ,  R=b, 

aetb  étant  les  deux  constantes  arbitraires ,  et  M,iV  des 
fonctions  de  xy,z.  On  pourra  tirer  des  deux  équations 
M==a,  N=£,  les  valeurs  de  x  et  y  en  z  ,  et  les  substi- 
tuant dans  l'équation f{xy,z  )=0,où  il  ne  se  trouverait 
plus  alors  que  la  variable  z  avec  les  constantes  arbi- 
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traires  a,£,  et  d'autres  constantes  non  arbitraires.  Maïs 

puisque  Ton  doit  avoir  df=Oy  il  est  nécessaire  que 
la  variable  z  disparaisse  de  cette  équation  par  suite  de 
la  substitution  des  valeurs  de  x  et  de  y.  Ainsi  1  équa- 
tion/(x,/,;;)  =0  doit  se  réduire  uniquement  à  une  re- 
lation entre  les  quantités  a,  b  ;  relation  que  nous  pou- 
vons représenter  par 

*  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire.  Et 
comme  a  et  b  peuvent  être  remplacées  respectivement 
par  leurs  valeurs  M  et  N  en  fonction  de  on  voit 
que  l'intégrale  cherchée  sera 

•  *  (M,N)=0  ;       ou  si  l'on  veut       N=*(M)  , 

9  désignant  aussi  une  fonction  arbitraire 

479.  Les  notions  géométriques  indiquées  dans  le 
n*  474,  conduisent  au  même  résultat.  Remarquons  qu a 
Féquation  proposée 

_  dz       dz  n 

se  réunit  toujours  l'équation  générale 

dz  dz 

.         dz  dz 
Eliminant      ,  ou3p  on  trouve  *es  deux  équations 

tinctes 

dz 

(Pdj  —Qdjc)  —  ^Rdy—Qdz, 
pdy-Qdi:)  ~  =P</z-IWr , 
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qui  doivent  nécessairement  être  satisfaites  d'elles- 
mêmes  ;  car  autrement  on  en  tirerait  des  valeurs  déter- 
dz  dz 

minées  de  ^  et  —  en  xsy,zy  ce  qui  est  impossible, 

puisque  l'équation  proposée  ne  peut  déterminer  la  di- 
rection du  plan  tangent  en  un  point  donné  quelconque, 
attendu  que  par  ce  point  on  peut  faire  passer  une  infi- 
nité de  surfaces  représentées  par  l'équation  proposée. 
Donc  on  a  séparément  les  trois  équations 

Vdy—Qdx=0 , 
Prfz— R«£r=0 , 
Qdz—Kdy=Q , 

dont  deux  quelconques  entraînent  la  troisième.  Gomme 
les  relations  exprimées  par  ces  équations  dérivent  de 
l'équation  différentielle  proposée,  la  courbe  à  laquelle 
elles  appartiennent ,  doit  résulter  de  l'intersection  de 
deux  des  surfaces  auxquelles  appartient  l'équation  pro- 
posée elle-même  ;  .et  par  conséquent  cette  courbe  est 
celle  que  l'on  a  désignée  dans  le  n°  k7k,  sous  le  nom  de 
caractéristique.  Si  l'on  déduit  des  équations  différen- 
tielles précédentes  ses  équations  en  termes  finis,  sous  la 
forme 

elles  représenteront  toutes  les  caractéristiques  possibles 
en  y  faisant  varier  à  volonté  les  constantes  a  et  b.  Mais 
si  Ton  regarde  b  comme  une  fonction  quelconque  9  de 
la  quantité  «,  les  deux  équations 

M=a ,  N=f(a) , 

ne  représenteront  plus  que  la  série  des  caractéristiques 
qui  sera  déterminée  par  la  nature  de  la  fonction  ?  lors- 
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qu'on  fera  varier  a  depuis  —  -  jusqu'à-}--.  Enfin  si  Ton 

élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations,  le  résul- 
tat de  cette  élimination  ,  qui  est 

N=.(M) , 

appartiendra  à  la  surface  lieu  de  cette  série  de  caracté- 
ristiques, c'est-à-dire,  vu  l'indétermination  de  la  fonc- 
tion ?,  à  l'une  quelconque  des  surfaces  enveloppes  aux- 
quelles appartient  l'équation  proposée,  et  qui  sont 
représentées  par  son  intégrale  générale. 

kSO .  On  a  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  l'on  pour- 
rait intégrer  deux  des  équations  de  la  caractéristique; 
ou  deux  équations  quelconques  résultant  de  la  combi- 
son  de  celle-ci.  Cette  intégration  n'est  pas  toujours  pos- 
sible, parce  que  les  trois  variables  xyytz  se  trouvent  à 
la  fois  dans  les  équations  dont  il  s'agit ,  tandis  qu'elles 
ne  contiennent  que  les  différentielles  de  deux  d'entre 
elles.  Mais  l'on  peut  toujours  néanmoins  concevoir  l'in- 
tégrale générale  déduite  de  ces  équations  sous  la  forme 
à  laquelle  on  est  parvenu  dans  les  numéros  précédents. 
En  effet,  si  l'on  considère  deux  de  ces  équations  ,  telles 
que 

Vdz— Rdx=0 , 
Qdz— Rdy=0, 

ou  remarquera  que  puisqu'elles  appartiennent  à  une 
courbe,  on  ne  peut  plus  y  regarder  qu'une  seule  des 
variables  comme  indépendante.  Prenons,  par  exemple  , 
z  pour  variable  indépendante  :  ces  deux  équations 

dr 

contiendront,  outre  les  variables  x,ytz>  Tune  -77, 
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dy 

l'autre  — .  Différentiant  la  première  on  aura  une  équa- 

i  i     i  dy      d*x  _ 

tion  du  second  ordre  contenant  et  On  a 

donc  maintenant  trois  équations  entre  lesquelles  on  peut 

dy  , 

éliminer  y  et  ^  :  le  résultat  de  1  élimination  sera  une 

équation  aux  différences  ordinaires  du  second  ordre 
entre  les  variables  x  et  z  seules. 

Cette  équation,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu 
n*  V74,  a  nécessairement  deux  intégrales  du  premier 
ordre  ayant  chacune  une  constante  arbitraire.  Admet- 
tons que  Ton  obtienne  ces  intégrales  qui  contiendront 
dx 

toutes  deux        On  pourra  éliminer  cette  fonction  au 

dx 

moyen  de  l'équation  P— il  =0,  et  il  restera  par  con- 
séquent deux  équations  contenant  chacune  les  variables 
x,yyz  et  une  constante  arbitraire.  Mettant  ces  deux 
équations  sous  la  forme 


elles  donneront  comme  ci-dessus  pour  l'intégrale  cher- 
chée 

N=T(M). 

On  voit  par  là  que  l'intégration  de  l'équation  linéaire 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre  se  ramène 
toujours  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différences 
ordinaires  du  second  ordre  à  deux  variables. 

481.  La  méthode  exposée  dans  le  n°  478,  s'applique 
également  aux  cas  où  l'équation  aux  différences  partiel- 
les proposée  contient  un  plus  grand  nombre  de  variables. 


Digitized  by  Google 


—  1 40  — 

Si  cette  équation  est 

_  dv    _  dv    _dt>  _ 

nous  représenterons  son  intégrale  générale  par 

* 

En  la  difiérentiant  successivement  par  rapport  aux  va- 
riables x%y,zf  on  en  déduira 

4L  iL  *L 

dv         dx        dv         dy         dv  dz 

di=~~4r    dy=~t['  di=~4jr 

dv  dv  df 


ce  qui  donne,  en  mettant  ces  valeurs  dans  l  équation  pri- 
mitive 

„df  ndf   ^  df  ndf 
dv       dx       dy  dz 

On  a  d'ailleurs,  eu  faisant  varier  d'une  manière  quel- 
conque les  variables  vtxtytzt 

df  .     df  ,  ^     <//*  , 

dp        dx      ,dy  dz 

df 

Eliminant  ^~  entre  cette  dernière  équation  et  la  précé- 
dente, on  trouvera 

df  df  df 

<Jdx—Vdv)^MTdy—Qdv)-L  +{Tdz-Rdv)  £  =0 , 

équation  qui  sera  satisfaite  sans  déterminer  la  fonction 
/,  si  l'on  pose 

Tdx—Vdv=0 , 

Tdy—Qdtn=0 , 
Tdz  —J{dv=0  ; 
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d'où  résultent  les  trois  autres  équations 

Vdy—Qdx=Q, 
Vdz  —Keir—0 , 

Ces  équations  aux  différences  ordinaires  établissent  donc 
entre  les  variables  \>,x,y,z,  les  relations  nécessaires  pour 
que  la  fonction  primitive f\y,xy,z)  ait  sa  différentielle 
coustamment  nuUe ,  ou  ne  puisse  contenir  que  des 
constantes.  Si  donc  on  trouve  pour  trois  quelconques 
des  équations  dont  il  s  agit,  trois  intégrales  telles  que 

L=a ,  M.=b ,  N=c, 

atbt  c  désignant  les  constantes  arbitraires ,  la  substitu- 
tion dans  fiy,xty>z) ,  des  valeurs  des  trois  variables  dé- 
duites de  ces  intégrales  fera  nécessairement  disparaître 
la  quatrième,  en  sorte  que  cette  fonction  deviendra  une 
fonction  de  a,b,c  que  nous  désignerons  par 

Mettant  ensuite  pour  a,btc  leurs  valeurs  en  on 
aura  pour  l'intégrale  demandée  l'équation 

$(L,M,N)=0,         ou  N=?(L,M). 

On  opérerait  d'une  manière  semblable  si  le  nombre 
des  variables  indépendantes  était  plus  considérable. 

&82.  On  doit  distinguer  le  cas  où  un  terme  manque 
dans  l'équation  aux  différences  partielles 

parce  qu'alors  l'intégration  ne  dépend  plus  que  de  celle 
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d'une  équation  aux  différences  ordinaires  du  premier 
ordre. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  premier  terme  man- 
que, ou  que  Ton  ait  P=0.  Les  équations  delà  caracté- 
ristique des  n"  478  et  4-79,  se  réduisent  à 

Qdz—Rdy=0. 

La  première  donne 

a  désignant  une  constante  arbitraire ,  ce  qui  indique  que 
la  caractéristique  se  trouve  constamment  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  x  étant  constante  ,  on  ne 
regardera  plus  comme  variables  dans  la  seconde  équa- 
tion que  y  et  z.  Soit 

N=f(a), 

l'intégrale  de  cette  équation.  Mettant  x  à  la  place  de  a 
dans  le  second  membre  ,  l'intégrale  cherchée  sera  donc 

N=?(x). 

483.  Nous  pouvons  appliquer  la  méthode  précédente 
aux  cas  simples  traités  n°*  4-76  et  V77.  Dans  le  cas 
du  n°  W6,  P  et  Q  sont  constantes,  et  R=0.  Les  équa- 
tions de  la  caractéristique  deviennent 

Pdy—Qdx=0 , 
Leurs  intégrales  sont 

Pf—Qx=a , 
z=<f{a). 

L'intégrale  générale  cherchée  est  donc  ,  conformément 
à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  478,  et  comme  on  l'a  trouvée 
n'  475, 
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kSh.  Dans  le  cas  du  n°  V77,  1  équation  proposée 
étant 

-  dz  dz 

P  et  Q  sont  constantes  et  R=z.  Les  équations  delà  carac- 
téristique deviennent 

Pdjr—Qdx=0  , 

Vdz—zcLc  =0, 
Qdz — zdy  =0. 

Elles  s'intègrent  toutes  trois,  et  donnent  pour  intégrales 

M 

Vlz — x=const.  eu  z.e    *  =b , 

_r 

Vlz—y —const .  z.  e    Q  =c , 

a,b,c,  désignant  trois  constantes  arbitraires.  Ainsi,  con- 
formément à  ce  qu'on  a  vu  np  478,  on  pourra  prendre 
pour  l'intégrale  cherchée 

z.e    P=?(Ptr— Qx)         ou         z.e    0  =^(P^—Qj:)  , 

f  et  +  désignant  toujours  des  fonctions  arbitraires,  ce 
qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  d'une  autre  ma- 
nière n°  V77.  Quant  à  la  troisième  équation  qui  résul- 
terait de  la  combinaison  de  la  seconde  des  deux 
équations  de  la  caractéristique  avec  la  troisième,  et  qui 
serait 

z.e~Q=«*  (z.e~p)> 

*•  étant  le  signe  d'une  fonction  arbitraire  ,  elle  est  com- 
prise dans  les  deux  autres ,  et  ne  donne  rien  de  plus.  En 
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effet,  celles-ci  indiquant  que  z.e  p  et  z.e  0  sont 
toutes  deux  fonctions  de  la  même  quantité  Pjr — Qx,  il 
en  résulte  nécesai rement  que  les  deux  quantités  dont  il 
s'agit,  sont  fonctions  Tune  de  l'autre.  On  a  déjà  remar- 
qué d'ailleurs  que  ces  deux  premières  équations  expri- 
ment la  même  chose ,  et  équivalent  entièrement  Tune  à 
l'autre. 

&85.  Soit,  par  exemple ,  l'équation  très-simple 

dz  ^dz  _  q 

y dx    X dy 

Les  équations  de  la  caractéristique  se  réduisent  à 

jrdjy+xdx=0 ,  d'où        y+x*=a , 

dz  =0 ,  S  =?<z. 

L'intégrale  de  l'équation  proposée  est  donc 

<p  désignant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  l'équation 

dz  dz 

^lîx^~Xdy  =^  étant  considérée  dans  la  géométrie, 
exprime  que  la  projection  sur  le  plan  des  xjr  de  la  nor- 
male à  la  surface  à  laquelle  appartient  cette  équation 
passe  toujours  par  l'origine  des  coordonnées  ;  ou ,  si 
l'on  veut,  que  la  normale  rencontre  toujours  l*axe  des 
z.  Cette  propriété  convient  à  toute  surface  de  révolution 
dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  z,  et  ne  convient 
qu'à  une  surface  de  ce  genre.  Or,  il  est  visible  que  l'é- 
quation primitive z=<p  (jr*-f-^*) exprimant  que  l'ordonnée 
ne  varie  pas  lorsque  la  quantité  x*+y%  demeure  con- 
stante ,  ou  que  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan 
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perpendiculaire  à  l'axe  des  z  est  un  cercle,  appartient 
également  à  toute  surface  de  révolution  décrite  autour 
de  l'axe  des  z  par  une  ligne  quelconque.  Cette  équa- 
tion aie  même  degré  de  généralité  quel  équation  diffé- 
rentielle. 

Une  équation  analogue  à  l'équation  désignée  par 
F[x,y,z9a,b)  =0  dans  le  n°  472,  est  ici 

qui  représente  une  surface  sphérique  quelconque  dont 
le  centre  est  placé  dans  l'axe  des  z.  Si  Ton  prend  en 
effet,  les  deux  équations  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre,  qui  seront 

dz  dz 

* 

ce  qui  fait  disparaître  immédiatement  la  constante  b,  et  si 
Ton  élimine  entre  elles  la  constante  a,  on  trouvera  l'é- 

dz  dz 

quation  proposée  y  ^ — .r— =0.  Mais  cette  dernière 

équation  n'appartient  pas  seulement  à  toute  sphère  dont 
le  centre  est  placé  sur  Taxe  des  z.  Elle  appartient  éga- 
lement à  toute  surface  enveloppe  des  positions  succes- 
sives qu'occuperait  une  sphère  dont  le  centre  se  dépla- 
cerait sur  Taxe  des  z  par  la  variation  de  la  constante  a, 
et  dont  le  rayon  b  varierait  en  même  temps  suivant  une 
loi  quelconque  exprimée  par  la  relation  &=?(a).  Cette 
surface  enveloppe ,  qui  serait  donnée  par  l'élimination 
de  a  entre  les  deux  équations 


da 

2"  10 
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après  la  détermination  delà  fonction  y,  serait  évidem- 
ment une  surface  de  révolution  dont  l'axe  coïnciderait 
avec  Taxe  des  z.  D'ailleurs  la  seconde  des  équations  précé- 
dentes donne  évidemment  z  fonction  de  a ,  ou  a  =  F  {z). 
Mettant  pour  a  cette  valeur  dans  la  première ,  on  en  dé- 
duira comme  ci-dessus ,  z  =  *  (x'-f^). 

On  peut  aussi  regarder  comme  une  intégrale  parti- 
culière de  1  équation  aux  différences  partielles  proposée 
l'équation 


qui  représente  la  surface  d'un  cône  droit  quelconque 
dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  z.  La  constante  h  est 
l'ordonnée  du  centre  du  cône  ,  et  la  constante  a  la  tan- 
gente de,  l'angle  compris  entre  l'axe  des  z  et  l'a  ré  te.  En 
différentiant  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y,  il 
vient 

x-*-(2-*)J|=D,  y-a\z-b)  ^.=0, 

équations  qui ,  par  l'élimination  des  constantes  a  et  by 
clz        d  z 

donnent  y  ^ — Xdy  ==^'  ^'enveloppe  ^es  positions 

successives  qu'occuperait  le  cône  en  faisant  varier  a 
dans  l'équation  x*+y* — a*  [z — y(a)]*=0  est  évidemment 
une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  dont  la 
figure  dépend  de  la  fonction  ? ,  et  à  laquelle  appartien- 
dra également  l'équation  différentielle  proposée.  L'équa- 
tion de  cette  surface  de  révolution  se  trouvera  en  élimi- 
nant a  entre  les  deux  équations 

.vW-a'lz-v{a)Y=0 ,  et  z-*{x)+a  = 
Or,  la  seconde  indique  que  z  est  une  fonction  quel* 
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que  de  a ,  et  par  conséquent  a  une  fonction  quelconque 
de  z  :  d'où  Ton  voit  par  la  première  que  z  doit  être  une 
fonction  quelconque  de  x'+y" ,  comme  on  la  trouvé  ci- 
dessus. 

^86.  Considérons  encore  l'équation' 


dz  dz 


Les  équations  de  la  caractéristique  seront 

xdy—ydjc=0 , 

ydz  — zdy  =0. 

Toutes  trois  sont  immédiatement  intégrables,  et  on  trouve 
en  les  intégrant 


a,b,c  désignant  toujours  des  constantes  arbitraires.  On 
peut  donc  prendre  pour  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée Tune  ou  l'autre  des  trois  équations 

5-©-    I -*(£)•  l-(î> 

dont  la  troisième  est  comprise  dans  les  deux  premières. 
Ainsi  l'intégrale  générale  se  forme  ici  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  expressions 

~tg),  -*•♦(;)• 

Dans  la  géométrie ,  l'équation  proposée 

dz  dz 
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exprime  que  les  plans  tangents  à  la  surface  à  la- 
quelle appartient  cette  équation  passent  tous  par  l'ori- 
gine des  coordonnées ,  propriété  qui  convient  à  toute 
surface  conique  dont  cette  origine  est  le  centre  on 
sommet ,  et  qui  ne  convient  qu'à  ces  surfaces.  Or,  il 

est  visible  que  les  équations  ^s=?^0,  ou^^jY*^ 

caractérisent  également  les  surfaces  dont  il  s'agit,  puis- 

z  s 

qu'elles  expriment  que  les  rapports  -  ou  -  demeurent 

v 

constants  en  même  temps  que  le  rapport       ou  si  Von 

veut,  que  tout  plan  passant  par  l'axe  des  z  coupe  la  sur- 
face suivant  une  ligne  droite. 

L'équation  analogue  à  l'équation  F[x  j-,z,a,b)  =0  du 
n*  472,  est  ici 

ax+by — 2=0, 

qui  appartient  à  un  plan  quelconque  passant  par  l'ori- 
gine des  coordonnées,  lorsqu'on  y  regarde  a  et  b  comme 
des  constantes  arbitraires.  Ses  deux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  sont 

dz  dz 

et  donnent  par  l'élimination  de  a  et  b  l'équation  pro- 
posée ;  cette  équation  appartient  non-seulement  à  ce 
plan,  mais  à  toute  surface  enveloppe  de  l'espace  que  le 
plan  parcourrait  en  le  faisant  mouvoir  par  la  variation 
des  constantes  a  et  b,  sans  qu'il  cessât  de  passer  par  l'ori- 
gine des  coordonnées,  surface  qui  serait  évidemment  une 
surface  conique  dont  l'origine  des  coordonnées  serait  le 
centre.  On  en  aurait  l'équation  en  prenant  (a) ,  et 
a  entre  les  deux  équations 
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ajc+y(a)  y — z=0  et        JH  .^=0. 

Or,  la  seconde  donne  ~  =  fonction  de  a,  ou  as^fono- 

X  X 

tion  de     On  déduira  donc  de  la  première  -  =  fonc- 

tion  de  —  ,  conformément  à  ce  qu'on  a  trouvé  ci- 
dessus. 

XXX VIII.  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  , 
LINÉAIRES  ET  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS  ,  d'un  ORDRE 
QUELCONQUE. 

487.  Ces  équations  méritent  une  attention  particu- 
lière, prce  que  c'est  par  leur  moyen  que  les  géomètres 
ont  exprimé,  dans  les  cas  les  plus  simples,  et  que  l'on 
peut  appeler  normaux  ,  les  lois  générales  des  principaux 
phénomènes  dont  l'étude  est  l'objet  de  la  philosophie 
naturelle.  Elles  out  pour  caractère  propre  de  pouvoir 
toujours  être  satisfaites  par  une  infinité  de  solutions 
particulières  ,  comprises  dans  une  même  formule ,  que 
l'on  peut  regarder  comme  une  sorte  de  type  analyti- 
que, auquel  appartient  la  propriété  dont  l'équation 
différentielle  est  l'expression.  L'ensemble  de  ces  solu- 
tions donne  sur-le-champ  une  intégrale  générale  dans  la- 
quelle il  se  trouve  des  quantités  arbitraires,  qu'il  s'agit 
de  déterminer  ensuite  d'une  manière  conforme  aux 
conditions  spéciales  appartenant  à  chaque  question. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  du  second  or- 
dre suivante  entre  les  deux  variables  indépendantes  xj 
et  la  variable  z  supposée  fonction  des  deux  autres  , 
tVz         d?z         d%z       dz  dz 
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dans  laquelle  P,Q,R,S,T  représentent  des  quantités 
constantes  quelconques.  Nous  aurons  ici  pour  la  valeur 
particulière  qui  satisfait  à  cette  équation 

mtn  désignant  des  constantes ,  pourvu  que  ces  constan- 
tes satisfassent  elles-mêmes  à  l'équation  de  condition 

Vmr+Qmn+Vrf+Sm+Tn+i  =0  ; 

et  comme  cette  équation  permet  de  prendre  arbitraire- 
ment Tune  des  deux  quantités  m  ou  n  ,  on  voit  qu'il 
existe  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  qui  peuvent  être  attribuées  à  ces  deux 
quantités ,  avec  la  condition  de  rendre  l'expression 
5=em*+"Jr  propre  à  vérifier  l'équation  proposée. 

Cette  équation  serait  également  vérifiée  par  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  valeurs  semblables  à  la  pré- 
cédente ,  affectées  chacune  de  coefficients  constants 
quelconques.  On  peut  donc  écrire 

z= Ae»* + »/+A,c«^ + -ir+A.e"»* + etc . , 

et  cette  expression  sera  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée,  si  la  série  comprend  tous  les  systèmes  en 
nombre  infini  de  valeurs  de  m  et  n  qui  satisfont  en- 
semble à  l'équation  de  condition  précédente.  Les  coeffi- 
cients constants  A,A,,At,  etc.,  restent  entièrement  arbi- 
traires. Cette  expression  de  z  doit  être  regardée  comme 
ayant  le  même  degré  de  généralité  que  l'équation  diffé- 
rentielle elle-même. 

Ces  notions  peuvent  évidemment  être  étendues  à 
toute  équation  différentielle  du  même  genre ,  quel  que 
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soit  le  nombre  des  variables  indépendantes  et  Tordre  de 
l'équation. 

488.  Les  questions  qui  ont  été  résolues  par  l'intégra- 
tion des  équations  aux  différences  partielles ,  apparte- 
naient principalement  à  la  théorie  du  mouvement  de  la 
chaleur,  ou  à  la  mécanique.  Dans  les  premières,  la  tem- 
pérature d'un  point  donné  d'un  corps  est  regardée  comme 
une  fonction  du  temps  et  des  trois  coordonnées  de  ce  point. 
L'équation  différentielle  exprime  certaines  relations  qui 
doivent  subsister  entre  les  coefficients  différentiels  par- 
tiels de  cette  fonction,  relations  qui  dérivent  immédia- 
tement du  principe  de  la  communication  de  la  chaleur 
et  qui  sont  communes  à  toutes  les  questions.  L'inté- 
grale doit  satisfaire  à  ces  relations,  et  de  plus  à  certai- 
nes conditions  particulières,  qui  dépendent  de  la  figure 
du  corps,  du  mode  d'échauffement  ou  de  refroidisse- 
ment ,  enfin  de  l'état  initial  des  températures  des  di- 
vers points.  Dans  les  questions  de  mécanique,  où  l'on 
considère  le  mouvement  d'un  système  de  corps ,  on 
regarde  les  coordonnées  variables  des  points  qui  se  dépla- 
cent ,  comme  des  fonctions  du  temps  et  de  leurs  coor- 
données initiales.  Les  équations  différentielles  expri- 
ment les  lois  générales  du  mouvement.  Les  intégrales 
doivent  satisfaire  à  ces  équations,  aux  conditions  par- 
ticulières du  système ,  et  représenter,  quand  on  y  sup- 
pose le  temps  nul ,  l'état  initial  de  repos  ou  de  mouve- 
ment dans  lequel  ce  système  se  trouvait  à  l'instant  d'où 
le  temps  est  compté.  Pour  donner,  dans  les  cas  les  plus 
simples ,  une  idée  de  la  manière  dont  ces  intégrales  se 
forment,  on  considérera  les  questions  suivantes. 

(►89.  Concevons ,  comme  dans  le  n1  H8,  uue  barre 
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cylindrique  ou  prismatique  dont  les  dimensions  trans- 
versales sont  très-petites.  Admettons  que  cette  barre  „ 
d'une  longueur   déterminée,  ait  été  primitivement 
échauffée  d'une  manière  quelconque,  puis  placée  dans  un 
milieu  dont  la  température  constante  est  zéro,  et  que 
ses  deux  extrémités  soient  aussi  maintenues  constam- 
ment, par  une  cause  quelconque,  à  la  température 
zéro.  Il  s'agit,  l'état  de  température  initial  de  la  barre 
étant  donné,  de  connaître  les  variations  que  subiront 
avec  le  temps  les  températures  des  divers  points,  jusqu'à 
ce  que  l'excès  de  chaleur  qui  lui  avait  été  communiqué 
s'étant  dissipé  dans  le  milieu  environnant ,  ces  tempé- 
ratures aient  été  toutes  réduites  à  la  température  même 
du  milieu.  On  nommera 

n  l'aire  de  la  section  transversale  de  la  barre  ; 
7  le  périmètre  de  cette  section  ; 
x  la  distance  d'une  section  quelconque  à  l'une  des 
extrémités  ; 

v  la  température  qui  a  lieu  dans  cette  section  à  la  fin 
du  temps  t  ; 

a  la  longueur  de  la  barre  ; 

K,7i  les  conducibilités  intérieure  et  extérieure  ; 

C  la  chaleur  spécifique  ;  : 

D  le  poids  de  l'unité  de  volume. 

La  chaleur  passe  des  parties  les  plus  échauffées  de  la 
barre  dans  celles  qui  le  sont  le  moins,  en  même  temps 
qu'elle  se  dissipe ,  soit  dans  l'air  environnant  en  tra- 
versant la  surface  de  la  barre ,  soit  en  s'écoulant  par 
les  deux  extrémités  maintenues  à  la  température  zéro. 
Si  l'on  considère  l'élément  du  prisme  dont  la  longueur 
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est  dx,  et  dont  le  volume  est  ndx ,  on  reconnaît  que 

dv 

la  température  de  cet  élément  s'élevant  de  dt  dans  le 
temps  dt,  l'excès  de  la  chaleur  qu'il  reçoit  sur  celle  qu'il 
perd  dans  le  même  temps,  doit  être  Gù.ndx  —  dt. 

Or,  la  chaleur  qu'il  reçoit  dans  le  temps  dt  par  sa 

dv 

première  extrémité  est  —  K.ci^dt  ;  celle  qu'il  transmet 

(dv     <Pv  \ 
~dt    dj?^)  ^  '  Ct 
celle  qu'il  perd  au  travers  de  sa  surface  est  h.fdx.vdt  : 
d'où  il  suit  que  la  chaleur  qui  reste  dans  l'élément  est 

K.û     a— hf.v  \  dxdt.  Egalant  cette  quantité  de  cha- 


( 


do?  '*y 

leur  à  celle  qui  est  nécessaire  pour  produire  l'éléva- 
tion de  température  qui  a  lieu  dans  cet  élément ,  il 
vient 

dv      K  d*v  ky 
dt  "~CD3j?"~"  71"' 

pour  l'équation  aux  différences  partielles  qui  exprime 
la  loi  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  la  barre. 
Cette  équation   devient  plus  simple  en  posant 

i>=u    11  ,  u  désignant  une  nouvelle  variable  :  elle  se 
réduit  alors ,  en  écrivant  pour  abréger  k  à  la  place  de 
K 

CD'a 

du  (tu 
dt  dp 

Conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  487,  on  y  sa- 
tisfera par  la  valeur  particulière  u=em*+nty  pourvu  que 
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les  constantes  m  et  n  vérifient  lequation  n=km\  Ainsi 
l'intégrale  générale  est 


M=Ae   ^    -hAe  "     -hA,e    T  +etc., 

dans  laquelle  les  constantes  m, mf,mw  etc.,  et  A,A„  Au, etc. , 
sont  entièrement  indéterminées. 

490.  Cette  intégrale,  aussi  bien  que  l'équation  dif- 
férentielle ,  appartient  à  toutes  les  questions  où  il  s  agit 
du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre  prismati- 
que dont  les  dimensions  transversales  sont  très-petites, 
placée  dan3  un  milieu  dont  la  température  est  con- 
stante. Elle  doit  satisfaire  dans  la  question  dont  il  s'a- 
git ici  aux  deux  conditions  suivantes:  1"  que  la  valeur 
de  v ,  et  par  conséquent  celle  de  u ,  soient  toujours 
nulles  aux  points  extrêmes  de  la  barre,  c  est-à-dire  pour 
les  valeurs  x=0,a:=a  ;  2°  qu'en  supposant  t=0  l'expres- 
sion de  v  s'accorde  avec  l'état  initial  des  températu- 
res ,  que  l'on  doit  supposer  donné  sous  cette  forme 
u=9{x)9j  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire. 

L'expression  précédente  ne  satisfera  pas  à  la  condi- 
tion de  donner  m=s0  pour  les  valeurs  x=0  et  x=a,  en 
prenant  pour  les  nombres  m,  m,,  ma,  etc.,  des  valeurs 
réelles.  Mais  en  leur  attribuant  des  valeurs  imaginaires 

m  \/ — 1 ,  mt  V — 1 ,  m%  V — 1,  etc.,  et  remplaçant  cha- 
que exponentielle  imaginaire  par  sa  valeur  en  sinus  et 
cosinus  d'arcs  réels,  on  aura,  au  lieu  de  cette  expression , 
la  formule 

w= ( Asin  wx+Bcos. mx)e~  **>•<+( A.sin  .//i,x+B,cos .  //i^e-*"''1 
+(  A*in.  nhX+B#os.mtx)e-kmS'-Htc.  ; 

dans  laquelle  on  doit,  pour  lui  conserver  toute  la  géné- 
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raJité  qu'  elle  comporte ,  donner  des  coefficients  aux  ter- 
mes sin^x-e""*1"'',  cos-mx.*?-*"1'',  et  ainsi  des  autres, 
parce  que  ces  termes  vérifient  séparément ,  ainsi  qu'il 
est  facile  de  s'en   assurer,  l'équation  différentielle 

^=         Mais  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit , 

nous  devons  nécessairement  supposer  nuls  tous  les  coef- 
ficients B,B,,Ba.  etc.,  puisque  les  termes  qu'ils  affectent 
ne  peuvent  se  réduire  à  zéro  lorsque  Ton  suppose  x=0; 
et  nous  devons  prendre  simplement  la  partie  de  l'inté- 
grale qui  s'accorde  avec  cette  condition  ;  savoir  : 


w=Asin.m,r.e-*,*,M-A,sin  .m,j?.e-W'+Atsin.m^.e-*"»V+etc. 

Pour  satisfaire  ensuite  à  cette  autre  condition  que  m=0 
lorsque  x=a ,  il  suffira  de  choisir ,  pour  les  nombres 
m,mt,m%,  etc.,  des  multiples  exacts  de  la  demi-circon- 
férence divisée  par  a.  Nous  écrirons  donc 

.    .     TtX  — -T'        .    2-JC  -j-'        .     3rJ7  r-' 

a=AIsin. — .e   a   +A,sin.  .e     °     +AjSin.  ,e     «'    a. etc  ; 

a  a  a  7 

et  en  concevant  cette  série  prolongée  à  l'infini,  le  résul- 
tat présentera  toute  la  généralité  possible,  avec  les  con- 
ditions que  l'expression  de  u  satisfasse  à  l'équation  dif- 
férentielle et  donne  u=0  lorsque  x=0  et  x—a. 

4,91.  11  reste  à  satisfaire  à  la  condition  qu'en  faisant 
*=0,  ce  qui  donne  *>=u,  et 

ffX  2irX         .    3ttX    .    .  In* 

tt=A,sin.  Hvin.  f-A3sin.  hA.sin.  |-etc, 

a  a  a       4       a  9 

la  série  du  second  membre,  prolongée  à  l'infini,  repro- 
duise la  valeur  de  la  fonction  donnée  et  arbitraire  s (jp), 
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par  laquelle  on  suppose  l'état  initial  des  températures 
représenté  ;  c'est-à-dire  que  les  coefficients  A„  A,,AB,  etc. , 
qui  restent  encore  arbitraires ,  doivent  être  déterminés 
par  la  condition  que  1  équation 

.  nx      .   2nx      .    Snx   k   .  4-îrjr 

? (x)=sA,sin. — +A,sin.  f-A^in .  hA4sin.  Ktc. . .,  ( A) 

a  a  a  a 

subsiste  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  x 
comprise  entre  x=0  et  x=a. 

Concevons  que  Ton  ait  partagé  la  longueur  a  de  la 
barre  en  un  nombre  n — 1  de  parties  ,  n  étant  un  nom- 
bre entier  très-grand ,  et  qui  tend  à  devenir  infini,  et 

désignons  par  xltx%%x%  ,  xm  les  abscisses  des  points  de 

division.  On  posera  les  équations 

f(j-Js=A,sin. — î+AaSin.  hA,sin.  h  4-A.sm.— , 

a  a  a  cl 

.   .       .  .  2îrj:,    ft  .   3nx,  .   .  n*xM 

t(j?t)=A,sin. — +A,$in.  hA,sm.  +  +A*sin.  , 

a  a  a  a  9 

♦  (xJ^A.sin. — H-A^sin.  +A,sin.  '+  +A,sm.  , 

a  a  a  a 


<p(x.)=Alsni.  hA^in.  HAjSin.  h  +A«sin.  , 

a  a  a  a 

qui  doivent  toutes  subsister ,  et  d'où  Ton  peut  déduire 
les  valeurs  des  coefficients  A,,A,,A„  A..  Pour  opé- 
rer l'élimination  qui  donnera  la  valeur  du  coefficient  Ai 

appartenant  au  terme  A<  sin.-^-,  on  multipliera  la 

a  inx, 


première  des  équations  précédentes  par  — r  sin 


a 
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a  ivx  ' 

la  seconde    par  sin.        ,     la    troisième  par 

— -sin.  ,  etc.,  enfin  la  dernière  par — -  sin.  . 

On  ajoutera  ensuite  toutes  ces  équations.  Or,  il  est 
visible  que  le  nombre  n  étant  supposé  infiniment  grand , 

l'intervalle       devient  l'élément  infiniment  petit  dx\  et 

1°  la  somme  des  premiers  membres  ne  diffère  point 

f 00  inx 
de  l'intégrale  définie  I    dx.&in.  -~^(x). 

• 

IrrX 

2°  Si  Ton  désigne  par  Aj  sin  —  un  terme  quelcon- 
que du  second  membre  de  l'équation  (A),  la  somme  des 
termes  correspondants  dans  les  équations  précédentes 

/'°°  IttX  JtzX 

dx.sin.  —sin/—. 

3°  Enfin  la  somme  des  termes  contenant  le  coefficient 

ir:X 

A,  est  A,-  /     rfx.sin.— . 
Remarquons  maintenant  que  l'intégrale  définie 

dx.&m.  ,$m: —  , 

J.  a  a 

est  nulle  tant  que  les  nombres  *  et  j  sont  des  nombres 
entiers  différents  l'un  de  l'autre,  puisque  cette  intégrait 
revient  à 


Mais  si  les  nombres  i  et  y  sont  égaux,  ou  s'il  s'agit  de 
l'intégrale 


00 

dx.sm.   , 

a 
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on  trouve  pour  sa  valeur  ^.  Ainsi  l'opération  précé- 
dente a  fait  disparaître  tous  les  termes  ,  hors  un  seul . 
et  il  reste  pour  déterminer  le  coefficient  cherché ,  /  e- 
quation 


dx.SiD.   .^>(X)=A<--; 


d'où  l'on  déduit 

.00 

Ai  =  -  I    dx.sin.  — ^—  .y[x) 


2  f 


a 


pour  l'expression  d'un  coefficient  quelconque  dans  \e  se- 
cond membre  de  l'équation  (À).  Chacun  de  ces  coefficients 
est  donné  par  une  intégrale  définie  sous  le  signe  de  la- 
quelle entre  la  fonction  arbitraire  y{x).  Cette  intégrale 
représente  l'aire  d'une  courbe  que  l'on  forme  en  multi- 
pliant ,  dans  l'intervalle  compris  entre  x=0  et  jc=a,  les 
ordonnées  correspondantes  des  deux  courbes  qui  seraient 


représentées  par  les  équations  y=v(x)  et  ^=sin. 

elle  peut  toujours  être  calculée ,  pourvu  que  l'ordonnée 
n'ait  pas  de  valeurs  infinies  dans  cet  intervalle ,  circon- 
stance qui  n'a  jamais  lieu  dans  les  questions  physiques 
auxquelles  s'applique  cette  analyse. 

L'équation  (A)  devient  donc  (en  mettant  sous  le  si- 
gne des  intégrales  définies  une  autre  variable  a  à  la 
place  de  x  ) , 

-  I  sin-  —  I  rfasin.— .<p(a)+sin.—  I  dasui  ,,(aj 

a  J  o  a  a  J  a    '  ' 


3*xÇa,       3™    /  \  i  * 
i. -^-1  Éf^sin.— -  .^(a)+etc.  1. 
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que  Ton  peut  écrire,  pour  abréger 

çp(jc)=-msin.   I   dasin. — 

a  h*         a  i  a 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  prouve 
d'ailleurs  qu'une  telle  série  est  nécessairement  conver- 
gente, quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  ?(ar),  c  est- 
à-dire  que  la  somme  des  termes ,  à  mesure  que  l'on  en 
prend  un  plus  grand  nombre,  approche  toujours  d'une 
limite  déterminée ,  qui  est  la  valeur  du  premier  mem- 
bre, pourvu  que  Ton  ne  donne  à  la  variable  x  que  des 
valeurs  comprises  entre  o  et  a**  Au  delà  de  cet  inter- 
valle le  second  membre  de  l'équation  affecte  des  valeurs 
périodiques,  qui  ne  s'accordent  plus  en  général  avec  cel- 
les que  pourrait  donner  la  fonction  arbitraire 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  qu'il  ne  peut  être 
permis  d'omettre  dans  le  second  membre  de  l'équation 
(A),  un  seul  des  termes  appartenant  à  la  série  des  sinus 
des  arcs  égaux  à  la  demi-circonférence  multipliée  par  un 
nombre  entier  quelconque  ;  car  cette  omission  ôterait  à 
l'intégrale  cherchée  la  généralité  nécessaire,  l'intégrale 
devant  toujours  comprendre  ,  sans  aucune  exception , 
toutes  les  expressions  analytiques  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion différentielle  et  aux  conditions  particulières  de  la 
question.  C'est  ce  qui  devient  manifeste  en  remarquant 

que  si  ion  omettait,  par  exemple,  le  terme  A,sin. 

on  trouverait  alors  en  multipliant  les  deux  membres  de 

l'équation  (A)  par  rfce.sin.  —  ,ct  intégrant  ensuite  depuis 

•  Vovez  la  note  à  la  fin  de  l'article. 
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résultat  qui  ne  peut  évidemment  subsister  en  général , 
mais  seulement  pour  certaines  formes  particulières  de 
la  fonction  ? (x). 

*92.  D  après  ce  qui  précède,  la  température  variable  v 
des  différents  points  de  la  barre  se  trouvera  donc  expri- 
mée par  la  formule 

*=r?.e~  «  '.  Ssin.— .e"  »  V  I  rfaSin.ila.T(l)) 
a  i—,        a  Jo  a  - 

qui  résout  entièrement  la  question  proposée.  Elle  indi- 
que la  manière  dont  la  cbaleur  se  propage  et  se  répartit 
dans  la  barre.  Les  termes  successifs  de  la  série  sont  af- 

fectés  des  facteurs  e  cd  «^  c  cd  «•  \  e  en  ,  etc>> 
qui  se  réduisent  tous  à  l'unité  quand  t=0,  mais  qui, 
lorsque  t  augmente,  prennent  des  valeurs  très-inégales, 
décroissant  d  autant  plus  rapidement  à  partir  du  premier 
terme  que  le  temps  t  est  plus  grand.  Il  en  résulte  qu'à 
mesure  que  le  temps  s'écoule,  les  derniers  termes  de  la  série 
disparaissent  successivement ,  et  que  bientôt  elle  peut 
être  réduite  à  ses  deux  premiers  termes,  ou  même  à  son 
premier  terme  seul  en  sorte  que  l'on  a  simplement 

„=  H.e~(ïï/+CD  ?)'.sin.^  T^sinlV). 
a  a  J  o  a  7 

Ainsi  quelque  arbitraire  et  irrégulier  que  puisse  être 
l'état  initial  de  la  température  ,  elle  tend  rapidement  à 
se  rapprocher  de  la  distribution  indiquée  par  cette 
expression  ,  c'est-à-dire  d'un  état  tel  que  les  tempéra- 
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tures  des  divers  points  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  arcs  compris  dans  la  demi-circonférence.  Ces  rap- 
ports une  fois  établis  ne  s  altèrent  pas.  Les  températures 
de  tous  les  points  s'abaissent  à  la  fois  en  conservant  les 
mêmes  proportions,  et  ce  n'est  à  la  rigueur  qu'après  un 
temps  infini  que  tout  l'excès  de  la  chaleur  qui  avait  été 
donné  à  la  barre  étant  dissipé,  chacun  des  points  est 
amené  à  la  température  zéro  du  milieu  dans  laquelle  elle 
est  placée. 

493.  On  reconnaît  d'ailleurs  que  la  solution  précé- 
dente, par  cela  seule  qu'elle  représente  l'état  initial  et 
satisfait  à  l'équation  différentielle,  est  la  seule  qui  puisse 
être  obtenue ,  et  que  toute  autre  solution  ne  pourrait  en 
diflérer.  En  effet ,  lorsque  le  premier  état  t>0=i(x)  des 
températures  est  donné ,  l'équation  différentielle  faisant 

dv 

connaître  la  valeur  du  coefficient  jg-,  détermine  la  tem- 

*■ 

pérature  ivr  -jT  £t=v,  qui  a  lieu  après  le  temps  &t  pour 

un  point  quelconque  ,  avec  une  exactitude  d'autant  plus 

grande  que  àt  est  plus  petit.  Elle  déterminera  égale- 

i  ,  dp.  d\>. 

ment  les  températures  v=Vt+      A/, ^-  U ,  etc., 

qui  auront  lieu  après  les  temps  2Ar,  3^r,  etc.,  Or, 
l'expression  précédente  donnant  i>=y0  lorsque  *=x0,  et 
satisfaisant  à  l'équation  différentielle  donnera  évidem- 
ment en  y  supposant  f=.i*,=2.M,=3Ar,  etc.,  les  mêmes 
valeurs  v^v^v»,  etc.  (l'intervalle  A/  étant  supposé,  comme 
on  doit  le  faire,  infiniment  petit).  Ainsi  la  solution  est 
unique,  et  nécessairement  exprimée  par  la  formule  pré- 
cédente. 

2*  AlfNÉK.  11 


i 
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49».  Nous  considérerons  maintenant  la  question  du 
mouvement  de  vibration  d'une  corde  tendue  entre  deux 
points  fixes.  On  suppose  que  cette  corde  ait  été  déran- 
gée d'une  manière  quelconque  de  sa  figure  naturelle  rec- 
tiligne,  et  que  Ton  ait  imprimé  des  vitesses  quelconque? 
à  tousses  points  :  il  s'agit  de  déterminer  les  mouvements 
qu'ils  affecteront.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  sim- 
plicité, que  ces  mouvements  s'opèrent  dans  un  pian,  et 
de  plus,  que  les  écarts  de  chaque  point  à  partir  de  la  li- 
gne droite  tracée  d'une  extrémité  fixe  à  l'autre,  sont 
très-petits ,  en  sorte  que  Ton  peut  négliger  les  puissan- 
ces supérieures  des  nombres  qui  les  représentent.  On 
désignera  par 

x  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  af- 
fectée par  la  corde,  à  la  fin  du  temps  t  ; 
y  l'ordonnée  du  même  point  ; 

a  la  longueur  de  la  corde  entre  ses  deux  extrémités 
fixes  ; 

p  le  poids  de  la  corde  pofcr  l'unité  ie  longueur  ; 

P  un  poids  égal  à  la  force  avec  laquelle  la  corde  a 
été  tendue  ; 

g  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  par  la  gravité 
dans  l'unité  de  temps. 

Le  mouvement  de  chaque  élément  de  la  longueur  de  la 
corde,  dont  le  poids  peut  être  exprimé  par pdx  ,  et  la 

masse  par  ^  dx,  peut  être  déterminé  en  considérant 

cet  élément  comme  un  point  matériel  libre ,  pourvu  que 
l'on  ait  égard  aux  forces  qui  le  sollicitent  par  l'effet  de 
sa  liaison  avec  les  autres  parties  de  la  corde.  Or,  si  l'on 
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veut  déterminer  le  mouvement  de  1  élément  dans  le  sens 
des  on  considérera  qu'à  la  fin  du  temps  t,  cet  élé- 
ment est  sollicité  à  sa  première  extrémité,  en  vertu  de 
cette  liaison ,  parallèlement  aux  y,  par  la  composante 

dy 

de  la  tension  Pde  la  corde,  qui  tend  à  le  rapprocher 

i 

de  Taxe  des  x;  et  à  sa  seconde  extrémité  par  cette  même 
composante  augmentée  de  sa  différentielle,  savoir, 

^  îdx    dx  /' 

qui  tend  à  l'éloigner  du  même  axe.  Donc  l'élément  est 
sollicité  dans  le  sens  de  l'ordonnée^  par  la  différence  de 

ces  deux  forces ,  qui  est  P       ,  et  par  conséquent  la  loi 

de  son  mouvement  est  exprimée  par  l'équation 
pdxtty    -tTy  dy  _gPdy 

g  de~  dx*  de     p  dx* 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  de  la  corde. 

495.  En  cherchant ,  conformément  au  n°  487  ,  à  sa- 
tisfaire à  cette  équation  par  la  valeur  particulière 
J■=/e*l*+,,^  on  reconnaît  que  les  quantités  m  et  n  sont 
assujetties  à  la  condition 

n%=Vm\        d'où        n=±km , 


en  écrivant  pour  abréger  k  au  lieu  de  y  ^-^  On  peut 

donc  prendre  j=e*<*+*1)  et  y—em^-it)t  la  valeur  de  m 
demeurant  arbitraire.  D'où  l'on  conclut  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  précédente  est  exprimée  par 

yz=Ae™(*  +  *0+A,e*i(* +40+A,€",«(* +*)+etc. 
+B«<-  ")+B,t-  (*-*«)+B.e-<— *)+etc. , 
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les  constantes  mvma,ma,  etc.,  n,n,  ,nai  etc.  étant  en- 
tièrement arbitraires,  aussi  bien  que  A,A„À,,  etc.; 

« 

B,Ba,B„  etc. 

Afin  que  ces  constantes  soient  déterminées  mainte- 
nant d'une  manière  conforme  aux  conditions  de  la  ques- 
tion proposée  ,  il  faut  en  premier  lieu  que  la  valeur  de 
y  soit  nulle  aux  deux  extrémités  fixes  de  la  corde,  c'est- 
à-dire  lorsque  x=0  et  x=a,  ce  qui  exige  que  J  on  attri- 
bue des  valeurs  imaginaires  aux  constantes  ro,m„m„  etc. , 
et  7t,72„na,  etc.,  ou  que  Ton  remplace  e"(*H-^  par 

cos.m(.r4-A0+k/^sin.m(j>ffo)=^ 

►f  J/—  1  (sin  .mxcos.mkt+cos.  mxsin  .mit) , 

et  de  même  e*(x-*0  par 
cos.nx.cos.nkt+sw.nx.sin.  sin.njxos.nkt— cos.nx$innk  . 

et  ainsi  des  autres  termes.  De  plus,  il  faudra  supprimer 
les  termes  contenant  cos.mx  ou  cos./ur,  puisqu'ils  ne 
deviennent  point  nuls  quand  x=0  ;  et  quand  aux  termes 
contenant  sin.  mx  ou  sin.  nx ,  on  devra  prendre  pour 
les  constantes  m  ou  n  un  nombre  entier  de  demi-cir- 
conférences divisé  par  o,  afin  que  ces  termes  s'évanouis- 
sent lorsque  x=a.  Nous  aurons  donc  pour  l'intégrale 
cherchée,  en  donnant  des  coefficients  différents  aux  ter- 
mes qui  satisfont  séparément  à  l'équation  différentielle, 

,    .     nx       rtkt     .    .      nX       2rkt         .    ZnX  Znkt 
r=A.sin.  — cos.— +A,sin.— cos.— <+A,sin.—  cos.  |ctc. 
a       a  a         a  a  a 

_  .    irx  .   *kt  2rx  .    2xkt  _  .    3.Tjr  .  3n&t 

+B,sin.  — sin.  hB^m.  sin.  hB^in.  sin.  hetc.. 

a       a  a         a  a  a 

et  il  ne  reste  plus  qua  déterminer  les  coefficient* 
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\„A,,A,,  etc.,  et  8,3,3,,  etc.,  d'après  la  considération 
de  l'état  initial. 

fc96.  Supposons  donc  qu'à  l'instant  d'où  l'on  com- 
mence à  compter  le  temps  :  1°  la  figure  de  la  corde  soit 
exprimée  par  l'équation  jr  =  <f(x);  2Q  la  vitesse  de  l'un 
quelconque  de  ses  points  soit  exprimée  pari  équation 
dy  % 

—  =^(x),  f  et  4?  désignant  des  fonctions  entièrement 

arbitraires.  Pour  que  l'expression  précédente  s'accorde 
avec  ces  conditions,  ou  devra  donc  avoir 

irx  2irx  %nx 

v(x)  =  A.sin.  hA,sin.  -f  A,  sio.   +etc. , 

a  '   a  a 

+  (*)  =  B—  sin.—  +B,  sin   +B,  sin  +etc, 

a        a         a         a  a         a  1 


équations  d'après  lesquelles  les  coefficients  dont  il  s'agit , 
se  détermineront  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
n°  491.  L'expression  complète  de  l'ordonnée^  sera  en 
conséquence 


2~          ***                 Ça  ,  *ttx 
K  sin  —  .  cos.  I    dz .  sin.  .  q,(a) 


a  • 


+  7-J^-rSin.  ,  sin.         I   a*  .  sin.  —  .iMa) 

*ir  g  i        a  a  J  ^  a   T  ' 

Cette  expression  montre  que ,  quel  que  soit  l'état  ini- 
tial, le  mouvement  de  la  corde  peut  être  regardé  comme 
la  réunion  ou  la  superposition  d'une  infinité  de  mouve- 
ments simples  oscillatoires ,  exprimés  chacun  par  un 
terme  des  séries.  Les  durées  des  oscillations  dans  ces  di- 
vers mouvements  simples  décroissent  comme  les  nom- 
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brcs  1,  £,-,7,  etc.  L'état  initial  se  reproduit  alterna- 

tivement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  la  direction  natu- 
relle de  la  corde.  La  durée  d'une  oscillation  entière 

est  a^^p  *  en  sorte  ïu'*"e  cs*  proportionnelle  à  la 
longueur  de  la  corde  entre  ses  extrémités  fixes,  et  réci- 
proque à  la  racine  quarrée  du  rapport  du  poids  de  2'u> 
ni  té  de  longueur  de  la  corde  au  poids  qui  en  mesure  la 
tension.  Ces  résultats  sont  entièrement  conformes  à  l'ex- 
périence. 

Des  notions  analogues  à  celles  qui  ont  été  présentées 
dans  le  n*  fc93,  prouveront  d'ailleurs  que  la  solution  est 
unique,  et  nécessairement  donnée  par  l'expression  pré- 
cédente, qui  s'accorde  avec  l'état  initial  et  vérifie  1  équa- 
tion différentielle. 

NOTE. 

Démonstration  de  la  convergence  des  séries  de  sinus 
a" arcs  multiples,  exprimant  la  valeur  d'une  fonction 
arbitraire  entre  des  limites  données. 

La  convergence  de  ces  séries,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion      ,  peut  être  démontrée  de  la  manière  suivante. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité  a—n  ;  le  terme  général 
deviendra 

sin.irl  d* .  sin.  ia .  <p(a). 


Supposons  d'abord  1  pair.  L'intégrale  j  du.  sin.  ia. 
se  composera  d'un  nombre  entier  de  parties  correspon- 
dantes  à  des  intervalles  égaux  à  -r  pris  sur  l'axe  des  * 
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ntre  0  et  tt.  Considérons  les  termes  de  la  série 
Joignes  du  premier,  et  où  le  nombre  i  est  assez  grand, 
)our  crue,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  la  ligne  dont 
>  (*)  est  l'ordonnée  puisse  être  regardée  comme  une  ligne 
Iroite,  et  soit  m+nx  l'ordonnée  de  cette  ligne  droite.  Re- 


marquons que 

2rr 


I  dx.sin.it 


ou  en  appelant  *  et  «,  les  abscisses  qui  répondent 
aux  deux  limites  de  cette  intégrale,  ce  qui  donne 


■ 

l 


D'où  Ton  conclut  immédiatement,  pour  les  termes  dont 
il  s'agit, 

*r  1 
da .  sin.  ici .  ?(a)  =  t  [*(<>)— 


i: 


Supposons  ensuite  i  impair.  L'intégrale  cherchée 
se  composera  d'abord  d'un  nombre  entier  de  parties 

correspondantes  à  des  intervalles  égaux  à  y,  dont 
la  somme  totale  sera ,  d'après  ce  qui  précède  , 
^[?(0)— *.^J;  puis  dune  dernière  partie  corres- 
pondante à  un  intervalle  égal  à  %.  Or,  on  a 


•         .  .  2/w  nie 

rfot.sin  .ta(m  +  *«)»  —  +  -=  , 

1  1 

o 
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/  ,\  *w-t(«-î) 
w=V-7> n==  ;  ; 

i 


d'où  résulte 
i 

Donc  lorsque  i  est  impair  et  extrêmement  grand,  on  a 
sensiblement 

Cr  i 

%      J  ^.sin.ta.Y(a)«?[v(0)+f(ir)]. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  :  1°  que  si  la  ligne  dont 
t(a?)  est  l'ordonnée  se  réduit  à  une  ligne  droite,  on  a 
exactement 

t(°)+  x— 

7» 


7T 


[?(0)4^M](sin.j>f^ 

■Kf(OHCir)](    in.  2jt+  -  sio  A  xf-sin.  6x4gSÎn.  8-r+€tc.  H 

2°  que,  quelle  que  soit  cette  ligne,  le  résultat  obtenu 
tendra  toujours  à  coïncider  déplus  en  plus  avec  1  «pres- 
sion précédente  à  mesure  que  Ton  considérera  des  ter- 
mes de  la  série  plus  éloignés  du  premier.  D'où  il  résulte 
qu'il  suffira  de  vérifier  cette  équation  pour  que  la  con- 
vergence des  séries  soit  démontrée  dans  tous  les  cas  pos- 


Gon sidérons  en  premier  lieu  la  série 

U==sin.x+£sin.3x  +  lsin.5x+ \  6in.7x +  ctc., 
3  5  7 
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ne  prenons  d'abord  que  la  somme  d'un  nombre  déter- 
miné de  termes,  et  écrirons 

U»  =  sin.  x  +  -  sin.  3x+  -  sin.5x+  -  sin.7x+  4-  -sin.nx, 

3  5  7  n 

n  désignant  un  nombre  impair.  Diflérentiant  par  rap- 
port à  x,  il  viendra 

-j-  =  cos.  x    cos.  3x  -+-  cos.  5x  -H  cos.7x  -h  4-  cos.  nx  -t 

ou ,  d'après  une  formule  qui  sera  donnée  plus  loin  , 

dVn      sin.  (n-H)  x 
dx  2sin.x 

On  trouvera  donc ,  en  multipliant  par  dx  et  inté- 
grant , 

TT  cos.(/i+l)x        i      r     ,    Mx    J   1  \ 

U*=:const.—  ,  +  I  cos.  71+1  )x.d[ -   . 

2(/H*l)sin.x    2(n+i)J  \sm.xJ 

Pour  déterminer  la  constante ,  on  supposera  en  même 
temps  x  =  let  n  infiniment  grand.  Le  premier  mem- 
bre deviendra  1 —  \  +  l — l  4- etc.,  =  -  d'où  Ton  conclut 

3    5    7  4 

l=cons<.,     et  par  conséquent  U=J. 

♦ 

Considérons  ensuite  la  série 

V=  -  sm .  2x+  -  sin .  4x  +  -  sin .  6x + -  sin .  8x  +  etc. , 
Jt  4  6  8 

et  écrivons  également 

V^îsin.2x+Jsm.4x4-^sin.6x4-Uin.8x+  +  *  «n*x, 

A  4  6  8  fl 
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n  désignant  un  nombre  pair.  La  difïérentiation  don; 

—  =  cos.2x  +  cos.  4x  +  cos.Ôx  4-  cos .  8x  -H  + cos.  nx 

dx 

ou ,  d'après  la  formule  citée 


dVn  1  sin.(w+1)x 
~dx  ~~ ~~2  +    2  sia.  x 


x    cos.  [n+\)x 


et  en  intégrant 

lf+— —  /"  cos.(n+l)x.d(-  V 

2     2(/i+l)sin.x    2(n+l)J  \sw.x,l 

On  déterminera  la  constante  en  faisant  x=  -  et  n  infini. 

,     ,        _    1/1    1    I     .  \  * 
Le  premier  membre  deviendra  ^\  ^  ) — 8* 

Donc 

*=iConst.—  ?-,    d'où   const.  =r  £    et    V=-  — 
Nous  parvenons  donc  aux  deux  expressions 

-  =sin. x+  -  sin.  3x+  ^  sin.  5x+  ^  sin.  7x+ etc., 
4  3  5  7 

X=î  sin.2x+  {  sin.4x+-  sin. 6x+-  sin.8x+etc., 
4     2     2  4  o  o 

au  moyen  desquelles  lequation  obtenue  ci-dessus  devient 
effectivement  identique. 

XXXIX.  MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 

*97.  La  métbode  des  variations  a  pris  naissance  dans 
les  questions  de  maximis  et  minimis  considérés  sous  le 
point  de  vue  le  plus  étendu  ;  mais  son  utilité  principale 
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consiste  dans  les  applications  à  la  mécanique.  Nous  ne 
pouvons  présenter  ici  que  les  premiers  éléments  de  cette 
méthode  et  ses  usages  les  plus  simples. 

Il  faut  distinguer  en  premier  lieu  en  quoi  les  ques- 
tions de  maximis  ou  minimis  qui  dépendent  du  calcul 
des  variations  diffèrent  des  questions  ordinaires  du 
même  genre.  Dans  les  questions  ordinaires  ,  une  quan- 
tité U  est  donnée  en  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes  xjr,z,  etc.,  de  manière  que  pour 
chaque  système  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables,  il 
en  résulte  une  valeur  déterminée  pour  U.  On  demande 
de  fixer  les  valeurs  de  x,y,z,  etc.,  qui  rendront  U  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  qu'il  soit  possible.  Cette 
question,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  XIV,  se  résout 
en  posant  les  équations 

dU     ^        dU  dU 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  demandées  des 
variables  xjr^z,  etc.  Quant  à  la  distinction  des  cas  où  les 
valeurs  qui  satisfont  à  ces  équations  répondent  effecti- 
vement à  un  maximum  ou  à  un  minimum  ,  elle  est 
fondée,  comme  on  l'a  vu  également  dans  l'article  cité, 
sur  la  considération  des  coefficients  différentiels  du  se- 
cond ordre  delà  fonction  U. 

Dans  les  questions  qui  dépendent  du  calcul  des  va- 
riations, on  conçoit  entre  diverses  quantités  variables 
une  relation  existante ,  mais  indéterminée  ,  et  l'on  de- 
mande de  déterminer  cette  relation  de  manière  que  la 
valeur  d'une  certaine  fonction,  valeur  qui  dépend  de  la 
relation  dont  il  s'agit ,  soit  la  plus  grande  possible. 
Par  exemple  une  courbe  étant  tracée  entre  deux  point» 
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fixes  ,  la  grandeur  de  l'air  comprise  entre  la  courbe, 
Taxe  des  abscisses,  et  les  ordonnées  des  points  extrê- 
mes ,  est  déterminée,  et  sa  valeur  résulte  de  la  relation 
y—Jlx)  qui  est  l'équation  de  la  courbe.  Représentons-nous 
entre  les  deux  points  fixes  plusieurs  courbes  qui  auraient 
toutes  des  longueurs  égales  :  l'équation  x=f{x)  sera  dif- 
férente pour  chacune ,    et  l'aire ,  représentée  par 

J'^dx.jr,  aura  également  des  valeurs  différentes.  La 

longueur  de  la  courbe  est  exprimée  d'ailleurs  par 

On  peut  demander,  cette  longueur  demeurant  la  même, 
de  déterminer  la  figure  de  la  courbe,  c'est-a-dire  la 
forme  de  la  fonction  f{x)>  de  manière  que  l'aire 

J>Xt*dx.y  soit  la  plus  grande  ou  la  moindre  possible. 

Concevons  encore  une  courbe  tracée  entre  deux  points 
fixes,  et  considérons  un  corps  qui  descend  le  long  de 
cette  courbe  en  cédant  librement  à  l'action  de  la  gravité. 
Le  temps  que  ce  corps  emploiera  à  parvenir  d'un  point 
à  l'autre  dépend  de  la  figure  de  la  courbe  dont  il  s'agit, 
et  sa  valeur  est  exprimée ,  en  supposant  l'axe  des  x  ver- 
tical, par 


r.  y/  1+(sMs)' 


o 


On  peut  demander  de  déterminer  la  relation  y^JXx)  qui 
donne  la  figure  de  la  courbe  de  manière  que  ce  temps 
soit  le  moindre  possible.  Cette  question  sera  plus  êtes* 


Digitized  by  Google 


_  ,73  - 

due  si  Ton  admet  que  la  courbe  de  la  plus  vite  des* 
cente ,  ou  brachystochrône  ,  doit  être  tracée,  non  pas 
entre  deux  points  fixes,  mais  entre  deux  lignes 
courbes  données,  ou  entre  deux  surfaces  courbes  don- 
nées. Les  limites  xa  et  x<*  de  l'intégrale  deviennent 
alors  variables  ,  aussi  bien  que  l'abscisse  x»  du  premier 
point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sous  le  signe  d'intégra- 
tion définie. 

Une  recherche  de  même  genre  est  celle  de  la  ligne  la 
plus  courte  qui  puisse  être  tracée  sur  une  surface  donnée, 
entre  deux  points  fixes,  ou  entre  deux  lignes  marquées 
sur  cette  surface. 

498.  Ces  exemples  suffisent  pour  indiquer  quelle  est 
la  nature  des  questions  dont  il  s'agit,  et  à  quelle  recher- 
ches analytiques  on  se  trouve  conduit  pour  en  trouver  la 
solution.  L'expression  de  la  quantité  qu'il  faut  rendre 
un  maximum  ou  un  minimum  se  forme  ,  d'après  les  rè- 
gles connues  ,  au  moyen  des  éléments  différentiels  de  la 
courbe  cherchée.  Cette  expression  est  toujours  une  inté- 
grale définie  prise  entre  des  limites  données  ,  fixes  ou 
variables  avec  certaines  conditions.  On  doit  rendre  la 
valeur  de  cette  intégrale  la  plus  grande  ou  la  moindre 
possible,  en  déterminant  en  conséquence  la  relation 
analytique  dont  dépendent  les  coefficients  différentiels 
qui  se  trouvent  sous  le  signe  d'intégration.  Cette  ques- 
tion se  résout  d'ailleurs  au  moyen  des  principes  qui  s'ap- 
pliquent aux  questions  ordinaires  de  maxi ma  et  minima. 
On  suppose  que  toutes  les  quantités  variables  dont  dé- 
pend la  valeur  de  la  fonction  proposée  augmentent  de 
quantités  arbitraires  qui  peuvent  être  supposées  aussi 
petites  qu'on  le  veut  ;  et  dans  le  développement  de  la 
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valeur  qui  en  résulte  pour  cette  fonction,  on  égale  à  zéro 
le  terme  qui  contient  les  premières  puissances  de  ces 
accroissements  ;  ou ,  si  Ton  veut ,  on  égale  à  zéro  la  dif- 
férentielle totale  de  la  fonction  proposée  prise  par  rap- 
port à  toutes  les  quantités  variables  qu  elle  contient. 
L  équation  qui  en  résulte  doit  subsister  pour  toutes  les 
valeurs  qui  peuvent  être  attribuées  aux  accroissements 
infiniment  petits  de  ces  quantités  variables.  Elle  exprime 
la  condition  nécessaire  du  maximum  ou  minimum. 
Quant  à  la  distinction  des  cas  où  il  y  a  maximum  ou 
minimum ,  et  de  ceux  où ,  bien  que  cette  condition  soit 
satisfaite ,  le  maximum  ou  minimum  n'existe  pas  ,  elle 
dépend  de  la  considération  du  terme  qui  contient  les 
secondes  puissances  des  accroissements.  Le  maximum 
et  le  minimum  ont  lieu  respectivement  lorsque  ce  terme 
est  toujours  négatif  ou  positif,  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  accroissements. 

k99.  Nous  considérerons  en  premier  lieu ,  le  cas  où 
Ton  n'a  qu'une  variable  indépendante  x,  et  une  fonction 
jrdont  la  valeur  dépend  de  celle  de  x,jr  représentera  donc 
l'ordonnée  d'une  courbe  dont  x  est  l'abscisse.  Il  s'agit 
de  déterminer  la  figure  de  la  courbe  de  manière  que  l'in- 
tégrale définie 

dx.Y 

J  x9 

soit  un  maximum  ou  un  minimum.  Les  limites  xm  et  x 
de  l'intégrale  peuvent  avoir  une  valeur  constante 
donnée.  Ces  limites  peuvent  aussi ,  dans  quelques  cas , 
varier  d'après  certaines  conditions.  V  est  une  fonc- 
tion quelconque  d'un  nombre  déterminé  des  quantités 
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xj,  ^i^»^  »  etc-  x  étant  *a  variable  indépen- 
dante ,  l'élément  dx  est  supposé  constant. 

Cela  posé  ,  nous  admettrons  d'abord  que  les  limites 
xo,xbi  ont  une  valeur  constante.  Dans  ce  cas,  les  points 
extrêmes  de  la  portion  de  courbe  que  Ton  considère  doi- 
vent se  trouver  toujours  sur  les  perpendiculaires  à  Taxe 
des  abscisses ,  menées  aux  distances  jc0,o:w  de  l'origine  ; 
et  Ton  fera  varier  d'une  manière  aussi  générale  qu'il 

soit  possible  la  fonction  proposée  j"^w*£r.  V,  si  Ton  sup- 
pose que  la  courbe  cherchée  se  change  dans  une  courbe 
quelconque  infiniment  voisine  qui  soit  assujettie  à 
cette  condition.  Or,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  opérer 
un  tel  changement,  de  faire  varier  x  dans  la  fonction  V  ; 
il  suffit  d'attribuer  dans  cette  fonction  aux  quantités 

dy     d*v    d3v  , 
jr,  —  ,        ,        ,  etc.,  des  variations  quelconques  in- 


dépendantes les  unes  des  autres,  que  nous  désignerons 

par  2jr,  é        ^  ^p»  *2jp'  etc'    ^a  caractéristique  <? 

représente,  aussi  bien  que  la  caractéristique  d>  un  ac- 
croissement infiniment  petit  attribué  à  la  quantité  varia- 
ble affectée  de  cette  caractéristique  ;  mais  il  y  a  ici  cette 
différence  que  le  signe  d  indique  un  accroissement  ré* 
sultant  du  passage  d'un  point  de  la  courbe  cherchée  au 
point  suivant  de  la  même  courbe ,  tandis  que  le  signe 
S  indique  un  accroissement  résultant  de  ce  qu'on  passe 
d'un  point  de  la  courbe  cherchée  au  point  corres- 
pondant de  la  courbe  quelconque  infiniment  voisine. 
De  plus  nous  appellerons  variations  les  accroissements 
par     le  nom  de  différentielles  étant  conservé 
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aux  accroissements  indiqués  par  d.  La  variation  de  la 
fonction  V  résultant  des  variations  attribuées  auxquan- 

dy    d\y  d\ 

tites  y,  —  ,  —  ,  —, ,  etc.,  qui  y  sont  contenues,  sera 
exprimée  par  $V;  et  Ton  aura 

si  Ton  représente  par  N,P,Q,R,  etc.,  les  coefficients  dif- 
férentiels de  la  fonction  V  pris  respectivement  par  rap- 

ili        dy    d*v  dy 
port  aux  quantités  variables jr,  —  ,  -j— t ,  -^p,  etc. 

La  condition  du  maximum  ou  minimum  exige  que  la 
variation 

dx.tY 


i 


de  l'intégrale  définie  proposée  soit  nulle.  Cette  condition 
est  donc  exprimée  par  l'équation 

0=lx^(mj'+w^+Q,ë+R*ë:'+etc)- 

500.  On  remarquera  maintenant  que  dans  les  termes 

,  ^-jj  ,       ,  etc.,  Tordre  des  signes  d  et  <?  peut  être 

interverti  à  volonté.  En  effet,  l'ordonnée  du  point  de  la 
courbe  cherchée  étant  y,  l'ordonnée  du  point  suivant  de 
la  même  courbe  est  y+dy,  et  celle  du  point  correspon- 
dant de  la  courbe  voisine,  est  y-hty.  Donc  l'ordonnée  du 
point  suivant  de  cette  dernière  courbe  est  également 
y+dy+t(y+djr),  ou  <y+dy+d {jr+fy) .  Donc  Sdy=dojr.  La 
même  remarque  peut  être  appliquée  à  la  fonction 
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et   aux  fonctions   suivantes.    On  a  également 


àdW       dndy      <Fùy  •     •   j  *r 

— -il  =.  — ~-  =  -7-^,  et  ainsi  de  suite.  Nous  pouvons 

dx?        dx       dx  r 

donc  écrire  au  lieu  de  l'équation  précédente, 

dfy       d*ty  d'ty 


Or,  si  Ton  considère  à  part  chacun  des  termes  du  se- 
cond membre,  on  voit  qu'au  moyen  de  l'intégration  par 
parties  ils  peuvent  être  transformés  de  la  manière  sui- 
vante. On  aura 


/ 


dSy  dV 
dx.V  const.  +  V8y—fdx.  —  d> ; 


puis  en  donnant  successivement  aux  quantités  qui  en- 
trent dans  cette  équation  les  valeurs  qui  répondent  aux 
limites  x0  et  xv  de  l'intégrale, 

O  =  const.  +  Voty9y 

Cx*        dW  CXm  dV 

I     <£r.P—  =  const. +  I     dx.  —  $y; 

J  XQ  J  x0  u" 

et  en  retranchant  le  premier  résultat  du  second, 

j>'S-r-'H>£*} 

On  trouvera  de  même  pour  le  terme  suivant , 

2*  ANNÉE.  12 
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Le  terme  qui  viendra  à  la  suite  donnera 
et  par  conséquent 


1 


jr    <J~      <fR  Çx»  ,    ePR  , 


x     dx  dx* 
Et  ainsi  de  suite,  pour  les  autres  termes. 
D'après  ces  transformations,  l'équation  précédente 
exprimant  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum 
se  trouve  changée  en 

-(»^-:)»r(*rî»)'Ê 

-(R  -etc.)  5^  -etc. 
-h(Ra-etc.)*^  +  etc. 


/  <f  Q     d'R        \  . 


=»o. 
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Cette  équation  doit  subsister,  pour  quejla  condition 
tlu  maximum  ou  du  minimum  de  l'intégrale  définie  pro- 
posée soit  satisfaite  ,  quelles  que  soient  les  variations 
marquées  par  le  signe     Les  deux  premières  lignes  con- 

dy  (ty 

tiennent  les  variations  des  quantités^.,  ~  ,  -^rj,  etc.,  ou 

Ju*  '  "dP" 1  *l[x%  *  et€*  '       rePrescnlent  les  valeurs  que 

dy  d%Y  f 
prennent  les  fonctions  y,  g-  ,  ^p,  etc.,  lorsqu'on  at- 
tribue à  l'abscisse  x  les  valeurs  y%  ou  x„  qui  répondent 
aux  limites  de  l'intégrale  définie  proposée.  La  dernière 
ligne  contient  sous  le  signe  d'intégration  la  variât» 
$y  de  l'une  quelconque  des  coordonnées  de  la  courbe» 
variation  qui  est  entièrement  arbitraire.  Cette  dernière 
ligne  doit  être  égalée  séparément  à  zéro;  et  il  en  est 
de  même  des  deux  autres. 

501.  Nous  aurons  donc  en  premier  lieu  ?  équation  in- 
définie 

qui  appartient  à  tous  les  points  de  la  courbe ,  et  qui 
doit  d'abord  être  vérifiée  par  l'expression  de  y  en  x  qui 
résoudra  la  question.  Cette  équation  sera  une  équation 
différentielle  entre  les  variables  x  et  y,  dont  il  s'agira  de 
trouver  l'intégrale  générale. 

Nous  aurons  ensuite,  si  les  variations  relatives  à  la 
première  limite  de  l'intégrale  sont  indépendantes  des  va- 
riations relatives  à  la  seconde  limite,  les  équations  dé- 
terminées 


■ 
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— (».-£+*)   (*  -  S  ~0  *fe 

-(R  -etc.)  J^g  -etc., 

+  (R«—  elc.  )  9        4-  etc.  ; 

qui  appartiennent  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  et 
qui  doivent  également  être  satisfaites  par  l'expression  de 
yenx  qui  résout  la  question  ,  lorsqu'on  donne  à  x  les 
valeurs  extrêmes  xc„rw. 

Si  les  points  extrêmes  étaient  donnés  de  position,  ou 
si  les  valeurs  des  ordonnées  jro  etjr^  étaient  constantes 
aussi  bien  que  x0  et  xw  ,  on  aurait  alors  ^=0,^-^=0, 
et  les  premiers  termes  des  équations  dont  il  s'agit  dispa- 
raîtraient. H  suffirait  donc,  pour  y  satisfaire  ,  d'égaler 
séparément  à  zéro  les  termes  suivants.  De  même  si  les 
valeurs  de  quelques-uns  des  coefficients  différentiels 

,  ~9t  etc.,  appartenant  à  l'un  ou  à  l'autre  des  points 

extrêmes,  étaient  donnés  par  la  nature  de  la  question , 
dy  d'y 

on  aurait        =  0,         ==0,  etc.,   pour  l'un  de  ces 

^dy^    ^    dWv  _ 
points;  ou  <î-£--=0,  S~-r  =  0  ,  etc.,  pour  1  autre  ;  et 

les  termes  affectés  de  ces  variations  disparaîtraient 
d'eux-mêmes.  Quant  aux  termes  qui  ne  disparaissent 
point  ainsi  d'eux-mêmes  par  suite  des  valeurs  déter- 
minées que  doivent  conserver  l'ordonnée  y  ou  quel- 
ques-uns de  ses  coefficients  différentiels  dans  les  points 
extrêmes  de  la  courbe,  on  doit  les  égaler  séparément  à 
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zéro.  Les  équations  qu'on  obtient  de  cette  manière  ser- 
vent en  général  à  déterminer  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  de  l'équation  indéfinie  du 
n°  précédent. 

502.  Avant  d  aller  plus  loin ,  on  remarquera  qu'en 
égalant  à  zéro  le  terme  qui  reste  affecté  du  signe  d'in- 
tégration dans  l'expression  de  fdx.JV,  on  exprime  la 
condition  nécessaire  pour  que  l'intégration  indiquée 
puisse  s'effectuer;  ou  pour  que  la  fonction  dx.$Vsoit  une 
différentielle  exacte,  ce  qui  résulterait  de  ce  que  la  fonc- 
tion serait  elle-même  une  différentielle  exacte.  Car 
la  supposition  Ydx  =dU  entraîne  SV  dx  =  SdU  z=d$U. 
D'ailleurs,  mettant  y, jr", y"'t  etc.,  à  la  place  de 

JT„   //*v   fi.  'v 

dx  '  ~Zx' '  Sx*'  etC'  '  ' '^9uat,on'  °"e  condition 

.    „    dP    d'Q  d'R 

0  =  N—  -7Z+  JV>  --7-,+etc. 
ujo     ax  ax 

dont  il  s'agit,  peut  s'écrire 

°-dy    dx  \dy)  +  dx%  \dy)    dx>  \dy")  "fetc* 

Si  elle  est  satisfaite ,  la  fonction  Ydx,  dans  laquelle  V 
contient  xty,yjyi  etc.,  sera  une  différentielle  exacte 
d'une  fonction  de  l'ordre  immédiatement  inférieur. 

Nous  pouvons  vérifier  cette  proposition  pour  les  fonc- 
tions du  premier  ordre.  L'équation  de  condition  se  ré- 
duit alors  à 

djr  dx\dy) 
Comme  elle  doit  être  identique,  les  deux  termes  doivent 
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être  du  même  ordre.  Donc ,  puisque  ^  ne  peut  conte- 
nir que  jr[,  il  s'ensuit  que  ^  ne  doit  pas  contenir  yt 

puisqu  autrement  ^(jjp^  contiendrait  y"  \  d'où  l'on 

conclut  en  premier  lieu  que  la  fonction  différentielle  du 
premier  ordre  dont  il  s'agit,  qui  doit  être  une  différen- 
tielle exacte,  ne  peut  être  que  de  la  forme 

(À+By)rfx,       c'est-à-dire  hdx+Bdy, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  x  et  dey  seulement.  Cette 
fonction  donnera 

£V  _  dA     dBdy        £V  _ 
dy~  dy  +  dydx"       dy>~  ; 

et  en  substituant  dans  l'équation  de  condition ,  il  vien- 
dra,  , 

_  dA     dB  dy     /dB    dB  dy\  _  dA.  dB 

djr      dy  dx      \dx     dy  dx  )      dy      dx  ' 

conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  365. 

S03.  Nous  avons  supposé  dans  le  n*  499,  afin  de  con- 
sidérer d'abord  le  cas  plus  simple,  que  dans  l'intégrale 
définie  proposée 


rx* 

JXo 


qu'il  s'agit  de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum , 
les  limites  étaient  constantes,  en  sorte  que  dans 

tous  les  changements  que  l'on  pouvait  faire  subir  à  la 
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courbe  qui  représente  la  relation  de  y  à  x,  les  points 
extrêmes  devaient  demeurer  constamment  sur  les  mêmes 
parallèles  à  Taxe  des  y.  Nous  supposerons  maintenant 
ces  limites  variables.  Dans  ce  cas ,  nous  ferons  varier  la 

fonction  J    *  dx.  V  de  la  manière  la  plus  générale  qu'il 

soit  possible,  en  admettant  que  toutes  les  abscisses  x 
augmentent  de  la  quantité  arbitraire  Sx,  en  même 
temps  que  l'ordonnée  y  et  ses  dérivées  augmenteront 

comme  ci-dessus,  des  quantités  Syt  '  elC*  ^a 

courbe  qui  exprime  la  relation  de  y  à  x  se  changera 
alors  en  une  courbe  infiniment  voisine.  La  variation  qui 


en 


résultera  dans  l'intégrale  j"*^dx.Y  sera  exprimée  par 


J  Xo 


il  faut  remarquer  ici  que,  par  l'effet  de  la  va- 
riation supposée  de  l'abscisse  x ,  un  point  quelconque 
de  la  première  courbe  étant  transporté  dans  la  courbe 
variée ,  son  ordonnée  devient  y+Sy.  Donc ,  l'ordonnée 
qui  répond  à  l'abscis3e  x  dans  la  courbe  variée ,  a  pour 

expression  y+Sy — +<î        cx ,  ou  y+ty—  Sx* 

en  négligeant  les  quantités  du  second  ordre.  On 
conclut  de  là  qu'en  formant  SY  dans  l'expression  pré- 
cédente ,  nous  devons  regarder  y  comme  augmentant , 

non  pas  de  Sy,  mais  de  Sy — ^  Sx.    La  même 
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remarque  s'appliquera  aux  fonction»  dérivées  de  y. 
On  doit  regarder  ^1  comme  ayant  varié  seulement 


d(dj\ 

dy         \<kc)  ït__*>Sx.  On 

de  *S  '         dx  dx" 

dérera  également  &  comme  ajant  varié  seulemen? 

de  S  —  —  ^  te,  et  ainsi  des  autres.  Par  conséquent , 
dx%  dxr 

si  nous  représentons  comme  dans  le  n#  499,  parN,P, 
Q,  etc..  les  coefficients  différentiels  partiels  delà  fonc- 
er dy  t 

tionV  pris  respectivement  par  rapporta^,  ^-  ,  5p»etc- 
nous  devrons  écrire  ici  , 


d* 


dx*  <Lr> 


On  remarquera  de  plus  qu'en  posant 

dy 

dy— 

et  difierentiant  cette  équation,  il  vient 

Tx      dx*         dx  dx~~  dx  ' 
puis  en  ajoutant  l'équation  identique 

a  iz.  _   dy  Mx 

dx      dx     dx  dx  1 

on  trouve  (  puisque  Tordre  des  signes  d  et  £  peut  être 
changé  à  volonté  ) , 

^dy     d%y  ^  _  dSu 
dx      dx*  dx' 


Digitized  by  Google 


-  i85  - 

Diflerentiant  de  même  cette  dernière  équation,  ce  qui 
donne 

dé*-* 

 <te      d*y$        dyd$x  £$u 

dx        dx*  X     dx*  dx  ~~  dx*  5 

puis  ajoutant  l'équation  identique 

sd  y  _j     dx  dx      dy  Mx 

dx*         dx  dx        dx  dx  ' 

on  trouve  également 

dy    dy  d*su 

dx*  dx>*X~-md?' 
On  obtiendra  de  la  même  manière 

dx*     dP  ~dx~*] 

et  ainsi  de  suite.  lien  résulte  que  l'expression  précédente 
de  *V  peut  s  écrire 

aV     IV*.        dâu  ,  n  d%$u  t> 

L'équation  exprimant  la  condition  du  maximum  ou 
du  minimum  sera  donc 

o=r— 

d*3u 


[—Y.tx0+Ym9xm 


■). 

et  en  opérant  sur  le  second  terme  les  transformations 
indiquées  n°  500,  cette  équation  se  changera  en 
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,/Q. 


hS—  )(*-3H  1 
-(«•-S+~)OÊ-S*)-~ 

+V^.+(p.-^+^-etc.)(^_^^,.) 

=  0. 

En  comparant  ce  résultat  à  celui  du  n"  500,  on  voit  en 
premier  lieu  que  l'on  est  conduit  ici  à  la  même  équa- 
tion indéfinie 

.  dP    d"Q  cPR 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  de  la  courbe. 
Quant  aux  équations  déterminées,  elles  diffèrent  de 
celles  qui  sont  écrites  n°  501,  par  l'introduction  des  ter- 
mes — V0&roet  V*«£r„  ;  et  parce  que  les  quantités  ty0  et 

ôy„  sont  remplacées  par  5y, —  Jx,  et  —  Sx,  ; 
les  quantités  A  et  A  par  &  —  p^Sx,  et 

Q>JC  Q>  X  OtJC  CLX 

dym  d^y» 

S  -jj  -7-7  ôx»  ;  et  ainsi  de  suite.  Si  les  variations 

dy  dy 
*xo,  <?Xo'  *  -jz  »  elc  »  et  te*  >  fy»>$  -jrr  ;  etc*»  *°nt  ar^" 

traires,  le  coefficient  de  chacune  de  ces  variations  doit 
être  égalé  séparément  à  zéro,  ce  qui  donnera  autant 
d'équations  distinctes  auxquelles  l'expression  cherchée 
de  y  en  x  doit  satisfaire  quand  on  donne  à  x  les  v;i- 
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leurs  extrêmes  xo  et  xm.  Si  quelques  unes  des  quantités 

x,yt  ^  ,  ^p,  etc.,  ont  des  valeurs  déterminées  pour 

l'un  ou  l'autre  des  points  extrêmes  de  la  courbe,  les 
termes  affectés  des  variations  de  ces  quantités  disparais- 
sent d  eux-mêmes,  et  on  doit  égaler  seulement  à  zéro  les 
termes  affectés  des  autres  variations.  Il  faut  remar- 
quer d'ailleurs  que  si  la  position  des  points  extrêmes 
est  entièrement  arbitraire ,  chacun  de  ces  points  peut 
être  placé  où  Ton  veut  sur  le  plan  de  la  courbe, 
sans  qu  elle  cesse  pour  cela  de  satisfaire  à  la  condi- 
tion de  maximum  ou  minimum  de  l'intégrale  dé- 
finie proposée.  Donc  on  est  alors  le  maître  de  supposer 
ôxo=0  et  '^=0  et,  par  conséquent,  de  ne  point  poser 
les  équations  exprimant  l'égalité  à  zéro  des  coefficients 
dont  ces  deux  variations  sont  affectées  dans  l'équation 
précédente  ;  en  sorte  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'on 
a  deux  équations  de  moins  pour  la  détermination  des 
constantes. 

50&.  Nous  devons  remarquer  que  la  fonction  dési- 
gnée par  V  dans  l'intégrale  définie 


J  Xo 


dx.X 


qu'il  s'agit  de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum, 
pourrait  contenir  une   ou   plusieurs  des  quantités 

£°  '  -è- 6<c- ou      £r  '     etc*' qui 

appartiennent  aux  points  extrêmes  de  la  courbe.  On  en 
voit  un  exemple  dans  la  question  de  la  brachystochrône 
citée  n*  497,  où  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration 
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cou  tient  l'abscisse  du  premier  de  ces  points.  On  doit 
dans  ce  cas,  en  formant  la  variation  <îV,  faire  varier  les 
quantités  dont  il  s'agit ,  si  leurs  valeurs  ne  sont  point 
constantes  en  vertu  de  l'énoncé  delà  question. 

Si,  par  exemple,  V  contenait  jrol  et  que  la  variation 
de  V  prise  par  rapport  à  cette  quantité  fut  utx9,  l'ex- 
pression de  *îV  du  n°  503,  devrait  être  augmentée  du 
terme  p#xQ.  Donc  le  terme  aflecté  du  signe  d'intégration 
dans  l'équation  qui  exprime  la  condition  du  maximum 
ou  minimum  devrait  être  augmenté  de  la  quantité 

J*3^  dx.uàx0,  ou  &r„  J**^  dx.u.  Il  s'ensuit  que  Von 

devrait  ajouter  cette  quantité  au  second  membre  de  celle 
des  équations  déterminées  qui  se  rapporte  à  la  première 
limite  ,  en  sorte  que  le  terme  affecté  de  àr°dans  cette 
équation  deviendrait 


On  aurait  égard  de  la  même  manière  à  la  variation 
des  autres  fonctions  dont  il  s'agit,  si  elles  entraient  dans 
la  composition  de  la  fonction  V. 

505.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  le  cas  où  ion 
avait  une  seule  variable  indépendante  x,  et  une  fonc- 
tion^ dépendante  de  cette  variable,  comme  cela  a  lieu 
dans  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  une  courbe  plane. 
Dans  les  questions  relatives  à  une  courbe  à  double 
courbure,  il  faut  considérer  une  variable  indépendante 
x,  et  deux  fonctions et  z  qui  dépendent  de  cette  va- 
riable. L'intégrale  définie  qu'il  s'agit  de  rendre  un  maxi- 
mum étant  toujours 


■ 


Digitized  by  Google 


—  i89  - 


rxm 

JXa 


dx.Y, 


la  fonction  V  contient  alors  en  général,  outre  la  variable 

...  dy  d%y  dy  dz  ctz  d*z 

x,  les  foncUons./,  ^,  ,  etc.  et  2,  —,  —,  ^ctc. 

Supposons  d'abord,  comme  dans  le  n°  fc72,  les  limites 
3%,  et  xm  de  l'intégrale  constantes.  La  variation  de  cette 
intégrale  est 

dx.W. 

'x9 


Admettons  qu'en  diiierentiant  la  fonction  V  par  rapport 
aux  quantités  y,z  et  à  leurs  fonctions  dérivées,  et  mar- 
quant les  diflérentielles  par  0,  Ton  trouve 

%  dz        ^d  'z      ^  d*z 


-felc. 


l'équation  exprimant  la  condition  du  maximum  ou  mi- 
nimum de  l'intégrale  définie  proposée  sera 


,J:*      r  dy         d'y  d*y 

dz        ^dz      m  d  iz 
+  +î*       +r,       + etc.  . 


Appliquant  donc  à  cette  équation  l'analyse  exposée 
n°  500,  on  verra,  comme  dans  les  n°  501  et  502  :  l°que 
l'on  doit  avoir  pour  tous  les  points  de  la  courbe  l'équa- 
tion indéfinie 

dP     d'Q      d*R  \  „  " 


0  = 


(  dp 


dx  dx* 

d%q 

dx+d~? 


dx* 
d*r 
-  d?  +  ClC 


■ 
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laquelle,  si  les  variations  Sy  et  Sz  sont  entièrement  in- 
dépendantes l'une  de  l'autre ,  donne  les  deux  équations 
distinctes 

„T    dP     d'Q  rf'R 

dp     d*q  dlr 

0 =  n  —  -f>  —2-  —  4-  etc. 

ax     aj:  ax 

2°  que  Ton  a  également  pour  les  points  extrêmes  de  la 
courbe  les  équations  déterminées  suivantes,  savoir  : 
pour  le  premier  point 

Y«    dQ»  \      (r,  \  .4r«~\ 

(p.-      - etc-  )  MQ  -  -ete-  )'  -h 

4-(R— etc.)£-^+etc. 

■ 

^-  £ etc)  *+  J'-e +etc) 9  z; 

+  (r0 —  etc.)  £  -^H-  -h  etc. 

=  0; 

et  pour  le  second  point 

-KR— etc.)$^^+etc. 
t        dqm  \  (         drm  \  dz* 

d*% 

+  (r*—  etc.)£-—  -f  etc. 

=  0. 

On  doit  appliquer  à  ces  deux  équations  les  remarques 
faites  n"  502,  relativement  aux  conditions  qui  peuvent 
être  données  pour  les  extrémités  de  la  courbe. 
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On  doit  également  appliquer  au  cas  dont  il  s  agit,  les 
'remarques  faites  n°  50k,  relativement  à  la  nécessité  de 
tenir  compte  dans  l'expression  de  <îV  des  variations  des 
quantités  relatives  aux  limites,  lorsque  ces  quantités 
sont  variables  et  entrent  dans  la  composition  de  la  fonc- 
tion V. 

Il  est  aisé  d'étendre  cette  analyse  aux  cas  où  il  y  au- 
rait un  plus  grand  nombre  de  fonctions  dépendantes  de 
la  variable  x.  , 

506.  Nous  pouvons  remarquer  ici ,  comme  dans  le 
n  502,  que  les  équations 

A    K    d?    d*Q  d*R 

dp     d*q      d*r  • 

que  Ton  peut  écrire 

</V      d  /dV\      eP  /d\\       #  /dY\ 

dz      dx\ dz)  +  dx\  \dz")      ,Lr>  \dz'" )  +  etC' ' 

en  mettant/,/',/",  etc.,  à  la  place  de  ^,f^,f^,  etc., 

ax  ax  ax 

etz',z"lz"'t  etc.,  à  la  place  de       -£^t  lî, etc.,  expri- 


ment les  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonction 
Vdx  soit  une  différentielle  exacte. 

Dans  le  cas  où  cette  fonction  serait  du  premier  ordre, 
ces  équations  se  réduisent  à 

dy    dx\dy)"  ^dv-dZyjE)' 

On  en  conclurait  d'abord,  comme  dans  le  n°cité,  que 
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la  fonction  dont  il  s'agit  doit,  pour  être  une  différentielle 
exacte,  être  de  la  forme 

(A-f-By+Cs')^»     c'est-à-dire     kdx+Bdy+Qdz , 

A,B,C  désignant  des  fonctions  qui  ne  contiennent  que 
et  z.  Cette  fonction  donnerait  donc 

d\  _dk    dB    ,    dG  ,       d\  _dk    dB    ,  dC^ 
~dy~  dp*  dy  ^  *dyZy        dz  ~~  dz*  dz  *  + dz 

et  en  substituant  dans  les  équations  de  condition ,  on 
trouverait 

dk  dB  ,  dC  ,  (dB  dB  ,  dB  \ 
rfz     //z*^     ^z2     >><£r  '       ^     dz  j 


ou 


~~  *(r      <£r      V  dz  dy) 
_dk      dC     (dB  </Cv 
Q-~dz~~dx+\dz  dP)r' 

Comme  ces  équations  ne  doivent  pas  déterminer^  et 
z'  puisque  y  et  z  sont  des  fonctions  quelconques  de  jr\ 
on  en  conclut  les  trois  équations  distinctes 

dk     </B  _o     dk     ^C_0  __0 
dp      dx~~    '      dz      dx~  dz  dy' 

conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  366. 

507.  Si  Ton  admet  maintenant,  comme  dans  le  n*  503, 
que  les  limites  x,  et  xw  de  l'intégrale  définie  proposée 
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puissent  varier,  il  sera  nécessaire  de  faire  varier  l'ab- 
scisse x .  On  reconnaîtra  que  les  variations  des  coordon- 
nées correspondantes  à  cette  abscisse  ne  sont  plus  alors 

oy  et  &z,  mais  oy —       fa  et  8z  —  ^  £r.  Par  consé- 

q uent,  1  équation  indéfinie  qui  doit  subsister  pour  tous 
les  points  de  la  courbe  devient 

•    /„    dP     d'Q      d*R         \  /        dy  m  v 

£  +  Z?  -  2?  +rtc0        S te) J ; 

et  si  les  variations  te,^,£z,  sont  entièrement  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  ,  on  aura  comme  ci-dessus  les 
équations  distinctes 

A    M     dP    d'Q  d*R 

0  =  "  ~"  ^  +  77-  -  T#  +  etc- 

ax      ax  ax* 
A  l'égard   des  équations   déterminées  ,   on  verra 
également  que  l'on  est  obligé  d'ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  relative  à  la  première  limite ,  le 

dy 

terme — V0£ro  ;  et  de  remplacer  ojo  etozoparô/0 — ^~^x<. 

dz  dy  dz  dy  d*Y 

et  #é  et  'E        *é  ~  ^  Ct 

^dx  —  dr%iX°'  el  a'nS*      stn,e-  On  «joutera  de  même 
à  l'équation  déterminée  relative  à  la  seconde  limite  , 
le  terme  V*»î.;  et  l'on   remplacera  8y,a  et  te,,,,  par 
4y*  *       .  .      ^  -        >  dy„        dz*        ^  dyv 

-pV  £r„,et  o-  -t-t  rxut ,  et  ainsi  de  suite. 

ax  ax       ax  .  ■ 

2'  annék.  13 
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508.  Dans  les  équations  qui  se  rapportent  aux  sur- 
faces ,  par  exemple  dans  la  recherche  delà  surface  qui, 
se  terminant  à  un  contour  donné ,  aurait  la  plus 
petite  aire  possible,  on  doit  considérer  deux  variables 
indépendantes  xy,  et  une  fonction  z  dépendante  de  ces 
variables.  Il  s'agit  alors  d'exprimer  les  conditions  du 
maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  double  telle 
que 

dx  j     dy  V, 


J  Xa  J. 


dans  laquelle  V  peut  contenir  en  général  les 

indépendantes  xyy,  ainsi  que  la  fonction  z  et  de  ses  déri- 

dz  dz   d%z    d*z     d  z  XT  . , , 

vees  —r-  y  -r— ,  -z — ,  ,    ,   ,  -j-,  t  etc.  Nous  considérerons 
dx  dy  dx'  dxdy  dy 

seulement  le  cas  où  la  projection  sur  le  plan  des  x,y 
du  contour  auquel  se  termine  la  surface  est  un  rectan- 
gle dont  les  côtés  sont  respectivement  parallèles  aux  axes 
des  x  et  y.  Les  limites  xo,xw  désignent  les  abscisses  ex- 
trêmes ;  les  limites^  ety*  désignent  de  même  les  ordon- 
nées extrêmes.  De  plus,  nous  supposerons  que  ces  limi- 
tes ont  des  valeurs  données  et  invariables,  en  sorte 
que  le  contour  de  la  portion  de  surface  dont  il  s'agit , 
ait  toujours  pour  projection  les  côtés  du  rectangle.  U 
ne  sera  pas  nécessaire  alors  de  faire  varier  les  abscisses 
x  etjr.  La  variation  de  l'intégrale  définie  proposée  sera 

çxm  ry* 

dx\  dy.W, 
J  Xc  JyQ 

et  si  l'on  suppose 
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on  aura,  pour  exprimer  la  condition  du  maximum  ou 
du  minimum  de  cette  intégrale,  l'équation 

509.  Appliquant  donc  les  règles  du  calcul  des  varia- 
tions comme  on  Fa  fait  n°  500,  c'est-à-dire  faisant  pas- 
ser dans  les  termes  compris  sous  le  double  signe  d'inté- 
gration le  d  devant  le  <?,  et  intégrant  par  parties,  on 
transformera  ces  termes  de  la  manière  suivante. 

et  par  conséquent 

U.  h.  djc 
Les  signes  (xj,  (*.)  mis  au  bas  des  parenthèses,  indiquent 
que  dans  les  quantitéscontenues  dans  ces  parenthèses  on 
donne  à  x  les  valeurs  x=x0,x=x*  ,  c'est-à-dire  que  ces 
quantités  ont  les  valeurs  qui  conviennent  aux  limitesde 
la  surlace  par  rapport  au  plan  des^,z. 
La  même  transformation  donne 


JJL  O  \  f 

—  1      dx\     dy  —  «fc. 
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Les  signes  (^J,(r«)  indiquent  que  les  quantités  conte- 
nues dans  les  parenthèses  ont  les  valeurs  qui  conviennent 
aux  limites  delà  surface  parallèles  au  plan  des  x,z. 


2« 


d'où 


+  ^  ^x</x  ^  $z  +  const. , 


ry*  #p 


+  corn: 


■  • 


et  par  conséquent 
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Mais  on  a 


Ainsi  l'expression  précédente  peut  se  changer  en 


dx\  dyQ 


dxdy 


) 


Jx„  ^  /cr-) 


(Xo.J'.) 


Le  terme  suivant  contenant  R  subira  la  même  trans- 
formation que  le  terme  contenant  P  :  il  suffit  de  chan- 
ger dans  ce  dernier  cas  x  en  y.  , 

En  substituant  ces  valeursdans  l'équation  qui  exprime 
la  condition  du  maximum  ou  minimum,  elle  deviendra 
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fxo,      rfdOdK         \  ^  ] 

—  \    </.r|  (  N  ~  ,-+etc  Jfc4*(R— ctc.)*-r +ete" 

LV       dx     dy        J  dy  J!j9) 


0 

4-\    dx\  dy(h 


m  ds  <r  p   rf-o  <tr  ,  V- 

-V-4--T-.  +  -7—  etc. 


dx     dy    dx*    dxdy  dy* 
=0. 

« 

Cette  équation  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  qui 
peuvent  être  attribuées  aux  variations  des  coordonnées 
des  points  intérieurs  ou  des  points  appartenant  aus  li- 
mites. 

510.  Nous  aurons  donc  en  premier  lieu,  1  équation  in- 
définie 

,     dM     d$    d*P     d'R  d*R 

0  =  L  1-  4-  1  H  etc. , 

dx      dy+  dx**  dxdy*  dy** 

qui  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  des  coor- 
données comprises  entre  les  limites. 

511.  Nous  voyons  en  second  lieu  que  Ton  doit  poser 

0={Qfe),„  Vf-<Q&).  vf^W 

\x**yj       \*»>yj  {x^y*) 

en  sorte  que  si  les  variations  oz  de  l'ordonnée  aux  qua- 
tre sommets  du  rectangle ,  projection  de  la  surface,  sont 
arbitraires ,  il  faudra  que  Q  soit  nulle  pour  les  valeurs 
des  coordonnées  qui  appartiennent  à  ces  points. 
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Déplus,  nous  avons  l'équation 

[%t     dP     dQ         \  %       n  dz 
0—       —  dx  ~~5£  +  etc*  )<*•*' +  (P— etc.)  *  —  + etc. 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  appartenant 
aux  points  situés  sur  les  limites  de  la  surface,  parallèles 
aux  xz  ;  et  enfin  l'équation 

/        dQ      dR         \  dz 

0  ■—  [  N  —4- etc.  A  o3  +  (R— -etc.)«î->-  + 

V        dx      dy         )  dy 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  appartenant 
aux  points  situés  sur  les  limites  parallèles  aux  yz.  Si  les 

dz  dz 

variations  Jx:,o—,  o  —  ,  etc.  ,  sont  arbitraires,  cbaque 

terme  de  ces  équations  doit  être  égalé  séparément  à 
zéro. 

Des  cas  ou  il  existe  des  relations  données  entre  les 

variables. 

512.  On  a  supposé  généralement  dans  ce  qui  précède 
qu'il  n'existait  point  de  relations  données  d'avance  entre 
les  quantités  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  fonction 
V.  Cependant  la  nature  de  la  question  établit  le  plus 
souvent  des  conditions  auxquelles  il  est  nécessaire  da- 
voir  égard ,  en  même  temps  que  l'on  satisfait  à  la  con- 
dition du  maximum  ou  minimum  de  l'intégrale  définie 
proposée.  L'effet  des  conditions  dont  il  s'agit,  est  de  res- 
treindre l'étendue  des  valeurs  qui  peuvent  être  attri- 
buée aux  variations  affectées  du  signe  £. 

Si,  par  exemple,  la  valeur  de  l'intégrale  définie  pro- 
posée dépend  de  la  figure  d'une  courbe,  il  peut  se  faire  que 
les  points  extrêmes  de  cette  courbe  soient  assujettis  à  se 
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trouver  sur  deux  ligues  données,  ayant  pour  équations 
y=y(x),y=}(x).  Les  variations  &r«  et  oy*  des  coordon- 
nées du  premier  point ,  et  les  variations  £rw  et  fyw  des 
coordonnées  du  dernier  point,  devront  alors  avoir  en- 
tre elles  les  rapports  convenables  pour  qu'elles  puissent 
satisfaire  respectivement  à  ces  équations.  On  aura  donc 
ici 

d.         n  r        d.Mx»)  „ 

équationsqui  devraient  subsister  en  même  tcmpsquelcs 
équations  déterminées  obtenues  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  dans  les  n"  50 1  et  503. 

Si  de  plus  la  direction  de  la  tangente  aux  extrémités 
de  la  courbe  cherchée  devait  s'accorder  aussi  avec  b 
direction  de  la  tangente  des  courbes  ayant  pour  équa- 
tions ^^(jcJ^s^x),  on  aurait  encore  les  équations 

^     £l2(fJ  dy« 

dx        dx%  dx  dx% 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  fonctions  différentielles. 
Au  moyen  de  ces  équations  de  condition,  on  élimine- 
rait une  partie  des  variations  qui  se  trouveraient  dans 
les  équations  déterminées.  Après  cette  élimination ,  1« 
variations  restant  dans  ces  équations  se  trouvant 'entiè- 
rement arbitraires,  on  égalerait  séparément  à  zéro  cha- 
cun de  leurs  coefficients. 

512.  Il  existe  quelquefois  des  équations  de  conditiou 
qui  doivent  subsister  pour  toutes  les  valeurs  des  varia- 
bles comprises  dans  les  limites  de  l'intégrale  définit 
proposée.  Par  exemple ,  si  l'on  demande  de  tracer  sur 
une  surface  donnée ,  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
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points  pris  sur  cette  surface,  il  est  évident  qu'en  désignant 
son  équation  par 

F(x,^,2)=0, 

l'ordonnée  de  la  ligne  cherchée  doit  toujours  satisfaire 
à  cette  équation.  Dans  un  cas  semblable,  les  variations 
des  quantités  qui  entrent  dans  la  fonction  V  étant  res- 
treintes par  la  condition  que  les  valeurs  de  ces  quantités 
satisfassent  à  l'équation  donnée,  cette  équation  doit  sub- 
sister quand  on  y  remplace  ces  quantités  par  leurs  va- 
leurs augmentées  de  ces  variations.  On  peut  donc  dif- 
férentier  l'équation  proposée  par  rapport  aux  quantités 
dont  il  s'agit ,  en  marquant  les  différentielles  par 
Ainsi 

L=0, 

étant  en  général  une  .équation  de  condition,  dans  la- 
quelle L  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables 
indépendantes,  des  fonctions  dépendantes  de  ces  varia- 
bles et  de  leurs  fonctions  dérivées ,  on  formera  l'équa- 
tion 

*L  =  0, 

9  indiquant  une  diflérentiation  affectée  par  rapport  à 
toutes  ces  quantités.  Cette  équation  servira  à  éliminer 
une  des  variations  qui  se  trouveront  dans  1  équation 
indéfinie  que  l'on  forme  en  égalant  à  zéro  le  terme 
qui  reste  sous  le  signe  d'intégration  dans  l'équation  gé- 
nérale exprimant  la  condition  du  maximum  ou  mini- 
mum. 

11  en  serait  de  même  s'il  existait  d'autres  équations  de 
condition 

M  =  0,  N  —  0-,  etc., 
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analogues  à  la  précédente.  Ou  formerait  également  les 
équations 

<ÎM  =  0,  £N  =  0,  etc., 

que  l'on  réunirait  à  l'équation  indéfinie  dont  on  vient  de 
parler,  afln  d'éliminer  autant  de  variations  qu'il  serait 
possible.  Les  coefficients  des  variations  restantes  se- 
raient ensuite  égalés  séparément  à  zéro. 

514.  Dans  d'autres  questions  ,  le  maximum  ou  mini- 
mum cherché  ne  doit  avoir  lieu  qu'autant  qu'une  cer- 
taine intégrale  définie  conserve  une  valeur  déterminée. 
C'est  ce  qu'on  nomme  maximum  ou  minimum  relatif. 
La  recherche  de  la  courbe  qui,  avec  un  contour  donné, 
renferme  l'aire  la  plus  grande  ou  la  moindre  possible, 
est  de  ce  genre.  Il  s'agit  donc  de  rendre  l'intégrale 


ex* 

dx. 

J  x„ 


la  plus  grande  ou  la  moindre  possible ,  en  même  temps 
que  l'on  a  l'équation 


f- 

J  x 

o 


rfx.U=  const., 


U  étant ,  aussi  bien  que  V,    une  fonction  de  xj, 

dy  dy 

"dâr'cLp'  e*c*  k°s  com^t'ons  problème  donnent  les 
deux  équations 

fXm  fXm 

S\     <£r.V=0,        et       <î\  dr.V=0. 
}x0  JXo 

Or,  l'expression  de  ces  conditions  ne  sera  pas  altérée  si 
Ton  ajoute  la  seconde  équation  à  la  première,  après 
l'avoir  multipliée  par  une  constante  arbitraires.  On  peut 
donc  écrire 
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C  Xq,  y  Ç*<* 

a     dx.Y+ad  \     (ir.U  =  0,  ou  H  dx(X+aV)=0. 

Jx0  jx.  J-l'o 

On  traitera  cette  dernière  équation  d'après  les  règles 
exposées  ci-dessus,  comme  si  Ton  voulait  rendre  un 
maximum  ou  un  minimum  absolu  la  fonction 


dx  (V+flU). 


En  eifet ,  la  relation  entre  y  et  z  qui  rendra  cette 
fonction  un  maximum  ou  un  minimum  absolu,  sa- 
tisfait évidemment  à  la  condition  de  rendre  f  °  dx.\ 

J 

.  un  minimum  ou  maximum  pour  les  cas  où  j        dx.  U 

prend  une  valeur  donnée  ;  car  s'il  en  était  autrement, 
il  y  aurait  donc  des  valeurs  de  la  somme  des  deux  fonc- 
tions qui  seraient  plus  grandes  ou  moindres  que  les  va- 
leurs données  par  le  maximum  ou  minimum  absolu  ,  ce 
qui  est  impossible.  La  constante  a  se  détermine  de  ma- 

nière  à  donner  à  l'intégrale  j       dx.U  la  valeur  que 

l'on  a  fixée  dans  cliaque  cas  particulier. 

JSxemples  de  V application  du  calcul  des  variations. 

515.  On  se  proposera  en  premier  lieu  de  déterminer 
la  ligne  la  plus  courte  qui  puisse  être  tracée  entre  deux 
lignes  courbes  données.  Les  coordonnées  de  la  ligne 
cherchée  étant  représentées  par  x,y,z,  il  s'agit  donc  de 
rendre  un  minimum  la  fonction 

'x* 


\  dx 
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les  limites  x^x^  étant  variables.  En  appliquant  à  cette 
expression  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n°'  506  et  507,  on 
verra  d'abord  que  Ton  a  les  deux  équations  indéfinies 


dy 

dx 


=  0. 


(£)•♦  (£)". 


1  + 

dx 


=  o. 


d'où  résulte 

dy 
dx 


=  consl.. 


On  en  conclut  que  les  coefficients  différentiels  ^ ,  — 


=  const. 


doivent  avoir  des  valeurs  constantes,  propriété  qui  n  ap- 
partient qu'à  la  ligne  droite.  Posant  donc 

ilx  dx 

on  aura 

y  =  b  x  +  m  ,  z  =  ex  +  Ji) 

pour  les  équations  de  la  ligne  cherchée  ,  b,c,  m  et  n 
étant  des  constantes  arbitraires. 
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À  l'égard  des  conditions  Relatives  aux  limites,  l'équa- 
tion déterminée  appartenant  au  premier  point  de  la  ligne 
cherchée  est  ici 


qui  se  réduit  à 

Remarquons  que  dans  cette  équation  $x01$y»Jz0  repré- 
sentent respectivement  les  projections  sur  les  axes  des  xy 
désuet  des  z,  des  déplacements  qui  peuvent  être  attribués 
au  premier  point  de  cette  ligne.  Or,  d'après  la  suppo- 
sition ,  ce  point  doit  ici  se  trouver  constamment  sur  la 
première  des  deux  courbes  entre  lesquelles  la  ligne  de 
plus  courte  distance  doit  être  tracée.  Donc  les  variations 
Sxo,ty093z0  peuvent  être  regardées  comme  les  projections 
sur  les  axes  de  l'élément  de  cette  courbe  voisin  du  pre- 
mier point  dont  il  s'agit.  D'où  l'on  conclut  que  l'équa- 
tion précédente  exprime  la  condition  que  la  ligne]  de 
plus  courte  distance  doit  être  perpendiculaire  à  cet 
élément. 

On  obtiendra  une  équation  pareille  pour  l'autre  extré- 
mité de  la  ligne  cherchée.  La  ligne  la  plus  courte  est 
donc  une  droite  perpendiculaire  aux  deux  courbes  entre 
lesquelles  elle  est  tracée. 
*  On  se  trouverait  conduit  à  un  résultat  semblable  si  la 
ligne  de  plus  courte  distance  devait  être  menée  entre 
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deux  surfaces  courbes  données.  Les  variations  ix^ty+Jz^ 
de  l'équation  précédente  devraient  être  alors  regardées 
comme  exprimant  les  projections  sur  les  axes  d'un  élé- 
ment linéaire  quelconque  tracé  à  partir  du  premier  point 
de  cette  ligne  sur  la  surface  courbe.  Cette  équation 
exprimerait  donc  que  la  ligne  de  plus  courte  dis  tance 
doit  être  perpendiculaire  à  la  surface. 

Il  en  serait  encore  de  même  si  la  ligue  de  plus  courte 
distance  devait  être  tracée  entre  une  courbe  et  une  sur- 
face courbe  donnée  Elle  devrait  toujours  rencontrer 
l'une  et  l'autre  à  angle  droit. 

516.  Admettons  maintenant  que  la  ligne  la  plus 
courte  doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée.  L'inté- 
grale qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  étant  tou- 
jours 

$>V  «♦(£)•♦£)■. 

on  doit,  conformément  au  n°  507,  poser  en  premier  lieu 
£en  écrivant  pour  abréger  V  au  lieu  de 

V  •♦(£)'♦  (£)']  • 

l'équation  indéfinie 

d(\dys(^      dy     \     d/ldz\/t      dz  \ 

0=  dAx  di-)i  v-dï  *x)+d-AY  s 

et  les  variations  dxJy,oz  sont  assujetties  à  satisfaire  à 
l'équation  de  la  surlace  que  nous  représentons  par 

z  =  F{x,y). 

On  a  donc  entre  ces  variations  l'équation  de  condition 
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dF  >      dF  , 

et  si ,  après  avoir  mis  au  lieu  de  oz  cette  valeur  dans 
l'équation  précédente,  on  égale  séparément  à  zéro  les 
coefficients  de  tyetàz,  qui  restent  indéterminés ,  il 
viendra 

dx\Y  'dï)*d}'  Tx  vy  dx)  ' 

dx'dx\\  dx)+\dx      dx)  '  dx\\dx)' 

La  ligne  cherchée  étant  tracée  sur  la  surface  dont  l'é- 
quation est  z=F(x<y),  les  éléments  dx/ly,dz  des  coor- 
données despointsde  cette  ligne  doivent  satisfaire  à  cette 

dz      dF     dF  dy 
équation,  en  sorte  que  1  on  a  ^  =  —  +  Cette 

valeur,  substituée  dans  la  seconde  des  deux  équations 
ci-dessus  ,  la  rend  identique  avec  la  première  ,  ainsi  que 
cela  doit  être. 

Cette  première  équation  détermine  la  nature  de  la 
ligne  de  plus  courte  distance  qui  est  l'objet  de  la  ques- 
tion :  elle  en  exprime  une  propriété  géométrique  qui 
consiste  en  ce  que  son  plan  osculateur  est  constamment 
perpendiculaire  à  la  surface  sur  laquelle  cette  ligne  est 
tracée. 

En  effet ,  l'équation  du  plan  osculateur  étant ,  d'après 
le  n°  232 

(dz  d*jy      dy  tf%  \  il*y 
\dbcdx~^  dxdx1)  X+d?J  „ 

dx* 

et  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  dont  l'équation 
est  z=F{x,y)  étant ,  d'après  le  n"  217 


-  ao8  - 

dF  dF 

z=dï*+dJ-y  +  K> 

C  et  K  désignant  des  constantes  ;  la  condition  nécessaire 
pour  que  ces  deux  plans  soient  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre  est,  parlen0  215 

dF  fdz  dy  _  dy  d'z\  dF  d*z 
Ihc  \dx  dx%~~  dxdP)  +  dï  S? 

 dy  +i=0' 

<Lc' 

dF 

ou,  en  éliminant  —  au  moyen  de  1  équation 

dz^^dF^dFdjr 

dx      dx     dy  dx1 
fdz      dF  dy\  fdz  dy      dy  d'z\      dF  d*z  dy 
[dx~dydx')  \dxdx~%~~dxd?)  +      dx~^d^>  =  ° 

ou  bien 

dy  +  f±_y<*y  _  ^  ^ 

dx*     \dx'  dx*      dx  dx  dx* 
dFrd'z      fdy\%d%z      dy  dz  dy\  _ 

*  dy  ldx%  +  \dx)  dx%      dx  dx  dx*J  ~  ° ' 
résultat  identique  avee  l'équation 

d  f\  dy\     dF     d  _ 
di^Vdx)  +  dy  '  di\y  dx)~  ' 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  en  effectuant  dans  cette  der- 
nière les  diflérenliations  indiquées. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  se  déduiront  . 
comme  dans  le  n"  515,  en  considérant  d'abord  le  premier 
point  de  la  courbe,  de  l'équation  déterminée 
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Si  ce  premier  point  est  donné  de  position  sur  la  sur- 
face, cette  équation  est  satisfaite ,  puisque  l'on  a  alors 
&ro==0,J/o==0,<teo==0.  Mais  si  la  ligne  de  plus  courte  di- 
stance doit  partir  d'une  ligne  courbe  donnée  tracée  sur 
la  surface,  les  quantités  àxofty0,8zo,  expriment  alors 
les  projections  sur  les  axes  des  xt  des  y,  et  des  z,  de 
l'élément  de  cette  ligne  courbe;  et  par  conséquent, 
l'équation  précédente  montre  que  la  ligne  de  plus  courte 
distance  doit  être  perpendiculaire  à  cet  élément. 

On  obtiendrait  un  résultat  analogue  pour  l'extrémité 
opposée.  Ainsi  la  ligne  la  plus  courte  doit  couper  à  an- 
gles droitsles  deux  courbes  entre  lesquelles  elle  est  tracée. 

517.  La  rechercbe  de  la  surface  dont  l'aire  est  un  mi- 
nimum ,  est  un  problème  analogue  au  précédent.  Nous 
supposerons  que  cette  surface  doit  se  terminer  à  un  con- 
tour déterminé  dont  la  projection  sur  le  plan  des  x >y  est 
donnée.  L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  un  maximum 
est  ici 

et  on  doit  lui  appliquer  les  notions  exposées  dans  les 
noi  508  et  suivants.  Nous  aurons  donc,  conformément 
au  n°  511,  l'équation  indéfinie 


*  ANNÉE.  U 
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c  est-à-dire,  en  effectuant  les  différentiations  indiquées, 

Cette  équation  aux  différences  partielles  du  second  or- 
dre appartient  à  la  surface  demandée.  Les  fonctions  ar» 
bitraires  qui  entreront  dans  son  intégrale  devraient  être 
déterminées  de  manière  à  faire  passer  la  surface  par  le 
contour  donné.  Lorsque  ce  contour  est  fixé,  les  équa- 
tions déterminées  relatives  aux  limites  de  l'intégrale  sont 
vérifiées  d'avance  ,  et  ne  donnent  lieu  à  aucune  condi- 
tion particulière. 

518.  Considérons  encore  le  plus  simple  des  problè- 
mes connus  sous  le  nom  d'Isopérimètres  ,  dont  l'objet 
consiste  à  déterminer  la  figure  de  la  courbe  qui  ,  sous 
un  contour  donné ,  comprend  la  plus  grande  aire  possi- 
ble. Il  s'agit  de  rendre  un  maximum  la  valeur  de  l'in- 
tégrale définie 


dx  .y. 


tandis  que  l'intégrale 

o 

conserve  une  valeur  déterminée.  Cette  question  se  ré- 
sout ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n*  514,  en  déter- 
minant les  conditions  du  maximum  absolu  de  la  fonction 

5>l>+VKiy]- 

a  désignant  un  nombre  indéterminé.  Nous  supposerons 
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—  an- 
lés  limites  a?0  et  jcw  invariables.  En  appliquant  donc  les 
notions  «posées  n°  499  et  suivants,  l'équation  indéfinie 
du  n°  501,  sera  ici 

d  i 

0 


d'où  Ton  tire  en  intégrant  une  première  fois 

jc—t—a  ■  =0,    ou    dy=   : , 

a  étant  une  constante  arbitraire  ;  et  en  intégrant  une  se* 
conde  fois, 


6  étant  la  seconde  constante  arbitraire.  Ainsi  le  cercle 
résout  en  général  la  question  proposée.  La  position  du 
centre  et  le  rayon  peuvent  être  déterminés  de  manière 
à  faire  passer  la  circonférence  par  deux  points  donnés, 
et  à  donner  à  lare  compris  entre  ces  points  une  valeur 


519.  Nous  traiterons  enfin  la  question  de  la  brachys* 
tochrône ,  ou  courbe  de  la  plus  vite  descente ,  en  suppo- 
sant que  la  vitesse  initiale  du  mobile  soumis  à  l'action 
de  la  gravité  est  nulle,  et  qu'il  doit  passer  dans  le 
moindre  temps  possible  d'un  point  quelconque  d'une 
courbe  donnée  à  un  point  quelconque  d'une  autre  courbe 
également  donnée.  L  axe  des  x  étant  supposé  vertical  » 
la  fonction  qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  est 
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x.  et  jpw  représentant  les  abscisses  des  points  extrêmes 
de  la  courbe  décrite.  Ces  abscisses  étant  variables ,  on 
doit  opérer  ici  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans 
les  n**  505  et  507.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  Ja  quan- 
tité jc.  entre  dans  la  fonction  qui  se  trouve  sous  le  si- 
gne /.  Nous  avons  en  comparant  aux  formules  des  nu- 
méros cités  : 


~  V  ' 


N=0,P  dx 


0,  p  = 


dz 
cLc 


Les  équations  indéfinies  qui  doivent  subsister  pour 
les  points  de  la  ligne  cherchée  sont 

«  dP  n 

d'où  l'on  déduit 

=  B, 
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dx 


A/ 


c, 


B  et  G  étant  des  constantes.  Ces  équations,  Sonnent 

dz  G 
4r  =  B' 

d'où  Ton  conclut  en  premier  lieu  que  la  projection  de  la 
courbe  cherchée  sur  le  plan  horizontal  àes  yz  est  une 
ligue  droite,  et  par  conséquent  que  cette  courbe  est  con- 
tenue dans  un  plan  vertical. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  la  courbe  dont  il  s'agit, 
on  peut  supposer  que  le  plan  vertical  des  xj  s%  confond 
avec  celui  dans  lequel  elle  est  placée.  Son  équation  dif- 
férentielle se  réduira  alors  à 

± 

dX  =B; 


d'où  l'on  déduit 


équation  qui  appartient  à  une  cycloïde  dont  la  base  est 
une  ligne  horizontale  passant  par  le  point  de  départ  du 
mobile.  Le  diamètre  du  cercle  générateur  est  représenté 

par  la  constante  -g;.  On  voit  que  le  premier  élément  de 
la  courbe  de  la  plus  vite  descente  sera  toujours  vertical. 


r 
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A  l'égard  des  conditions  relatives  aux  limites  de  l'in- 
tégrale ,  l'équation  déterminée  donnée  par  les  termes 
qui  ne  sont  point  sous  le  signe  d'intégration,  est  ici 


=  0; 

et  Von  a 


dz  \ 


2(x— xo)* 

On  trouvera  la  valeur  de  l'intégrale  j*d*r  en  remar- 
quant  que  la  différentielle  complète  de  la  fonction  V 
est 

Mais  on  a  vu  ci-dessus  que  les  fonctions  P  et  p  devaient 
être  constantes  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe.  On 
peut  donc  écrire  P.  et  p*  au  lieu  de  P  et  p,  ce  qui  donne 

,  d\=-rdx+V»d         +p»d  (£)  , 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

t'^.P=v.-T.+P.(Ê-Ê)+"(È-z)' 

JXo 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  déterminée 
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précédente  ,  et  remarquant  que  P0=P»  et  p9—p*  ,  on 
trouve 

_v.*r0-p„  (*r°-^ -P»  ^ 

ou  ,  en  remplaçant  V*  ,  P*  et  pm  par  leurs  valeurs , 
0  =  1  — 


[dy*  dzm  T 


Les  variations  des  coordonnées  des  deux  points  extrêmes 
de  la  courbe  étant  respectivement  indépendantes  Tune 
de  l'autre ,  cette  équation  se  partage  dans  les  deux  sui- 
vantes 


qui  indiquent  évidemment  que  le  dernier  élément  de  la 
courbe  cherchée  doit  être  perpendiculaire  à  la  fois  aux 
tangentes  menées  aux  deux  courbes  données  dans  les 
points  de  départ  et  d'arrivée  du  mobile.  Il  en  résulte 
que  si  les  deux  courbes  étaient  données  dans  un  même 
plan  vertical ,  leurs  tangentes  menées  aux  points  extrê- 
mes de  la  brachystochrône  devraient  être  parallèles  entre 
elles. 

Ainsi  la  courbe  demandée  est  une  portion  de  cyclolde 
dont  la  base  est  horizontale  et  dont  l'origine  est  au  point 


—  2l6   

de  départ  du  mobile.  Elle  coupe  à  angle$  droits  la  courbe 
d'arrivée  ,  et  l'origine  est  tellement  placée  sur  la  courbe 
de  départ ,  que  la  tangente  menée  par  cette  origine  à 
cette  courbe  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à 
l'extrémité  inférieure  de  la  portion  cycloïdale. 

XL.  CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES. 

520.  Le  caractère  de  l'analyse  différentielle,  et  ce  qui  la 
distingue  de  l'analyse  ordinaire ,  ou  de  l'analyse  algébri- 
que, consiste  en  ce  qu'on  y  regarde  les  quanti  tés  comme  va- 
riables ,  et  que  l'on  considère  à  la  foisla  succession  infinie 
des  valeurs  qui  peuvent  leur  être  attribuées  ;  tandis  que 
dans  l'analyse  algébrique  on  regarde  toujours  les  quantités 
comme  ayant  des  valeurs  déterminées  connues  ou  incon- 
nues. Dans  le  calcul  différentiel  proprement  dit,  les  valeurs 
successives  des  quantités  sont  censées  se  succéder  d'une 
manière  continue  ,  et  par  intervalles  infiniment  petits  • 
c'est-à-dire  plus  petits  que  toute  grandeur  donnée. 
L'objet  principal  de  ce  calcul  consiste  dans  la  recherche 
des  rapports  qui  existent  entre  les  variations  correspon- 
dantes des  variables  et  des  fonctions  dépendantes  de  ces 
variables ,  rapports  qui  donnent  naissance  à  de  nou- 
velles fonctions  dont  la  considération  est  nécessaire  dans 
les  applications  principales  des  mathématiques  aux  arts 
et  à  la  philosophie  naturelle.  Dans  le  calcul  aux  diffé- 
rences, les  quantités  6ont  supposées  varier  par  inter- 
valles déterminés  et  d'une  grandeur  finie.  Cette  partie 
de  l'analyse  considère  d'ailleurs ,  aussi  bien  que  le  calcul 
différentiel,  les  relations  qui  existent  entre  les  variations 
des  variables  et  celles  des  fonctions  qui  en  dépendent. 

521.  Le  calcul  des  différences  finies  est  fondé  sur 
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un  algorithme  qu'il  faut  d'abord  faire  connaître.  Soit  u 
une  fonction  quelconque  d'une  ou  de  plusieurs  varia- 
bles indépendantes  x,y,  z ,  etc.  La  composition  de  la 
fonction  u  est  donnée ,  et  Ton  regarde  les  variables  indé- 
pendantes comme  pouvant  prendre  successivement  plu- 
sieurs valeurs  déterminées  x0,  jrot  zh,  etc.  ;  xxtyx,z„  etc.; 
x% ,  jrt,  z% ,  etc.  ;  x, ,  y „ z3>  etc.  ;  et  ainsi  de  suite.  Le  plus 
ordinairement  ces  variables  sont  supposées  varier  par 
différences  constantes  ,  et  quelquefois  par  intervalles 
égaux  à  l'unité.  La  loi  de  cette  variation  ,  quelle  quelle 
puisse  être  ,  est  supposée  donnée.  En  vertu  des  varia- 
tions dont  il  s'agit ,  la  fonction  u  prendra  également  une 
suite  de  valeurs  déterminées  ,  que  nous  représenterons 
par 

"o,  »„  m,,  m,,  uA  u.-,,  um; 

et  nous  écrirons  comme  dans  l'article  VI , 


Mo 

U,  tt0=  AU0 

U,  tt,  =  AU, 

Au,  —  Au0s=A*Uo 

U,—  U,=  Au, 

Au,— AU^A'u, 

U4 

uÂ  —  u,  =  Au, 

Atts—  Au,  =  A'u, 

AU. —  Au,  =  A*U, 

Un— i 

Un 

Un  U»_,  =  AU*—, 

• 

On  voit  que  le  signe  A  indique  la  différence  entre  la  va- 
leur actuelle  de  la  quantité  affectée  de  ce  signe ,  et  la 
valeur  que  reçoit  cette  quantité  par  l'effet  d'un  change- 
ment fini ,  attribué  aux  valeurs  des  variables  dont  elle 
dépend.  Aw«  est  la  différence  de  la  fonction  ud.  On  re- 
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présente  par  AAUo,  oua*«0>  la  différence  de  Au0,oula 
différence  seconde  de  la  fonction  u^.  On  représente  éga- 
lement par  ou  A3u#,  la  différence  de  aVc.»  ou  la 
différence  troisième  de  la  fonction  u..  Et  ainsi  de  suite. 
Il  existe  entre  les  valeurs  successives  d'une  fonction  et  ses 
différences  de  divers  ordres  des  relations  générales ,  et 
tout  à  fait  indépendantes  de  la  nature  de  cette  fonction 
et  de  la  loi  de  sa  variation. 

522.  En  effet ,  on  trouve  par  de  simples  substitutions, 
comme  on  Ta  vu  dans  l'article  X , 
u,  =  u0+  Au» 

u,  =U0+2Att0+  A"u0 
MJ=tto+3A00-h3A"u0+  A3Uo 

Ut  =  Ko  +4  A  UQ+ 6  A'ilo  +  4  A3Uo+  A«I£o 


n(/i— 1)  ,                     2)  AÎ 
tt.=tt.4•/lAIi0+   \  2    A  tto4-       i  ^3  A*«o+..+AV««, 

formule  qui  peut  s'écrire  d'une  manière  abrégée 

(14-Auo)», 

en  observant  de  changer,  après  le  développement  de  la 
puissance  indiquée  ,  (Au0)r  en  ArUo. 

523.  On  trouve  également ,  par  des  substitutions  suc- 
cessives : 

Aii0=af—  Uo 

A*U0  =  ttB — 2U,+  Mo 

î^Uo^u, —  3u,+3u, —  i*o- 
A*a0  =  tt4— 4kj  +  6u,— 4u,+u0 


n{n—i)  n(n-i)(n— 2) 


s4-...±u* 
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Cette  formule  peut  s'écrire 

- 

en  observant  de  changer,  après  le  développement,  urenur. 
Elle  peut  servir  à  trouver  directement  les  différences 
d'un  ordre  quelconque  d'une  fonction  proposée,  au 
moyen  d'un  certain  nombre  de  valeurs  successives  de 
cette  fonction.  Le  nombre  des  valeurs  qu'il  est  néces- 
saire de  connaître  est  égal  à  Tordre  de  la  différence 
cherchée. 

52*.  On  indique  par  le  signe  2  une  opération  inverse 
de  celle  qui  est  indiquée  par  le  signe  A.  Ainsi  £i*0  re- 
présente la  quantité  dont  la  différence  est  ic.  Nous 
écrirons  donc ,  en  continuant  le  tableau  précédent  vers 
la  gauche, 

etc., 


d'où  Ton  déduit 


tu^r- 2tu4  =  2ttB 

Ko 

X*tt, — 2*1*, = 2  Uâ 

**, 

lVl4 — l'i^sXtt, 

2tt,—  211,  =1*. 

2tt4 — 2»,= a, 

• 

tum+t— ?U*mlUn 

2tt.  +  i-Itt.  sic 

Un 

< 

2W,=r2Uo+Uo+tt, 
2U,=  2Uo+Ko+tti+tt. 
2U4=2llo-fOo+Ml+ttt+ttî 


2iC=£a04-Uo+u,+  «C«f  1^4*  -+-IC— 
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On  voit  que  il**,  ou  l'intégrale  finie  de  u»,  cest-à-dire 
la  quantité  dont  la  différence  est  uHt  se  forme  de  l'addi- 
tion des  n  valeurs  de  la  fonction  u  qui  précèdent  la  va- 
leur Un,  et  d'une  quantité  ïuq  qu'il  faut  regarder  ici  en 
général  comme  une  constante  arbitraire.  Eh  effet,  sup- 
posant u  donnée ,  et  par  conséquent  u0,ut1ut,uv  etc.  f 
on  n'a  assujetti ,  en  écrivant  les  équations  précédentes, 
les  quantités  lu  et  iu0  à  aucune  autre  condition ,  si  ce 
n'est  celle  d'avoir  pour  différence  mo.  Donc  lune  de  ces 
quantités  est  une  constante  arbitraire. 

On  déduit  également  des  équations  précédentes  -, 

Vu^Z'Uo+lUo 
2aK,  =  VUq  +  XUo+ZU, 


Vui  =  ï'uo + ï       2  u,  +  2      1  M,  f  +  2  a.  _ ,  ; 

puis 

23af=  23tt0+2'Uo 

23£i,  =  23l!o  4*  2aKo + 2'K. 
23lt3  =  23l*o+2'Wo+ l'U,-f  2aa, 

23ll4  9  23U0+ 2aUo+       + 2aM,  +2'", 

2'aB  =s23M0+2ai*o+XauI 4-2^,4- -h  H-l'u—,  ; 

et  ainsi  de  suite.  On  a  en  gépéral 

Vu* = Vuo+V-'Uo+V-'u,*  s-'i*,'*. . . .+ 11-1»— i . 

On  doit  remarquer  que  dans  la  valeur  de  2X1  il  entre 
deux  constantes  arbitraires,  qui  sont  2*0.  et  2"o-  Dans 
la  valeur  de  23m*  ,  il  entre  explicitement  les  deux  arbi- 
traires 23w,  et  2*k0>  et  implicitement  l'arbitraire  xu0  qui 
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est  comprise  dans  i*uiy  z*iia,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Enfin 
dans  la  valeur  de  Vu*,  il  entre  explicitement  les  deux 
arbitraires  Vu9  et  v~luot  et  implicitement  les  i — 2  arbi- 
traires l'-'Uo,!'-3!*.,  V^*um,  iu0  qui  sont  comprises 

dans  r-,nt,l,-,1,ll'-,MJ,  etc.  ;  en  sorte  que  l'intégrale  VuH 
comprend  toujours  t  constantes  arbitraires. 

525.  Nous  devons  remarquer  d  ailleurs  qu'il  n'est  pas 
toujours  indispensable  que  dans  l'intégrale 

la  quantité  désignée  par  iw0  ,  qui  la  complète ,  soit  une 
constante.  On  pourrait  prendre  pour  cette  quantité  une 
fonction  quelconque  des  variables  qui  entrent  dans  la 
fonction  u  ,  pourvu  que  la  fonction  dont  il  s'agit  eût  la 
propriété  de  ne  point  changer  de  valeur  lorsque  ces  va- 
riables prendraient  leurs  valeurs  successives.  On  sait 
qu'il  existe  plusieurs  fonctions  trigonométriques  qui 
présentent  cette  propriété  quand  on  fait  varier  les  va- 
riables par  différences  constantes. 

Differtn  tiation  des  fonctions. 

526.  Soit  u  une  fonction  contenant  une  seule  variable  x. 
Difierentier  la  fonction  m,  c'est  chercher  la  valeur  de 
l'accroissement  Au  que  reçoit  cette  fonction  lorsque  la 
variable  x  devient  x-\-bx.  Ainsi  de  l'équation 

•*/(*), 
nous  concluons  en  général 

Si  la  fonction  u  contient  plusieurs  variables  indépen- 
dantes X(fyz,  etc. ,  cette  fonction  peut  être  diflérentiée 


- 
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séparément  par  rapporta  chacune  des  variables.  Posant 

tt=/(x,^,s,  etc.,) , 
ces  différences  sont  exprimées  séparément  par 
Au 

— Ax=/(x+AXir,z,  etc.,)— /(x,r,z,  etc.), 
Au 

— etc.,)— /(x^z,  etc.), 

AU 

—  bz=f(x#9z+\zt  etc.,)— /{xjr.z,  etc  )f 

AZ 

etc. 

La  différence  totale  est 

Au  =/( x + Ax, ^ + AT? z + A» ,  etc.)  — /(x,  .y ,  s ,  etc.) . 

Cette  différence  totale  n'est  pas,  en  général,  égale  à  la 
somme  des  différences  partielles.  Elle  le  serait  si  la  fonc- 
tion f  (x,ytz,  etc.)  était  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière, et  si  les  variables  x,jr,z,  etc.  n'étaient  pas  multn 
pliées  les  unes  par  les  autres. 

527.  Considérons  en  premier  lieu  les  fonctions  ra- 
tionnelles et  entières  d'une  seule  variable  x.  Elles  sont 
composées  de  termes  de  la  forme  Ax*,  A  et  k  étant  des 
constantes  :  la  recherche  de  leurs  différences  se  réduit  a 
trouver  celles  de  la  quantité  x*. 

Nous  avons  généralement 

A.xfc=(x+Ax)*— x\ 

ou  bien 

l.x*=k  xfc_lAx  +  -LzH  xh-( Ax)* 

+       4i\       *^**Y+   +(AX)\ 

1.2.3 


Digitized  by  Google 


—  m3  — 

Si  la  différence  Aar  est  supposée  constante  ,  on  obtient 
facilement  l'expression  générale  de  la  différence  d'un 
ordre  quelconque  de  la  fonction  proposée.  Eu  effet  on  a 
alors 

ut=  (X+  aj:)\ 
u,=  (j?+2A.r)\ 
«,  =  (x+3ax)*, 
etc. 

et  la  formule  du  n°  523  donne 

A*.  jt'=  («r +»A.r)*—  n  [>-f  (/*— 1)  Ax]' 
4-  [x-Hn— 2)AJr]*— etc.; 

ou  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  &xt 

A*.  «r*= 

'  [-5+5?-  P 

+  *[»-  -  (n-l)  +  -L-^J  («-2)-  J  x*-  A* 

^■'[,._:(„_,,.+*=!!(„_s,_...]^(„)- 

_-h  etc  , 

expression  dont  la  loi  est  évidente. 

528.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  :  1°  que  le  terme 
affecté  de  xk  est  nul,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 
comme  on  peut  le  vérifier  ;  2°  que  la  quantité 

n.      M.  n(n — i) ,     _    n(n — i)(n — 2)» 
-  (*-!)'+  (»-2>-     i/an3  (/*-3)<+etc. 

est  également  nulle  ,  tant  que  i  est  plus  petit  que  n  ,  ce 
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que  Ton  peut  également  vérifier ,  et  ce  qui  doit  être , 
puisque  l'expression  A'.x1  ne  peut  pas  contenir  de  puis- 
sances de  AJt  inférieures  à  la  puissance  m  3°  enfin  que 
l'on  a  toujours 

1.2.3  ji  =  /T—  n{n— 1)*  +  ^""^  (n— 2)w— etc., 

comme  on  peut  s'en  assurer.  Nous  écrirons  donc  sim- 
plement au  lieu  de  l'expression  précédente 


k(k— 1)(*— 2)  (£— /t+1)  xk~~\xn  "1 

1.2.3  (»+l)  L 


A(M)(M...[M»H-1)]  r/i^-nfn-l^ 
1.2.3  (»+2)  L 

+  —  («-2)^-  J 

*(*--l)(*--2)...[A:-(tt+2)]  ^ 

1.2.3  (#i+3)  L 


+  ÏÎÏZÎi  (n_2)^J-  ]  ax~+' 


+  ctc. 


On  peut  remarquer  que  dans  le  cas  où  l'exposant  k  est 
un  nombre  entier  et  positif:  1°  la  valeur  de  la  différence 
de  l'ordre  k  de  la  fonction  xk  se  réduit  à  une  constante 
dont  l'expression  est 

A* .  x*  =  kik — 1  )  (*— 2)  (*— 3)  3.2.1A**; 
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2°  l'expression  précédente  de  An.  xh  se  termine  alors  par 
un  dernier  terme  qui  est 

n(n— \)k +  ?ï^\n—2)i—  ]  axk. 

Ces  résultats  donneront  les  différences  d'un  ordre 
quelconque  de  toutes  les  fonctions  de  la  forme 

Ax»+Bxc+Cjr>+  etc. 

528.  Parmi  les  fonctions  rationnelles  on  distingue  ,  à 
raison  de  la  simplicité  de  l'expression  de  leurs  différences, 
les  produits  de  facteurs  équi-différents,  tels  que  la  fonc- 
tion 

u  =  (a+x)  (a+x+  Hx)  (a+ x+2  àx)  [a+ x+(k— \)&x]. 

On  trouve  facilement 

\nu  =  [a+x+n^x]  [a+x+{n— i)^x]  [a+x+(k—  i)lx] 

X*(*— 1)  (k — 2)  (*— 

529.  Quant  aux  fonctions  fractionnaires,  on  en  obtient 
les  différences  en  les  décomposant  en  fractions  simples 
par  les  méthodes  connues.  L'expression  de  la  différence 
se  simplifie  lorsque  le  numérateur  est  une  constante  et 
le  dénominateur  un  produit  de  facteurs  équi-différents. 
Soit 

A 

(a+x)  (a+x+Hx)  (a+x+21x)  [a+x+(k—  l)Ax]  1 

on  a 

+  À.*(*+t)  (*+2)  (k+n— 

A u  =  ■ — - —  . 

(a+x)  (a+x+±x)  (a+a:+2±x)  [a+x+(k+n—\)ix] 

Les  signes  -f-  ou  —  ont  lieu  respectivement  lorsque  n 
est  pair  ou  impair. 

2*  année.  15 
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530.  Nous  considérerons  maintenant  les  fonctions 
transcendantes.  Soit 

nous  aurons 

Aw=Iog.  (x-f  A:r)—  log.  or  =  log.  (*+"~)  » 
et  en  développant 

> 

Si  la  différence  ajc  est  supposée  constante,  on  a 
K,  =  log.(.r+  Ax)  =  log.  (l-f-^^+log.x, 

1+— J  +log.x, 
m,  =  log.  (jr+  3  Ax) = log.  (  *+^r)  +lo8  •*  » 


etc. 


En  développant  ces  expressions  et  les  substituant  dans 
les  formules  du  n°  523 ,  on  trouvera 

etc. 

M  est  le  module  logarithmique,  c  est-a-dire  le  nombr? 
par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  hyperbo- 
liques pour  avoir  ceux  du  système  de  logarithmes 
dans  lequel  on  calcule. 
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531 .  La  fonction  exponentielle  a'  donne ,  en  suppo- 
sant toujours  la  différence  Ax constante, 


A*a*=a*(dA*— 1)", 

532.  A  l'égard  des  fonctions  trigonomé  triques ,  en 
partant  des  formules  connues 

sin.  A— sin.  B  =  2sin.  -  (A— B).cos.  -  (A+B) , 

2  2 

1  1 

cos.  A  —  cos.B  =  — 2sin,  -  (A— B).cos.  -  (A+B) , 

2  2 

on  trouve 

Asin.x=sin.(jr4-Ax)  —  sin.x  =  2sin.*  Ax.cos.- (2x+A.r), 

2  2 

1  1 

Acos.j:=cos.(j:+Aa:)— cos.a:=— 2sin  - Ax.sin.-  (2-r+A.r)  j 
puis 

A" sin.  j:  =  2 sin.  ^  A.r  £cos.  i  (2x + 3A*)— cos.  1  (2.r+A.r)J 

=  —  4 sin.'  -  Ax.sin.  [x+ A**). 
2 


Et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  parvient  aux 
formules  générales 

A»"sin. x  =  =h2>-  sin.»-  1  Ax.sin.i (2x+ 2/iAx) 

A"  +  •  sin .  x = d=  2"  +  •  sin. »•  +  »  -  Ax.cos .  -  |j2jr +(2/x  -hl)Ao:J. 

Les  signes  +  ou  —  ont  lieu  respectivement  suivant  que 
Je  nombre  n  est  pair  ou  impair. 
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La  différence  de  l'ordre  n  de  la  fonction  sin.x  s'ex- 
prime d'une  manière  encore  plus  simple  au  moyen  des 
différences  des  ordres  n — i  et  n — 2.  On  obtient  en  effet 
l'expression 

A*  sin.jf=  —  2  sin.a  -  Aj;  (A*- '  sin .  x + A*-» sm.  x ) , 

2 

qui  se  déduit  des  précédentes. 

533.  On  pourra  toujours  ,  d'après  ce  qui  précède,  et 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n°  526 ,  obtenir  les  diffé- 
rences partielles  ou  totales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Soit  par  exemple  la  fonction 

u=xy  : 

on  trouve  ,  en  supposant  &x  constante 

^u  =  {x+  kz)by  +  Ax.  y 
A'a  =  (x-f  2Ajc)  A>+2Ax  by 
A3u=(x+2Ax)  fy+32ix.ty 
etc. 


Soit  encore  la  fonction 


x 

u=  —  : 

y 


on  aura 


[_*+(*y_(*)+-..]. 

534.  Les  différences  totales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  s'expriment  au  moyen  de  leurs  différences  par- 
tielles, par  des  formules  remarquables.  Soit  u  une  fonc- 
tion des  deux  variables  x,y,  dont  nous  supposons  les 
différences  &r  et  by  constantes.  On  a 

Au        Au  A'it 

ûM  =  —  Ax-f  —  AvH  AxAx, 

AJC  A^  ^      AXA>  *" 
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expression  qui  peut  secrire 

A«=[(l+^)(l+^)-l]- 

Et  l'on  trouvera 

av,-[(i  +  ±a*)  (.  +  ±at)-iJ- 


A""=[(1+è^Kt+èAy)-1TB- 

On  obtient  des  formules  analogues  lorsque  la  fonction 
proposée  contient  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Si 
u  contient  les  trois  variables  x,y,z,  on  a  également 

et  ainsi  de  suite. 

Intégration  des  /onctions. 

535.  Soit  en  premier  lieu  la  fonction  «r*.  En  écrivant 
ro+i  au  lieu  de  k  dans  la  formule  du  n°  527,  elle  devient 

A         =  2+1  X-(AX)  +  2±J  «  *^(Aje)-  +  +(AX)^ 

et  donne ,  en  prenant  l'intégrale  de  chaque  membre , 
^=2+lIX-.(4x)+2+I|îx--"(Ax),+  ....+Sa:*(4x)"^; 


d'où  Ton  déduit 


—   I  — —  —  (Ax)  ' 


(m+J)iU:      m+i  L  1  1 

m-\-\  m  m — 1            „  ,  „  1 

+  —  2  —  (4*)"^*+  +  (AX)-IX'J. 
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Si  Ton  fait  successivement  dans  cette  formule  m=0. 
=1,=2,  etc. ,  on  trouvera 


Ax 

"*  2Ax     2  ^ 

,  *    ,  * 

2x  =   x  +  -  x  Ax 

3Ax      2  6 
x4       1  1 

zx  -    -  ï x<+  §  *ÏAX~  è  x  (AX)J 

lx'=   x*Ax   x'(Ax)3 

6Ax      S        12  12     1  ' 

x7        #         1  1  1 

Zx*=  —  ï  xe+  •  x$Ax  —  -  x^Ax)3*  —  xtlx)' 

7Ax      2        6  6  42  1 

etc. 

Chacune  de  ces  intégrales  doit  être  complétée  par  une 
constante  arbitraire.  Cette  constante  se  détermine  lors- 
qu'on fixe  en  même  temps  le  premier  terme  de  la  série 
des  quantités  Xo» JC|, JTj|  •  • . , .  ou  x„,x0+ax,x0+2ax,  etc.; 
et  le  premier  terme  de  la  série  des  quantités  *x0,Lr, 
5x„  etc. 

Ces  résultats  donneront  les  intégrales  de  toutes  le> 
fonctions  algébriques  rationnelles  et  entières  ,  l'incré- 
ment àx  étant  supposé  constant. 

536.  On  a ,  d'après  le  n°  528  ,  en  écrivant  m  au  lieu 
de*—  1, 

A  { (<x+x)  (a+x+Ax)  (*+x+2Ax)  (a  +x+  mAx)  ]  = 

(a+x+Ax)(*i+x+2Ax)  (tf  +  x-f  mAx).  (m+l)AXi 
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et  par  conséquent  en  intégrant  de  part  et  d'autre , 

z((a+x+Ax)(a  +  x+2Ax)  (a  +  x+mAx)}  = 

 (a4-x)  (a+x+^x){a+x+2^ix)..  .(a+x+m!iJc)+const. 

(m~hl)Ax 

■ 

537.  On  a  également ,  d'après  le  n°  529, 

A 1  (<ï+x)(a+x4-Aa)(a+x+2Ax)  [<i+x+(m+1)Ax]] 

— kmdx 

{a+x){a+x+bx){a+x+<2te)  (afx+mAx) 9 

et  par  conséquent 

1  [(ûtj)  (a+x+Ax)  (a+x+2ax)  (a+x+mAx)l 

_j  ^  _  +contt. 

m^x  (*+x) (a+xAx)  (a+x+2ax)..[a+x+(/n— l)ûx] 

538.  L'équation 
dun°531  donne 

a* 

va*=— — +  C, 
û^- 1 

C  étant  la  constante  arbitraire;  d'où  Ton  passe  facile- 
ment  à 

(a^— 1)' 
_* 


V3a«=  _  +?C 
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Quant  aux  expressions  ïC,2*C,  z*-»C,  il  faut 


quer  que,  d'après  le  n°  535,  ïj?=i\=— .  Donc 

AX 

^   Cx       /-i  » 
iCss- — hC,  C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

/  Ax 

Les  formules  du  même  numéro  donneront  également 
les  expressions  2?C,z3C,  etc.  ;  et  Ton  voit  que  l'inté- 
grale i*ax  contiendra  n  constantes  arbitraires,  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  n°  523. 

539.  A  l'égard  des  fonctions  circulaires,  Véquaiion 
Acos.x  = —  2sin.^Ax.sinYx+-  Ax^ 

2      v  2  ; 

du  n°  532  donne 


>iii.^x+£Ax^  = 


Acos 

Acos.x 


sin.  |  x-f- \j;  )  =  - — ,etsm.x=—  • — 

2sin.-Ax  2sin.-Ax 
2  2 

d'où  ,  en  intégrant , 

2sin.x  =  h  const. 

2sin.-  Ax 
2 

On  déduira  de  la  même  manière  de  l'équation 

A  sin .  x  =  2sin .  \  Ax.cos.  fx+  -  \x\ 

2  v     2  / 

du  même  numéro, 

iin.  ^x — j|  Ax^ 


sin 

Icos.x  = 


2sm.-Ax 


On  peut,  au  moyen  de  ces  formules,  intégrer  les 
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fonctions  composées  de  termes  de  la  forme  sin'ar.cos'x 
lorsque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  et  positifs.  En 
efïet,  ces  fonctions  peuvent  être  transformées  en  une 
suite  de  termes  contenant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs 
multiples  de  lare  x  ;  et  Ton  a  évidemment 

cos.  ~ 

s  «in .  {p+ qx)  =  —  -  

2sin.  -?Ax 

sin.  [p+qx — Î^Aar^ 

ïcos.(p+qx)=  . 

2sin.-*Ax 

540.  Si  Ton  cherche  à  appliquer  aux  intégrales  finies 
le  procédé  de  l'intégration  par  parties,  on  posera,  en 
désignant  par  P,  Q  deux  fonctions  quelconques  de  la 
variable  x, 

vpQ  =  Q.  iP-fz, 

z  étant  une  fonction  de  la  même  variable,  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  DifTércntiant  chaque  membre  de  l'équation, 
il  viendra 

PQ=(Q+AQ).i(P-hAP)— Q.sP+Az  , 

ou,  (en  remarquant  que  ï.aP=P), 

0  =  aQ.s(P  +  aP)+As,    d'où   z=  —  i[aQ.i(P+ AP)]. 
Donc 

z  PQ = Q .  iP — i  [  aQ  .  i  (P + aP  J , 

ou 

lPQ  =  Q.2P-S(AQ.îP1); 

et  par  suite 
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iPQ=Q.-P— aQ .  2aP,+s(A*Q .  s'P,) , 
vPQ=Q.vp_AQ.2«p,+  A'Q.fP,— zfA'Q.i'P,) , 
etc: 

sPQMJ.sP-aQ.C-'PJ+a'Q.ï'P-a'Q.i^a+a^  -JP^ctc. 

Cette  formule  peut  être  mise  aussi  sous  la  forme 

-PQ  =  Q .  iP—  aQ  .  (2T4-  xP)+A'Q .  (2*P + 2z'P + iP) 

—  A5Q.  (S4P-h  323P-f-3z'P+  lP)  -f-ete. 

Elle  s'arr,éte  lorsque  les  différences  d'un  ordre  quelcon- 
que de  la  fonction  Q  deviennent  constantes. 

Sommation  des  suites. 

5H.  On  a  vu ,  n°  523 ,  que  Ton  avait  généralement 

formule  dans  laquelle  ïna  représente  une  constante  ar- 
bitraire. Par  conséquent,  si  nous  écrivons 

Sa»  =  Uo+"l+"a+i/,-f  +u»  ; 

c'est-à-dire  si  nous  représentons  en  général  par  Su.  Lt 
somme  des  valeurs  de  la  fonction  u  jusques  à  la  valeur 
u„,  y  compris  cette  valeur,  nous  aurons  la  relation 

SuH  =■  Su, + u,+ const. 

On  voit  qu'il  est  nécessaire  de  distinguer  Y  intégrale 
désignée  par  le  signe  2  de  la  somme  désignée  par  le 
signe  S.  Ces  quantités  diffèrent  en  ce  que  la  dernière 
exprime  la  somme  des  termes  de  la  suite  uo,u19u%%  etc. 
jusques  et  compris  Je  terme  w,,  tandis  que  ce  dernier 
terme  n'est  pas  compris  dans  l'intégrale.  On  peut  d'ail- 
leurs supprimer  l'indice  nt  et  écrire  simplement 

Sa=  ïu+u+const. 
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La  constante  se  détermine  d'après  la  connaissance  du 
terme  par  lequel  doit  commencer  la  série  des  fonctions 
désignées  par  a,  dont  Su  représente  la  somme. 

542.  Soit  demandée,  par  exemple,  la  somme  des 
puissances  des  nombres  entiers.  On  fera  dans  les  for- 
mules du  n°  535,  Sx— 1,  et  Ton  aura,  en  déterminant  la 
constante  de  manière  que  les  séries  commencent  par 
l'unité,  cas  dans  lequel  sa  valeur  est  nulle, 

Sx  =1  +  2  +  344+  +x  =-x  +  -x 

Sx,=  l+2,+  3,+4,+  +x,=  -x3+-x*+£X 

Sx'=  1  +2,+3'+4,+  +x  =  \  xJ+^+I*' 

4        »  4 

Sx4=  1 +24+34+44+  +^=ix5+^xM-ix3-^  x 

115  1 

Sx*=  1  +  2'+  3'+  4'+  + x  =  -xe+ - x'+  -x*- — x« 

6  2      12  12 

Sx6«l  +  2*+  36+46+  +x6=  î x'+i x6+l x'- 1 x'+l  x 

7  2       2       6  4'2 

etc. 

543*  La  formule  du  n°  536  donne 

S  {(a+x+4x)(tf+x+2Ax)...(a+x+mAx)]  = 

; — ^- —  (a+x+Ax)  (rf+x+2Ax)....[tf+x+(m+l)ax]+co/i$/., 
(m+lpx 

expression  d'où  l'on  déduit  la  somme  des  suites  des 
nombres  figurés.  Le  terme  général  de  ces  suites  est 

(x+1)  (x+2)  (x+3)  (x+m) 

1.2.3  m  ' 
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et  Ton  a ,  en  faisant  dans  la  formule  précédente  a=0 
et  Ax=l , 

_(.r+l)(.r+2)).r+3)..(.r+m)  (x+l)(x+2)(.r+3)..(.r+m+l) 

^  ==  —  —  -$-Consr, 

1.2.3  m  1.2.3  (m+1) 

Ainsi  un  terme  quelconque  de  chaque  suite  donne  la 
somme  des  termes  de  Ja  suite  précédente.  On  trouve  en 
faisant  successivement  w=l,=2,=3,  etc. 

S  — y-  =1+24-3+4+  + 

jx+i)(x+2) 

s(£±l^±2)=i+3+6+lo+  +  Ç«±ç|±« 

_  (x+1)(x+2)(x+3) 

=  (x+1):x+2)(j:+3)(j+4) 
7  12.3.4 

etc. 

La  constante  est  nulle  lorsque  les  suites  doivent  com- 
mencer par  l'unité. 

544.  La  formule  du  n°  537  donne  de  la  même  manière 

s  L  _ 

(a+x)(a+«c+AJC)la+a-+2A  x)  {a+x+màx) 

1  1 

  -— — —  .  i    ii...  -L.  CO/ISt 

m\x  (a+x+bxXa+x+^x)  {a+x+m\x) 

et  cette  formule  servira  à  sommer  les  suites  dont  les 
termes  ont  l'unité  pour  numérateur,  et  pour  dénomina- 
teurs les  nombres  figurés.  Le  terme  général  de  ces  suites 
est 

1.2.3  m 

( je+1  )  (x+2)  (x+3). . .  ( x+/w  ) 
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et  la  formule  précédente  donne 

1  .2*3  tti 
(x+l)(x+2)(,r+3)..  ..{x+m) 

 L-  1  2,3 m  +  const. 

Cette  formule  est  en  défaut  lorsque  m=l.  En  suppo- 
sant m=2,=3,=fc,  etc.  ,  et  déterminant  la  constante, 
de  manière  que  les  séries  commencent  par  l'unité,  elle 
donne 

1.2  i  11 

S(o>MX.r+2)~  +  3*6*10 

1.2  2  1.2 

*  (x+DUi-2)  ~  T  (x+2) 

1.2.3  l     £  _l 

S  (x+l)(-*+2)(.r+3)      +  4  +  l0+20 

1.2.3  3  1.2.3 

+  (x+l)(x+2)(x-f  3)  ~~  2  (a4-2)(.r+3) 

l  A3  »  _     l     i  l 

(xH-l)(or+2)Cx+3)(x+4)         5     15  35 

 1.2.3.4  4  1.2.3.4 

+  (Ji-+l)(x+2)(x+3)(jr-h4)      3      [x+ 2)(x+3) (x+4) 

etc  

2  3  4 

Les  valeurs    >-,z,etc. ,  de  la  constante  donnent  les  va- 
12  3 

leurs  des  séries  correspondantes  quand  on  les  suppose 
prolongées  à  l'infini. 

545.  Quant  aux  fonctions  transcendantes,  on  déduit 
de  l'expression  de  iaT  du  n°  538, 


Sa*  =  —         4-  const. 

a±*~  1 
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5fc6.  Les  expressions  de  i  sin.  x  et  2  cos.  x  du  n*  539 
donnent 

cos.^x-f^AxJ 

S  sin.  x = —  h  const., 

2 sin.  -  Ax 
2 


sin.  Axj 


S  cos .  x  —  \-  const. 

2sin.  -  Ax 
2 

Ces  formules  donnent  la  somme  d'une  suite  de  termes 
formés  de  sinus  ou  cosinus  d  arcs  croissants  en  pro- 
gression par  différence.  On  en  déduit  en  effet ,  en 
écrivant  p+qx  à  la  place  de  x ,  et  g±x  à  la  place  de  Ax, 

cos.  (p+qx+  î  q àx\     cos.  (j>—  jj  q±x^j 

Ssin.(/H^x)  =  -  -  +  j  , 

2sin.  -    Ax  2sin.-oAx 
2*  2V 

sin.  (p+qx+  *  fAx)     sin.         !  «jrAx) 

Scos.(^x)  =  i  p  , 

2sin. -£ûx  2sin.-^Ax 

la  constante  étant  déterminée  de  manière  que  les  séries 
commencent  respectivement  par  les  termes  sin.p  et  cos. p. 

ItUégration  des  équations  aux  différences  finies ,  linéaires 

et  à  coefficients  constauts. 

54-7.  Considérons,  comme  dans  les  articles  précé- 
dents ,  une  variable  indépendante  x  ,  et  une  fonction  y 
dé  cette  variable.  La  variation  de  x  est  la  constante  Ax,, 
qui  est  toujours  connue.  Une  équation  aux  différences 


■ 
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finies  exprimé  en  général  une  relation  entre  la  va- 
riable xt  la  fonction  y,  et  un  certain  nombre  des  diffé- 
rences \y,  Ay,  ±3yt  etc.  de  cette  fonction. 

On  voit  d'ailleurs  sur-le-cbamp  qu  en  mettant  à  la  place 
de  by,  A*/t  .  etc. ,  les  expressions  générales  du  n°  523, 
la  relation  dont  il  s  agit  se  trouvera  donnée  entre 
^/«J.ï^'/i'  elc*»  l'indice  du  terme  le  plus  éloigné 
dans  la  série  des  valeurs  de  y  étant  égal  à  Tordre  le  plus 
élevé  des  différences  contenues  dans  l'équation  proposée. 
D'où  l'on  voit  qu'une  équation  aux  différences  finies 
n'est  autre  cbose  qu'une  relation  entre  un  certain  nom- 
bre de  termes  consécutifs  d'une  série  ,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  peut  déterminer  tous  les  termes  de  cette 
série,  après  en  avoir  pris  arbitrairement  un  nombre  égal 
à  l'ordre  de  l'équation. 

Intégrer  une  équation  aux  différences  finies,  c'est 
trouver  l'expression  du  terme  général  de  la  série  dont 
on  vient  de  parler.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
cette  expression  doit  nécessairement  contenir  un  nom- 
bre de  constantes  arbitraires  égal  à  l'ordre  le  plus  élevé 
des  différences  qui  se  trouvent  dans  l'équation ,  ou  à 
l'indice  le  plus  élevé  des  valeurs  successives  de  la  fonc- 
tion^ qui  y  sont  contenues. 

548.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'équation 
proposée  se  réduit  à 

laquelle  ,  d'après  la  formule  citée  du  n°  523,  revient  à 
h[n — X)  nin— \){n — 2) 
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et  d'où  Ton  tire 

n(n—i)  n{n—l)  (/t — 2)  _ 

».^it-i  - —  y*-  %  -\  —  y*-* — . . .  -f^o  - 

Le  terme  de  la  série  affecté  de  l'indice  n  est  donné  ici 
par  la  somme  de  n  termes  précédents ,  multipliés  chacun 
par  des  coefficients  numériques  dépendants  de  cet  indice. 

L'intégration  de  l'équation  A"/=0  s'effectuera  d'ail- 
leurs d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  535.  On  aura 

A— '^  =  i'0  =  Al 

_        _     A,.r*      (A, — 2AJx 

A,,AB,A„  etc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  ;  et  en 
général  l'intégrale  de  l'ordre  n  sera 

a,af,aa,a3,  étant  des  coefficients  constants  arbi- 
traires, dont  le  nombre  est  égal  à  Tordre  de  l'équation, 

5fc9.  Considérons  maintenant  l'équation 

?x  h-  *  +  Prx+»-i  +  Q^*  +  «~ a         -f . . .+  Vjr*  =0  v .  (m) 

dans  laquelle  P,Q,R  U  désignent  des  nombres  con- 
stants. Si  nous  posons ^=^r,J>  désignant  une  constante, 
tous  les  termes ,  après  la  substitution  de  cette  valeur, 
seront  divisibles  par  fix ,  et  il  restera 

.P.+P.P— ■  +  Qfi—*+Rfi*-*  +  +U=0  ,  {n) 

en  sorte  que  l'expression  y=fix  satisfera  à  l'équation  pro- 
posée (m)y  pourvu  que  fi  soit  Tune  quelconque  des  ra- 
cines de  l'équation  (n). 
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En  représentant  donc  par  fiyptfp3,  P*  les  n  racines 

de  l'équation  (n),  que  nous  supposons  d'abord  toutes 
réelles  et  inégales ,  nous  aurons  pour  y  les  n  valeurs 

particulières  y=p9*tf=sf%*,jr=.ptn,  y=fl>  et  puisque 

1  équation  (n)  serait  également  satisfaite  par  la  somme 
de  deux  ,  ou  d'un  nombre  quelconque  de  ces  valeurs , 
affectées  chacune  de  coefficients  constants  quelconques , 
l'on  aura 

y  =  A,  />•+  A,  />."+  A,   -h  A. 

pour  l'expression  de  l'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion; A,,A„A,,  A.  étant  les  n  constantes  arbitraires 

qui  doivent  entrer  dans  cette  intégrale. 

550.  Dans  le  cas  où  l'équation  (n)  a  des  racines  ima- 
ginaires ,  soit 

p — 2Apcos.<p+£*    et    j>  =  £(cos.y  ±:J/ — Isin.y) 

uu  des  facteurs  réels  du  second  degré  de  son  premier 
membre,  et  les  deux  racines  imaginaires  correspon- 
dantes. On  reconnaîtra,  par  le  n°  117,  que  l'équa- 
tion (m)  est  satisfaite  par  les  deux  valeurs  particulières 

p=k*{cos.<fx+l// — Isin.yx)  et  y=kx(cos.yx — (/ — lsin.yjr), 

et ,  par  conséquent,  par  la  somme  de  ces  valeurs ,  multi- 
pliées chacune  par  un  coefficient  constant  quelconque. 
D'où  Ton  conclut  que  la  partie  de  l'expression  générale 
de  la  fonction  y  correspondante  aux  deux  racines  imagi- 
naires dont  il  s'agit  est ,  sous  forme  réelle, 

B,**cos.y.r  +  Bt*rsin.y.r  , 

B,  et  B,  étant  des  constantes  arbitraires. 

2«  annek.  16 
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551.  Le  cas  où  l'équation  (/i)  a  des  racines  égales  se 
résout  d'une  manière  semblable  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  n°  kkO.  Si  l'on  représentait  par  ft  et  />,-)-'->  deux  des  ra- 
cines de  cette  équation  ,  la  somme  des  valeurs  particu- 
lières correspondantes  serait 

ou  ,  en  développant  la  puissance  indiquée  , 

Or,  on  peut  donner  à  A,  et  A,  des  valeurs  telles  que  \es 
quantités  A,+A»  et  A,„  se  réduisent  à  des  constantes 
finies  quelconques  lorsque  Ion  supposera  o>  infiniment 
petite  ;  ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à 

Dans  le  cas  de  trois  racines  égales ,  la  somme  des  trois 
valeurs  particulières  correspondantes  sera 

V/'+A^— +A,(jVK>)c, 

ou 

(Arr  AJA'-KA.+V)  A,*'  î£=îl  f*  +  etc. 

Et  comme  l'on  peut  attribuer  aux  constantes  At,A,,  A,  des 
valeurs  telles  que  les  quantités  A.+A^A.+A^A.V  de- 
viennent des  constantes  finies  quelconques  lorsque  &»  de- 
viendra infiniment  petite,  la  somme  des  trois  valeurs 
particulières  dont  il  s'agit  prend  la  forme 
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Et  ainsi  de  suite  dans  le  cas  où  il  y  aurait  un  plus  grand 
nombre  de  racines  égaies  entre  elles. 

552.  Les  constantes  arbitraires  introduites  dans  l'in- 
tégrale générale ,  se  détermineront  toujours  d'après  la 
condition  que  cette  intégrale  reproduise  n  valeurs  don- 
nées de  la  fonction  j%  correspondantes  à  n  valeurs  égale- 
ment données  de  la  variable  x. 

■ 

XLI.  Formules  d'interpolation. 

553.  L'opération  désignée  sous  le  nom  à* interpolation 
est  une  des  applications  principales  du  calcul  des  dif- 
férences finies.  Elle  est  fondée  sur  cette  notion ,  qu'à 
défaut  de  l'expression  analytique  d'une  fonction  qui  en 
fait  connaître  complètement  la  nature ,  et  qui  permet 
d'en  calculer  exactement ,  ou  d'une  manière  aussi  ap- 
prochée qu'on  le  veut,  la  valeur  correspondante  à  une 
valeur  quelconque  de  la  variable,  on  peut  connaître, 
avec  un  degré  d'exactitude  qui  suffit  aux  applications , 
toutes  les  valeurs  de  la  fonction  dont  il  s'agit  lorsqu'on 
connaît  un  nombre- limité  de  valeurs  données  de  cette 
fonction.  C'est  ainsi  que  dans  les  constructions  graphi- 
ques ,  on  regarde  la  figure  d'une  courbe  comme  étant 
déterminée  par  un  certain  nombre  de  points  donnés  ap- 
partenant à  cette  courbe. 

Reprenons  la  forme  du  n°  521 

«(n— I)  ,             1)(n— 2)  . 
M.=  ttg+nAtt#+__  A   —  A'«0+  -MX- 

Cette  formule  établit  simplement  une  relation  entre  la 

valeur  um,  la  valeur  u0,  et  les  différences  Miof^uûl^u9,  

Lnu0  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  valeurs 


a#,u„ut,u,  a.  qui  sont  censées  connues.  On  ne  peut, 

à  parler  rigoureusement ,  en  tirer  rien  qui  ne  soit  déjà 
donné. 

Considérons  u  comme  une  fonction  de  la  variable  x 
seule,  et  admettons  que  cette  variable  croisse  par  la  dif- 
férence constante  àr.  Si  nous  écrivons  il»  pour  repré- 
senter la  valeur  que  reçoit  la  fonction  u  quand  on  donne 
à  la  variable  une  valeur  désignée  par  x ,  nous  devrons , 
en  remplaçant  dans  la  formule  précédente  tu  par  u„  rem- 
x 

placer  n  par—*  Eue  s  écrira 

x  x  (  x       \  H\ 

u'^Tx^Ii\^x)lJ 
+  JL  (±-a)***.+  

+  ir  W      J  W      J  1.2.3 

55fc.  Si  la  fonction  u  était  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  x  de  Tordre  r,  la  différence  Arw.  serait  con- 
stante ,  et  par  conséquent  les  différences  des  ordres  sui- 
vants seraient  nulles,  comme  on  la  vun°527.  L  expres- 
sion précédente  aurait  donc  un  nombre  déterminé  de 
termes  ;  en  sorte  que  la  connaissance  des  r-fi  premières 
valeurs  de  u  suffirait  pour  continuer  indéfiniment  la 
série ,  et  donner  des  nombres  exacts.  Cela  se  voit  aussi 
en  remarquant  que  si  Ton  fait  A"a=0  dans  l'équation 
du  n°  523 ,  on  en  tire 

/t(/i— 1)           «(n— !)(«— 2) 
um=n.Un-t  — -  u*_aH  — —  u._j— .... 


formule  qui  donne  un  terme  quelconque  de  la  suite 
u,,u„u,,  etc. ,  au  moyen  des  n  termes  précédents.  Cette 
circonstance  n'a  pas  Heu  en  général  ;  mais  si  les  diftV- 
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rences  successives  Au^u^A'a.,  etc.,  ont  des  valeurs 
décroissantes ,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  auxquels 
s'appliquent  les  méthodes  dont  il  s'agit ,  on  pourra  sup- 
primer les  termes  qui  seront  assez  petits  pour  ne  pas 
influer  sur  la  valeur  des  résultats ,  eu  égard  au  degré 
d'exactitude  avec  lequel  les  nombres  sont  calculés.  La 
formule  précédente  pourra  servir  alors  à  prolonger  la 
série  ;  mais  on  conçoit  qu  a  mesure  que  l'on  s'éloignera 
davantage  des  nombres  donnés ,  on  sera  exposé  à  com- 
mettre des  erreurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Il  importe  de  remarquer  d'ailleurs  que  dans  les  cas 
où  les  différences  d'un  certain  ordre  r  sont  constantes , 
ou  peuvent  être  supposées  constantes,  le  calcul  des 
termes  de  la  suite  u„u„u%,  etc. ,  qui  dépassent  le  terme 
ur ,  n'exige  plus  que  de  simples  additions.  Soit  par  exem- 
ple la  fonction 

w,=x3 — 5x'+6.r  —  1 , 

et  supposons  x=i.  On  calculera  les  quatre  premiers  ter 
mes  ,  correspondants  aux  valeurs  x=0,o:=ltx=2,x=3> 
et  Ton  formera  le  tableau  suivant 


JC 

Um 

Ait* 

0 

—  1 

1 

4-1 

4-2 

2 

—1 

-2 

—  4 

3 

—1 

0 

+  2 

4-6 

La  nature  de  la  fonction  proposée ,  indiquant  que  les 
différences  troisièmes  sont  constantes,  on  voit  que  Von 
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pourrait  continuer  la  série  des  valeurs  de  ua  par  la 
formule 

■                                A*U  A*li 
M,  =  U»  4-  X Atto  +  X ( X—  1  )  —2  +  1  )  (X— 2)  2_  , 

i  •«  1.2-3 

dans  laquelle  on  ferait  wa= — I^am^î^'k^ — 4,A,«o=6. 
Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  prolonger  le  tableau 
en  écrivant  la  différence  constante  6  dans  la  dernière 
colonne  à  droite ,  et  formant  par  addition  les  colonne* 
en  revenant  de  droite  à  gauche. 


X 

Um 

Au, 

A'a. 

• 

3 

—  1 

0 

2 

6 

4 

4-7 

8 

8 

6 

5 

29 

22 

14 

6 

6 

71 

42 

20 

6 

etc. 

• 

Les  résultats  que  Ton  obtient  ici  sont  entièrement 
exacts.  Mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  les  différences 
du  dernier  ordre  ,  que  Ton  considère,  n'étaient  pas  ri- 
goureusement constantes.  Il  faudrait  alors  calculer  d'a- 
vance quelques  termes  éloignés  de  la  série  ,  et  s'assurer 
que  ces  termes  sont  reproduits  par  le  mode  de  calcul 
qui  vient  d'être  indiqué. 

555.  L'objet  de  l'interpolation  consiste  d  ailleurs 
non  pas  à  prolonger  indéfiniment  une  série  de  termes 
dont  un  certain  nombre  sont  donnés ,  mais  à  calculer 
les  termes  intermédiaires  dans  une  série  dont  un  certau 
nombre  de  termes  sont  déterminés  de  distance  en  dis* 
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tance.  Quoique  la  formule  du  n9  553  n'exprime ,  à  propre- 
ment parler,  que  des  relations  entre  les  valeurs  de  u  qui 
répondent  aux  valeurs  déterminées  0,Ax,2Ax,3Ax,  etc., 
de  la  variable  x,  on  la  regarde  comme  exprimant  en  fonc- 
tion de  x  les  valeurs  de  u  ,  qui  répondent  à  des  valeurs 
quelconques  de  cette  variable  comprises  entre  les  précé- 
dentes. Si  Ton  attribue  à  x  une  valeur  moindre  que  Ax  , 
l'expression  de  w»  sera  dans  la  plupart  des  cas  très- 
convergente  ,  et  donnera  facilement  une  valeur  fort  ap- 
prochée de  cette  quantité. 

D'après  ces  notions ,  le  calcul  des  tables ,  telles  que 
les  tables  de  logarithmes  ou  les  tables  astronomiques  , 
peut  être  réduit  à  calculer  exactement  en  premier  lieu , 
au  moyen  de  l'expression  analytique  des  fonctions,  un  pe- 
tit nombre  de  termes  à  intervalles  éloignés  -,  et  en  second 
lieu,  à  former  les  termes  intermédiaires  par  de  simples 
additions.  Nous  avons  supposé  ci-dessus  l'accroisse- 
ment Sx  constant.  Admettons  qu  entre  deux  quelcon- 
ques des  termes  connus  w0,u,,u,,*i,,  etc.  ,  qui  répondent 
aux  valeurs  0,Ax,2Ax,3ax,  etc.  ,  de  la  variable  x,  on 
veuille  interpoler  un  nombre  m — 1  de  termes  distri- 

Ax 

bués  à  intervalles  égaux.  Soit  <5x= — le  nouvel  inerc- 

m 

ment  dex.  Il  est  évident ,  d'après  ce  que  Ton  a  vu  dans  le 
n°  précédent,  que  l'on  formera  facilement  les  termes  inter- 
médiaires demandés ,  si  Ton  connaît  uoJu0,$'untS'ua ,  etc. , 
et  si  Ton  peut  supposer  constantes  les  différences  d'un 
certain  ordre  marquées  par  o*u0  ;  puisque  l'on  aura  alors 
la  dernière  colonne  d'un  tableau  semblable  à  celui  qui 
a  été  donné  pour  exemple ,  et  les  premiers  termes  de 
toutes  les  autres  colonnes.  Or,  si  l'on  regarde,  d'après 
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ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  la  formule  du  n°  553  ,  comme 
devant  donner  les  valeurs  de  u  correspondantes  aux 
valeurs  intermédiaires  de  x  ,  cette  formule  donnera  d'a- 
bord ,  eu  écrivant  mfa  au  lieu  de  ax. 


x  x   r  x         \  a  u 

màx  m$x  \ni$x       J  1.2 


mSx  \m$x 

expression  dans  laquelle  iio,^uo,A*a0,A,ao , .  etc. ,  doi- 
vent être  regardées  comme  des  quantités  constan- 
tes ,  et  connues  par  le  calcul  préliminaire  qui  a  été 
fait  des  termes  de  la  suite  qui  répondent  aux  valeurs 
0,ax,2ax,3aj:  ,  etc.  En  difTérentiant  ensuite  par  rapport 
au  signe     et  remarquant  que  les  produits 

formant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x ,  leurs 
différences  des  ordres  inférieurs  à  l'ordre  marqué  par 
le  nombre  des  facteurs  sont  nulles,  on  trouvera 


»1=(^-')(:è-)-(^-"-'0!'rS 

x  r  x     \r  x     \  (jc_  \  \ 


.r 


\m$x\mtx      /  Wfcr      )    \mSx  J')  1.2.3...(r^ 


+  etc. 


Cette  expression  donnera  les  différences  cherchées 
*Utfiu„fu99  en  y  faisant  x=0  après  que  les  différen- 
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tiations  indiquées  auront  été  eifectuées.  Les  formules 
dont  il  s'agit  pouvant  être  employées  utilement  dans 
les  applications,  nous  donnerons  les  expressions  des 
différences  des  premiers  ordres. 

En  développant  les  produits  indiqués,  on  trouve 
facilement  en  premier  lieu 


QUM  = 


_  X 

4  — —  Att0 


W(ox)9      mojc)  1.2 


/  x3  x*  x  \  A3n, 
,9  I  q  _____  i  q  «        1   ! 

+  m\ôxY 


moxJ  1.2.3 


(  x*  X%  X  \  A4"° 


0  Uz  — 


X  Au, 


(. 


x'  \  A*k0 
m\3x)m)  1.2.3 


J     x4  x3  x1     \  A4Kp 

+  W(*x)4       m3(<?x)*  mW/i.2.3.4. 

X3        A5|z  "| 
P   I 

m\Sxf  1.2.3  j 
_     VmVx)4  m''(*x)V1.2.3.4J 


x4  A4tt0 
m4(tfx)4  1 .2.3.4 


etc. 


En  employant  ensuite  l'expression  de  a*x*  du  n°527, 
dans  laquelle  il  faudra  faire  x=0 ,  ce  qui  la  réduit  à  son 
dernier  terme ,  ces  formules  deviennent 
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1  r         i-rn  i-3m  +  W 

—  t  A  1^4-—        AV*  H  — llut 

m  L  2.m        *  2.3.m' 

1  — 6m+tlm'— 6mJ  ] 

-I  ^  y»  a- ex. 

2.3.4./W3  '  J 

*  «•=  — .  A  "o+  Asuo  +  ~—  i4*.  +  rte 

m  L  m        °  3  l.m  J 

1  T  ,  3— -3m  T 
*»«.&-|^u.+  __A4Uo  +  etc.J 

etc  

Il  est  rare  que  Ton  soit  dans  le  casdem^w  des  dif- 
férences d'un  ordre  plus  élevé  que  le  quatrième.  On  toit 
d'ailleurs  que  si  l'on  s'arrête  aux  diflérencesdeï^ 
des  uombres  uofui,ua,  etc.  ,  de  la  série  proposée,  cest- 
à-dire  si  l'on  regarde  la  différence  Aru«  comme  é^1 
constante  ,  il  en  résulte  la  conséquence  que  la  différa** 
du  même  ordre  oru9  des  nombres  qu'il  s  agît  d  interpo- 
ler entre  les  précédents  est  également  constante  e 

égale  à  —t  m—i  étant  le  nombre  des  termes  in#& 

entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  proposée- 
résultats  précédents  donneront   toujours  les  mojefc 
d'interpoler  une  suite  de  nombres  places  a  ™ 
égaux  entre  les  termes  d'une  suite  donnée  qui  sontef* 
lement  placés  à  intervalles  égaux. 

556.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  ces  ptf" 
cédés ,  on  déterminera  les  valeurs  de  la  fonction 

considérée  n°  554-,  qui  répondent  aux  valeur» 
sant  par  dixièmes  de  l'unité.  Nous  avons  donc  ici 


Digitized  by 


—  25 1  — 


u#  =  -l 


Au0=  2 
A'a8  =  —  4 

a'k0  =  6 

et  les  différences  des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 
Mettant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes ,  où 
l'on  fera  m=10,  il  viendra 

1—  30+200 


•~"  10  [ 
'     100  L 


600 
]  =  —  0,094 


6j  =0,551 


1 


,  le  calcul  des  valeurs  intermédiaires  demandées , 
s'opérera  de  la  manière  suivante  : 


rïttm 

Pu* 

0 

—1,000 

0,1 

—  0,449 

0,551 

0,2 

4-0,008 

0,457 

—0,094 

0,3 

0,377 

0,369 

—  0,088 

0,006 

0,4 

0,664 

0,287 

—  0,082 

6 

0,5 

0,875 

0,211 

—0,076 

6 

0,6 

1,016 

0,141 

—  0,070 

6 

0,7 

1,093 

0,077 

—  0,06i 

6 

0,8 

1,112 

0,019 

—0,058 

6 

0,9 

1,079 

—0,033 

—0,052 

6 

1,0 

1,000 

—  0,079 

—0,046 

6 

M 

0,881 

—  0,119 

—  0,040 

6 

etc. 

On  peut  voir,  dans  le  Précis  qui  est  au  devant  des 
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Tables  de  Logarithmes  de  Callet ,  page  6fc ,  les  pré- 
cautions qu'exigent  les  calculs  de  ce  genre  et  la  manière 
de  corriger  les  petites  erreurs  auxquelles  ils  peuvent 
donner  lieu  lorsque  les  valeurs  des  différences  ne  sont 
qu'approchées. 

557.  L'usage  des  tables  de  logarithmes  ou  des  autres 
tables  du  même  genre  ,  donne  lieu  à  une  application 
continuelle  du  procédé  de  l'interpolation.  L'emploi  des 
parties  proportionnelles  se  déduit  immédiatement  du 
procédé  qui  vient  d'être  exposé  en  supposant  les  diffé- 
rences du  second  ordre  nulles  ,  et  réduisant  l'expression 
de  ux  ,  écrite  n°  55fc  ,  à 

x 

- 

■ 

Si  les  différences  du  second  ordre  ne  spnt  pas  nulles,  on 
aura  donc  un  résultat  plus  exact  en  employant  les  trois 
premiers  termes 

x         x(x—sx)  aV 
Sx  Sx  2 

Cet  usage  des  tables  donne  lieu  aussi  à  la  question 
inverse  du  problème  de  l'interpolation  ,  c'est-à-dire  à  la 
recherche  de  la  valeur  de  xt  qui  répond  à  la  valeur 
donnée  ux  de  la  fonction  u.  Quand  on  peut  supposer 
nulles  les  différences  des  ordres  supérieurs ,  la  première 
des  équations  précédentes  donne 


x=àx  ?. 


Si  cette  formule  ne  présentait  pas  l'exactitude 
saire ,  il  faudrait  écrire 
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X  —  ±JC 


u*  —  u6 


1  + 


\ïx      )  1.2Au 


+  etc. 


Après  avoir  calculé  une  première  valeur  approchée  dex, 

ux — u 

au  moyen  de  l'expression  Ax— - — ?,  on  la  substituerait 

dans  le  second  membre  pour  obtenir  un  résultat  plus 
exact.  Cette  seconde  valeur  de  x  pourrait  être  substi- 
tuée de  nouveau  pour  obtenir  un  résultat  plus  exact 
encore. 

558.  Nous  avous  supposé ,  dans  le  n°  55k  et  les  sui- 
vants, que  la  variable  x  croissait  par  différences  con- 
stantes ,  ou  que  les  nombres  de  la  suite  proposée  étaient 
distribués  à  intervalles  égaux.  On  peut  encore ,  dans  les 
cas  où  cette  condition  n'aurait  pas  lieu  ,  établir  une 
formule  d'interpolation  analogue  à  l'expression  de  uxda 
n°  554.  Remarquons  qu'en  mettant  dans  cette  expres- 
sion pour  Aw0,A'a0,A3ao,  etc.  ,  les  valeurs  écrites  n°  523, 
elle  devient 

x  .  x  (  x      \  h,— 2u,4*Uo 

W      /  W       /  1.2.3 
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ou  bien 


\      ïx    \.<2^x\^x      /     1.2.3AjA&x     A^x  j 

!X        1     X  f  X  \  1       X  f  X       .Wf^Lfi  1 

(  1.2AoAax      /     1.2.3  AjtW      ^  7 


+  etc. 


En  faisant  x=0  ,  cette  équation  se  réduit  à  tt 
faisant  a:=     ,  elle  se  réduit  à  ux=u,  ;  en  faisant  x- 
elle  se  réduit  à  ux=ut  ;  en  faisant  jtr=3^x,  clic  se  tédnit 
à  u  =«,  ;  et  ainsi  de  suite.  La  nature  de  l'express1* 

.r         3  7 

consiste  donc  en  ce  quelle  est  formée  des  termes  succes- 
sifs !fa.!f(,{/„us,  etc.  ,  ayant  pour 

coefficients  des  foocw» 

rationnelles  et  entières  de  la  variable  x ,  qui  ont  la 
priété  de  se  réduire  à  l'unité  quand  on  donne  à  x 
valeur  correspondante  au  terme  auquel  apparut 
fonction,  et  de  se  réduire  à  zéro  quand  ondonn*a 
une  valeur  correspondante  à  tout  autre  terme. 

Représentons  en  général  par  jp0,x,,^, 
valeurs  de  x  qui ,  substituées  dans  la  fonction  ***** 
nent  respectivement  uo,u,,w„a„  etc.  De  quelque  ma  ^ 
que  croissent  ces  valeurs  de  x  ,  on  formera  évidemm  ^ 
une  expression  qui  présentera  la  même  propriété^ 
précédente  ,  si  Ton  écrit  : 
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(X  -  X,)  ( X  — X,)  (x  —X,)  (X  — X4). 

(x— x4)(x  — xt)  (x  — -x3)  (x  —x4). 


'  (x,-tX0Xx,— x,)(x,— x^x,—  x4). 
(x  — xa)  (x  — x,)  (x  — x,)(x  — xA). 


'  (x,— xj (x,— X.) (x— x,) (x,— x4). 


(x  — x  )  (x  — x,)  (x  — xt)  (x  — x4) 


(xs— x0)  (xs— xt)  (x,— x,)  (x,— x4), 


-f  etc. 


Celte  formule  peut  servir  à  calculer  facilement ,  au  moyen 
d'un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  fonction  u 
correspondante  à  des  valeurs  déterminées  de  x ,  une 
valeur  quelconque  intermédiaire  entre  celles-ci.  On  véri- 
fie, d  ailleurs,  qu'en  supposantes  valeurs  x0,x„x>ïx,f  etc. , 
croissant  en  progression  arithmétique,  cette  dernière 
formule  revient  à  la  précédente. 

559.  Un  des  principaux  usages  des  méthodes  d'in- 
terpolation consiste  à  établir  des  formules  qui ,  étant 
déduites  d'un  certain  nombre  de  résultats  d'observa- 
tion ou  d'expérience ,  sont  regardées  comme  exprimant, 
d'une  manière  approchée,  la  loi  d'un  phénomène.  On 
doit  remarquer  que  l'usage  des  formules  de  ce  genre  ne 
doit  pas  en  général  être  étendu  au  delà  des  limites  des 
résultats  qui  ont  été  obtenus.  Si  Ton  regarde  les  nom- 
bres donnés  par  l'observation  comme  étant  tout  à  fait 
exacts  ,  et  si  les  formules  cherchées  doivent  y -satisfaire, 
on  peut  employer  les  procédés  qui  viennent  d'être  ex- 
posés. On  peut  aussi  tâcher  de  satisfaire  à  ces  nombres 
par  d'autres  expressions  plus  appropriées  à  la  nature 
du  phénomène.  Mais  le  plus  souvent  les  résultats  nu- 
mériques sont  aflectés  d'erreurs  ,  et  il  ne  conviendrait 
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pas  de  s'attacher  à  construire  des  formules  qui  s'ator- 
dassent  exactement  avec  tous.  On  cherche  alors  à  rem- 
placer d'abord  ces  résultats  par  une  suite  régulière,» 
qui  peut  se  faire  soit  au  moyen  d'une  construction  gra- 
phique, soit  en  altérant  les  nombres  de  manière  à  ren- 
dre progressive  la  marche  de  leurs  différences  de  diver? 
ordres.  Une  semblable  altération  est  toujours  pb 
ou  moins  arbitraire  ,  et  devrait  être  dirigée  d après 
des  principes  qui  dépendent  de  la  théorie  des  proba- 
bilitéS. 

Approximation  des  quadratures. 

560.  Les  calculs  numériques  qu'il  est  nécessaire  U- 
fectuer  pour  les  rectifications ,  les  quadratures .  les  cu- 
ba turcs  ,  la  détermination  des  centres  de  gravité ,  celle 
des  centres  d'inertie,  etc.  ,  peuvent  toujours  être  ré- 
duits à  évaluer  des  intégrales  définies  telles  que 

dx.u 


S. 


u  désignant  une  fonction  de  x  et  a,  b,  les  limite^ 
l'intégrale.  Lorsque  cette  évaluation  ne  peut 
fectuée  directement ,  on  emploie  divers  proced 
proximation  dont  les  plus  remarquables  consi» 
déduire  la  valeur  de  l'intégrale  de  la  seule  connaît 
d'un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  u.  ^  ^ 
Supposons  toujours  que  la  variable  x  varie  par  ^ 
férence  constante  Ajr,  et  reprenons  l'expression  de  a,  « 
n°  55k , 

x  x  (\x      \  aV 

u=u-\  An.  +  —  (  1  — î 

•     •    Ax     *    AjA  x       J  1.2 
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D'après  la  notion  sur  laquelle  sont  fondés  les  procédés 
de  l'interpolation  ,  nous  regardons  cette  formule 
comme  pouvant  représenter  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion u ,  non-seulement  quand  on  y  donne  à  a?  les  valeurs 
0,Ax,2ax,3ax  ,  etc.  ,  mais  pour  une  valeur  quelconque 
de  cette  variable.  En  multipliant  donc  par  dx  ,  et  inté- 
grant entre  les  limites  a  et  b ,  nous  obtiendrons  la  valeur 
de  l'intégrale  proposée. 

L'expression  précédente  revient  à 

x 

u  =1/  4-—  Af* 
+ 


LW/   axJ  1.2 

\Ax/       AxJ  1.2.3 

m-  <=y-  (=)-  «aâ 

Ké)'-(£M0-  »(=)' 


+ 


4-24  —  I  1- 

AxJ  1.2.3.4.,' 


T     Vax/         AxJ  1.2.3.4.5.6 

4-  etc. 

Multipliant  par  c/x  ,  et  intégrant  depuis  x=:0  jusqu'à 
x=Ax ,  il  viendra 

J'ax  ,  r     *         1   •      *   >       19  * 

^r.ii  »  Ax|^„+-  Ao*—  -  A  «0+  -  A  u„~  —  A4«„ 


3     .  863 

—  A  il»  

160  60480 

2*  AFntr,.  t7 


+  —  A'k.—  AX-f-  etc. J 
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pour  l'expression  de  la  valeur  de  la  première  partie  <k 
l'intégrale  proposée  comprise  entre  les  limites  0  et  ax. 
La  même  formule  donnera  les  expressions  des  parties 
suivantes  de  cette  intégrale  en  écrivant  u,,zi.,u„  etc.  ,i 
la  place  de  «.  D'où  l'on  conclut  évidemment 


n 


dr.u= 


+      (A  iV4-Au,+All,+  +  AZfc_f) 

1  S  " 

-  —  (A'Uo+AV  A*u.+  +A  'n— .)  I  ' 

1 

-h  —  (a^+aX+a'u.-H  44hu-0 

—  etc. 


et  en  remarquant  que 

A  u0+A        m,+  +Au*-.  =  u#, 

A*iio+A1a,+AV,+  +A,tt„_l=Au,— AU.  p 

A^p+A^-hA3!!,-*-  +A3tt._ ,  =»  Aatt«— A'u#. 

etc., 

on  changera  l'expression  précédente  en 


TlAX 


1 


-  i(A  u.-A  (A'tt.    A'tt0)  -(A'u.-AV) 

4-4:  (^-AVi-^(^-^)+  etc 


160 


60480 


Au  moyen  de  cette  formule  on  peut  calculer  la  valeur 
de  l'intégrale  /  dx.u,  entre  des  limites  données,  en  par- 
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ta  géant  l'intervalle  de  ces  limites  en  un  nombre  n  de 
parties  égales  chacune  à  à.x  ,  et  déterminant  les  valeurs 

uw,w.,u>,hj  u,  de  la  fonction  a,  qui  répondent  aux 

points  de  division.  Une  première  valeur  approchée  est 
donnée  par  le  premier  terme  seul 

Ax.  4-  H-J*-)  - 

Les  termes  suivants  sont  la  correction  de  cette  valeur. 
Le  résultat  sera  d  autant  plus  exact,  que  le  nombre  n 
étant  plus  grand,  les  différences  qui  composent  les 
termes  de  correction  sont  plus  petites. 

561.  La  formule  précédente  ne  pourrait  être  utile- 
ment employée  qu'autant  que  les  différences  des  ordres 
successifs  décroîtraient  très -rapidement.  On  peut  en 
obtenir  une  autre  qui  donnera  une  approximation  plus 
prompte.  Reprenons  l'expression  de  ux  du  n°  précédent , 
et  après  avoir  multiplié  par  dx ,  intégrons  depuis  x=0 
jusqu'à  jr2=Aj\  Il  viendra 

»2A,r  r  11 

1    *  37 


+  §ôAtt 


M  ,  1 
375ôAU-+CtCJ' 


ou ,  en  faisant  a  Mention  que ,  &ut=u— «„  i.'u=u—  2u,+u, 
f2Ax  .  f     1         4  1 

I       *  *    5        37  , 

I  ^*a  +  —  A  tto  A  iiVf>  etc. 

L     90     °^90   ^  3780 

pour  l'expression  d'une  première  partie  de  l'intégrale 
comprise  entre  les  limites  0  et  2ajp.  En  ajoutant  les  ei- 
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pressions  analogues  pour  les  parties  suivantes  corn  prise; 
entre  2&r  et  btotk>àx  et  6ax,  etc.  ,  on  aura  dottc.  x 
étant  un  nombre  pair, 

dx.Uzzz 


1 


"3 


37 
1260 

_4-  etc. 

* 

La  première  ligne  est  le  résultat  que  Ton  obtient 
concevant  dans  l'intervalle  compris  entre  0  et  2ajt,  b  j 
courbe  dont  l'ordonnée  est  u  ,  remplacée  par  un  arc  <k 
parabole  passant  par  les  extrémités  des  trois  ordonnées  | 
k^k^k,;  et  de  même  pour  les  autres  intervalles.  Les  ' 
termes  suivants  sont  la  correction  de  cette  même  pre- 
mière valeur,  qui  est  déjà  très-approchée. 

On  peut  remarquer  que  l'usage  des  formules  précéden- 
tes exige  la  connaissance  des  valeurs  etc. 
de  la  fonction  u,  qui  sont  placées  au  delà  des  limites  de 
l'intégrale  définie.  Si  la  fonction  u  est  donnée  dans 
toute  son  étendue ,  cette  circonstance  n  entraîne 
difficulté.  Mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si , 
cela  arrive  quelquefois ,  cette  fonction  n'était  donner 
que  dans  les  limites  de  l'intégrale  définie.  Nous  ob- 
serverons à  cet  égard  que  l'esprit  des  méthodes  d'inter- 
polation consiste  alors  à  regarder  la  fonction  proposée 
comme  entièrement  définie  par  les  valeurs  partica- 
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hères  u  La  différence  de  Tordre  le  plus 

élevé  que  l'on  puisse  calculer  au  moyen  de  ces  valeurs , 
est  A«u0.  On  doit  donc  supposer  cette  différence  con- 
state, et  déterminer  en  conséquence  les  termes  qui 
entrent  dans  les  formules  dont  il  s'agit. 

X LU.  Lignes  di  niveau  et  db  plus  grands  pentk  sue 

UNS  SDBFACB. 

562.  Nous  concevons  les  points  d'une  surface  rappor- 
tés à  trois  coordonnées  rectangulaires  xytz.  Les  abscis- 
ses xj  sont  horizontales  ;  l'ordonnée  z  est  verticale.  La 
figure  de  la  surface  est  donnée  par  l'équation 

*=/(*..r). 

#■ 

Admettons  que  les  abscisses  xy  reçoivent  chacune 
des  accroissements  infiniment  petits  dx,dy;  l'ordon- 
née z  prendra  également  un  accroissement  infiniment 
petit ,  représenté  par 

.      dz    .       dz  , 

2^  et  ^  étant  respectivement  les  coefficients  différen- 
tiels de  la  fonction  f(xy),  pris  par  rapport  à  x  et  à  jr. 
La  valeur  de  dz  dépend  du  rapport  que  l'on  a  établi 
entre  les  variations  arbitraires  dx  et  dy.  Si  ce  rapport 
est  tel  que  Jz=0  ,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

dz 

dz   ,      dz  ,       A         „  ,        dy  dx 

-^+-^«0,    d'où  £=-Tl, 

2F 

on  passera  d'un  pointa  un  autre  de  la  surface  sans  que 


l'ordonnée  *  change  de  valeur.  L'équation  précédente 
est  donc  l'équation  différentielle  de  la  projection  sur  le 
plan  des  xy  de  la  lifpie  de  niveau  ,  passant  par  le  point 
de  la  surface,  dont  les  coordonnées  sont  représentées  par 
x,y,z. 

On  obtient  l'équation  en  termes  finis  de  cette  projec- 
tion en  attribuant  à  dans  l'équation  z^f[x,y),  une 
valeur  constante  égale  à  l'ordonnée  du  point  par  lequel 
on  veut  faire  passer  la  ligne  de  niveau. 

563.  En  passant  du  point  de  la  surface ,  dont  les  coor- 
données sont  xy,z,  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
x-\-dx,y-\-dyfz+dz9  on  parcourt,  dans  le  plan  horizontal 

des  xy,  un  espace  dtryA+Q^y?  et  on  s'élève  verti- 
calement de  l'espace  dz.  La  pente  de  la  ligne  parcourue 
sur  la  surface  ,  c'est-à-dire  la  différence  de  niveau  de  ses 
deux  points  extrêmes ,  divisée  par  sa  projection  horizon- 
tale ,  est  donc  exprimée  par 


dz  dz   _  dz      dz  d  y 

_  dx  +  —  dy  _  +  _ 

dx         dy  dx     dy  dx 

ou 


La  grandeur  de  cette  pente  variera  avec  le  rapport  ax- 

d'y 

bi traire  — .  Si  Ton  veut  connaître  la  direction  de  la  plus 
grande  pente,  on  égalera  à  zéro  la  différentielle  de  Vex- 

d  y 

pression  précédente ,  prise  par  rapport  à  ce  qui  don- 
nera 

dz 

dz      dz  dy  dy  dy 

—  — 7-  —  0 ,        a  ou       —  —  _ 

dy      dy  dx  dx  dz 

3? 
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pour  l'équation  différentielle  de  la  projection  horizon- 
tale de  la  ligne  de  plus  grande  pente.  On  voit  que  , 
pour  un  point  quelconque  de  la  surface  ,  les  projections 
horizontales  des  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande 
pente  qui  se  croisent  en  ce  point ,  et  par  conséquent  ces 
lignes  elles-mêmes  ,  sont  toujours  perpendiculaires  l'une 
sur  l'autre ,  résultat  dont  il  est  aisé  de  s  assurer  directe-  . 
ment. 

564.  La  considération  des  lignes  de  niveau  et  de  plus 
grande  pente  s'applique  à  la  représentation  graphique 
de  la  surface  de  la  terre  ,  au  tracé  des  routes  et  à  la  con- 
duite des  eaux.  On  reconnaît  que  cette  surface  présente 
des  pentes  alternatives  en  sens  opposés ,  sur  lesquelles 
se  trouvent  des  systèmes  de  lignes  de  plus  grande  pente, 
séparés  par  des  lignes  de  moindre  pente  ,  désignées  par 
les  noms  de  faites  et  de  thalwegs,  qui  sont  autant 
d'asymptotes  des  lignesde  plus  grande  pente  ordinaires» 
Quand  on  parcourt  une  même  ligne  de  niveau,  les  points 
où  elle  est  coupée  par  les  lignes  de  faites  ou  de  thal- 
wegs sont  toujours  ceux  où  la  pente  est  un  mininum.  Il 
existe  des  points  remarquables  où  les  lignes  de  faîtes  et 
de  thalwegs  se  croisent  à  angles  droits  ,  et  dans  lesquels 
la  hauteur  verticale  de  la  surface  est  un  maximum  ou  un 
minimum  absolu  ou  relatif.  Les  derniers  de  ces  points 
indiquent  les  lieux  où  l'on  doit  diriger  le  tracé  des  rou- 
tes ou  des  canaux  lorsqu'il  s'agit  de  franchir  une  chaîne 
de  montagnes. 

XLIII.  Dfi  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

» 

565.  La  courbure  d'une  courbe  est  définie  quand  on 
détermine  le  rayon  du  cercle  oscillateur ,  c'est-à-dire  du 
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cercle  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  courbe. 
La  courbure  d'une  surface  est  également  définie  en  assi- 
gnant le  rayon  du  cercle  oscillateur  de  toutes  les  sections 
normales  qui  peuvent  être  faites  en  un  point  donné. 

Si ,  suivant  la  normale  en  un  point  quelconque  m 
d'une  surface  ,  on  fait  passer  un  plan  ,  on  obtiendra  nue 
courbe  qui  sera  une  section  normale  de  la  surface. 
Prenons  sur  la  normale ,  à  partir  du  point  m ,  une 
distance  infiniment  petite  £;  puis ,  par  le  point  ainsi  dé- 
terminé ,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  nor- 
male ;  nous  obtiendrons  une  courbe  que  nous  désigne- 
rons ,  avec  M.  Cb.  Dupin,  par  le  nom  d'indicatrice, 
parce  que  la  nature  de  cette  courbe  fait  connaître, 
comme  on  le  verra  tout  à  Tbeure ,  la  figure  de  la  surface 
près  du  point  m.  Si  d'ailleurs  nous  représentons  parc 
l'arc  infiniment  petit  compris  entre  le  point  m  et  le  point 
où  la  section  normale  rencontre  l'indicatrice ,  et  si  nous 
appelons  J>  le  rayon  de  courbure  de  cette  section  nor» 
maie ,  nous  aurons 

et  par  conséquent 

f=h-  w 

Ainsi  les  rayons  de  courbure  de  diverses  sections  nor- 
males sont  proportionnels  aux  cjuarrés  des  arcs  <y  de  ces 
sections  ,  comptés  du  point  m  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'indicatrice,  ou,  si  Ion  veut ,  aux quarrés  des  demi- 
diamètres  de  l'indicatrice,  qui  ne  diffèrent  des  arcs  qui 
leur  correspondent,  que  d  une  quantité  infiniment  petite 
du  second  ordre. 
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566.  Cela  posé ,  la  situation  du  point  m  étant  rap- 
portée à  trois  axes  rectangulaires  par  les  coordonnées 
x,jr,  z,soit 

lequation  de  la  surface  proposée.  Représentons  par 
x+*yH9z+y  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
la  section  normale  et  de  l'indicatrice  ;  en  sorte  que  les 
quantités  a  et  6  étant  très-petites ,  on  pourra  négliger 
leurs  puissances  et  leurs  produits  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  d'un  ordre  inférieur.  On  aura , 
d'après  la  formule  du  n°  1 38 , 

dz       dz  o     1  /d*z    _    n  d%z         d*z  A 

expression  que  nous  écrirons  plus  simplement 

1=pa+q%+  1  (/tt-+2**6+tf*),  (b) 

en  représentant  pour  abréger  par  p  et  q  les  coefficients 

dz  dz 

différentiels  du  premier  ordre  —  et-^-  ;  et  par  rtstt  les 

coefficients  différentiels  du  second  ordre       .  f**  ,  44- 

dx r  dxdy  dy 

On  peut  regardera ,6, 7  comme  des  coordonnées  comptées 
à  partir  du  point  m  sur  des  axes  parallèles  aux  axes  des 
x9  des  /  et  des  z.  L'équation  (£),  dans  une  étendue 
très-petite  autour  de  ce  point ,  doit  être  regardée  comme 
appartenant  à  la  surface  proposée. 

De  plus,  l'équation  du  plan  taugent  mené  par  le  point 
m  à  cette  surface  sera,  d'après  le  n°  217, 

7=/»  +  7?  fcî 
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On  en  conclut  que  le  plan  de  l'indicatrice,  mené  paral- 
lèlement au  plan  tangent  à  la  distance*,  mesurée  sui- 
vant la  normale ,  ou  à  la  dislance  S  ^j^T^TT",  mesurée 
suivant  Taxe  des  z ,  aura  pour  équation 


7— *V>'+  ?'+l=/>a+?6   (i) 

Enfin  ,  si  Ton  élimine  7  entre  les  équations  (fi)  et  (d]t 
le  résultat  de  cette  élimination ,  qui  est 


28Vp'+q'+i  =  ni+2szÇ  +  t?,   {€) 

sera  évidemment  l'équation  delà  projection  de  l'indi- 
catrice sur  le  plan  de  *6.  On  voit  que  la  distance  $  est  in- 
finiment petite  du  second  ordre  lorsque  a  et  6  sont  infi- 
niment petites  du  premier  ordre. 

567.  Nous  avons  d'ailleurs 

  (J) 

ou,  en  mettant  pour  7  sa  valeur  donnée  par  l'équation  [b], 
et  ne  conservant  que  les  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  à  «  et  6 , 

Ainsi  l'expression  (a)  du  rayon  de  courbure  devient ,  en 
mettant  pour  a  cette  valeur,  et  pour  2<*  la  valeur  qui  se 
déduit  de  1  équation  (e) , 

Cette  formule  donnera  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  quelconque  lorsqu'on  aura  fixé  le  rap- 
g 

port  -  ,  c'est-à-dire  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la 
tangente  menée  au  point  m  à  cette  section  normale. 
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568.  D'une  section  normale  à  une  autre  ,  le  rayon  de 
courbure  varie  proportionnellement  aux  quarrés  des 
demi-diamètres  de  l'indicatrice.  Cette  ligne ,  dont  la 
projection  sur  le  plan  des  xy  est  donnée  par  l'équa- 
tion (e)  du  second  degré ,  est  toujours  disposée  symé- 
triquement par  rapport  au  point  m,  et  les  valeurs 
maximum  et  minimum  du  rayon  de  courbure  corres- 
pondront évidemment  à  ses  diamètres  rectangulaires. 
Pour  les  déterminer  de  la  manière  la  plus  simple ,  on 
remarquera  qu'en  diflerentiant  les  équations  {d)  et  (e) 
auxquelles  les  coordonnées  des  points  de  l'indicatrice 
doivent  toujours  satisfaire,  on  a 

dy=zpda+qd&, 
0  =  (rx        dx  +  (s* + *6)  dG. 

De  plus  si  j>t  et  par  conséquent  a,  doivent  être  un  maxi- 
mum ou  un  minimum ,  on  a  par  l'équation  {/) 

0  =  4- ydy  ; 

ou ,  à  cause  de  la  valeur  précédente  de  dy , 

0  =  (a + py)  da.  +  (6 -f qy)  do. 

Donc 

Or,  la  dernière  de  ces  trois  quantités  est  précisément  le 
second  facteur  de  l'expression  (g)  du  rayon  de  cour- 
bure />,  Donc ,  si  Ton  représente  par  R  la  valeur  maxi- 
mum ou  minimum  de  ce  rayon ,  et  si  l'on  fait  pour 
abréger 

R 


Z  = 


* 

■ 
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on  pourra  écrire 
ou  bien 

Z  (n*+*Ç)  =  (1+ />') 
Nous  en  déduirons  d'abord  en  éliminant  Z , 

équation  qui  donne 


ce  qui  revient  à 


 . — ■  »...(») 

ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Nous  déduirons  en  second  lieu  des  équations  (h)  ,  par 
l'élimination  de  a  et  G , 

/)Z°—  [(i+q        1pqs+{i+p%)t]Z+p%+q*+l =0  ; 

d'où,  en  se  rappelant  que  R=Z [/p'-rq*+i , 
V  f+q*+\  T  (!+g')r--2jpy5-f(l4^)^   "J 

Les  deux  valeurs  données  par  la  formule  (*)  représen- 
tent les  tangentes  tri gonomé triques  des  angles  formés 
avec  Taxe  des  x  par  les  projections  sur  le  plan  des  xy 
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des  aies  rectangulaire»  de  l'indicatrice  ;  ou  des  lignes 
d'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  avec  les  plans 
normaux  qui  contiennent  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
rayon  de  courbure.  Les  deux  valeurs  données  par  la 
formule  (A)  appartiennent  à  ces  rayons  mêmes  ,  qui  sont 
appelés  généralement  rayons  de  courbures  principaux. 

Nous  remarquerons  que  les  formules  (i)  et  (h)  donnent 
toujours  des  valeurs  réelles  ;  car  on  a  identiquement 

569.  La  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale  quelconque  s'exprime  très-simplement  en  fonc- 
tion des  deux  rayons  de  courbure  principaux.  Concevons 
en  effet  les  positions  des  plans  coordonnés ,  ebangées  de 
manière  que  le  plan  des  xy  devienne  parallèle  au  plan 
tangent  mené  à  la  surface  proposée  au  point  m.  On  aura 
donc  pour  ce  point  p=0,g=0 ,  et  l'équation  (a) ,  appar- 
tenant à  l'indicatrice ,  se  réduira  à 

Si  de  plus  les  axes  des  x  et  des  étaient  placés  de  ma- 
nière à  coïncider  avec  les  axes  rectangulaires  de  l'indi- 
catrice ,  on  voit  par  cette  équation  que  l'on  aurait  j=0. 
Ainsi,  en  faisant p=zQ,q=:Q et  5=0  ,  on  exprime  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  les  plans  des  xz  etdes^r 
coïncident  avec  les  plans  des  sections  normales  aux- 
quelles appartiennent  les  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. Dans  ce  cas,  l'expression  (g)  du  rayon  de  cour- 
bure d'une  section  normale  quelconque ,  se  réduit  à 

«'+€* 
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et  en  représentant  par  t  l'angle  formé  par  le  plan  de 
cette  section  normale  avec  le  plan  des  xz ,  elle  prendra 
la  forme 

P=  —  : — 

^    rcos.yKsin.  <? 

Nous  remarquerons  d'abord  que  cette  expression 
donne 

-  =  (rcos.yKsin.» , 
f 

et  que  si  Ton  appelait  j>,  le  rayon  de  courbure  apparte- 
nant à  la  section  normale,  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  celui  de  la  section  à  laquelle  appar tient  le  rayon  ft 
on  aurait 

—  =  (rsin.mt-Kcos*\p) . 

Donc 

équation  très -remarquable,  d'où  Ton  conclut  que  la 
somme  des  iuverses  des  rayons  de  courbure  apparte- 
nant à  deux  sections  normales  quelconques  rectangu- 
laires est  constante.  Ainsi  Ton  a  toujours 

R  et  Rt  représentant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

D'ailleurs ,  l'équation  qui  a  donné ,  dans  le  n°  568 , 
lexpresston  (A)  des  rayons  de  courbure  principaux  ,  in- 
dique que  l'on  a  en  général 


1 
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et  par  conséquent 

RR.     R**~Ri  (p'+^+ljî 

570.   Si  maintenant  on  fait  successivement  f  =.0 

et  9  =  ^  dans  l'expression  J>=  ,  1    .   ,  du  n°  pré- 

cèdent ,  elle  donnera 

R=?     et    R,=  - 

pour  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  principaux  ap- 
partenant respectivement  aux  sections  normales  qui 
coïncident  avec  les  plans  des  xz  et  des  j^z.  D'où  il  suit 
que  l'expression  de  f,  du  n°  568 ,  peut  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

j_        RR,  2RR, 
P~R,cc«.YfRsin.y     °U     P==  R+Rf--(R— RjcosV 

On  connaît  ainsi  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  quelconque  en  fonction  des  deux  rayons 
de  courbure  principaux  ,  et  de  l'angle  ?  formé  par  cette 
section  normale  avec  celle  qui  contient  le  rayon  R. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  surfaces  qui  se 
touchent  en  un  point  donné,  si  elles  ont  les  mêmes 
rayons  de  courbure  principaux ,  ont  en  ce  point  dans 
tous  les  sens  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire 
que  toutes  les  sections  normales  faites  dans  ces  deux 
-  surfaces  ont  respectivement  des  rayons  de  courbure 
égaux.  On  voit  aussi  que ,  dans  une  étendue  infiniment 
petite  autour  d'un  point  quelconque  m  d'une  surface , 
ou  peut  concevoir  cette  surface  comme  pouvant  être 
décrite  de  deux  manières  par  la  révolution  d'un  arc  de 
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cercle ,  savoir  :  i«  par  la  révolution  du  plus  grand  cer- 
cle osculateur  tournant  autour  d'un  axe  tracé  dans 'son 
plan  perpendiculairement  à  la  normale  ,  et  passant  par 
le  centre  du  plus  petit  cercle  osculateur;  2° par  la  ré- 
volution du  plus  petit  cercle  osculateur  tournant  autour 
d'un  axe  tracé  dans  son  plan  perpendiculairement  à  la 
normale ,  et  passant  par  le  centre  du  plus  grand  cercle 
osculateur.  En  effet ,  les  deux  surfaces  ainsi  décrites, 
ont  évidemment  les  deux  mêmes  rayons  de  courbure 
principaux  que  la  surface  proposée. 

571.  Considérons  maintenant  (fig.  55)  une  section 
faite  obliquement  dans  la  surface  par  un  plan  mené  par 
la  tangente  mh  de  la  section  normale  nmri9  à  laquelle  ap- 
partient le  rayon  de  courbure  p.  Soit  omo'  l'intersection 
de  ce  plan  oblique  avec  la  surface,  et  oo'  l'intersection 
de  ce  même  plan  avec  le  plan  de  l'indicatrice.  Dési- 
gnons par  w  l'angle  formé  par  la  normale  mf  avec  la  per- 
pendiculaire mg ,  menée  dans  le  plan  oblique  à  la  tan- 
gente mh.  Si  l'on  demande  la  valeur  du  rayon  de 
courbure  de  la  section  oblique  omo' ,  on  remarquera 
que  la  différence  des  lignes  nf  et  og ,  ou  celle  des  arcs 
mn  et  mo ,  est  du  même  ordre  que  la  distance  m/,  c'est* 
à-dire  infiniment  petite  par  rapport  à  ces  arcs  eux-mêmes. 
On  peut  donc  prendre  mn  pour  la  longueur  de  l'arc  mo. 
Ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  section  oblique  omo 
étant  d'après  le  n°  565 

mo 

on  peut  écrire ,  au  lieu  de  cette  expression  , 

mn  RR.cos.» 

mf     1  Rcos.yHUin.  T 

2.  

COS.'.» 


> 
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Cette  formule  donne,  d'une  manière  très-simple ,  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  quelconque, 
faite  dans  une  surface ,  en  fonction  des  deux  rayons  de 
courbure  principaux  ;  de  l'angle  q>  formé  par  la  tangente 
de  la  section  oblique  avec  le  plan  de  la  section  qui  con- 
tient le  rayon  j>  ;  et  de  l'angle  w  compris  entre  le  plan  de 
la  section  oblique  et  la  normale  à  la  surface. 

Des  lignes  de  courbure. 

572.  Les  sections  normales  correspondantes  aux  axes 
rectangulaires  de  l'indicatrice ,  auxquelles  appartien- 
nent les  rayons  de  courbure  principaux  ,  présentent  une 
propriété  très-remarquable.  Soit  (fig.  56)  non  l'indi- 
catrice ,  m  le  centre  de  cette  courbe ,  et  nn  la  trace 
d'une  section  normale  quelconque.  Si  l'on  voulait  mener 
par  le  point  n  une  normale  à  la  surface ,  cette  ligne  de- 
vrait être  perpendiculaire  en  même  temps  à  la  section 
normale  projetée  en  nnt  et  à  la  tangente  ni  menée  à 
l'indicatrice  au  point  n.  La  projection  de  cette  nor- 
male sur  le  plan  de  l'indicatrice  serait  donc  la  ligne  nk 
perpendiculaire  à  ni,  et  par  conséquent  la  normale 
dont  il  s'agit  ne  rencontrera  pas  en  général  la  normale 
à    la  surface  menée  par  le  point  m.  Mais  les  deux 
normales  se  rencontreront  si  la    trace  nn  coïncide 
avec  l'un  ou  l'autre  des  axes  rectangulaires  NN.N'N', 
de  l'indicatrice.  Ainsi ,  en  ebaque  point  d'une  surface  , 
les  sections  normales  auxquelles  appartiennent  les  rayons 
de  courbure  principaux  se  distinguent  de  toutes  les  au- 
tres par  une  propriété  caractéristique ,  qui  consiste  en 
ce  que  la  normale  à  la  surface,  pour  le  point  dont  il 
s'agit ,  rencontre  la  normale  pour  un  point  infiniment 
2'  année.  18 
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yoisin  ,  pris  sur  l'une' ou  sur  Vautre  de  ces  deui  section* 
Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  normales  «t  en- 
demment  le  centre  de  courbure  de  la  section. 

L'existence  de  cette  propriété  peut  être  vérifiée  ii* 
média  tement  de  la  manière  suivante.  Considéf on?  c 
normale  menée  à  la  surface  au  pointm,etsoieDl/r- 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette 
Ses  équations  seront,  d'après  le n* 217, 

x—x'+p(z—z,)=0, 

et  si  on  les  difiérentie  par  rapport  à  x,/.*»  ^ 
dant  je\rV,  comme  des  constantes,  les  équations  obfr- 
nues  de  cette  manière  appartiendront  à  une  u§Qe 
ment  voisine  qui  satisfera  aux  deux  contons  ^ 


*  i     «mère  n^' 

normale  a  la  surface ,  et  d'avoir  avec  la  prenu* 

maie  un  point  commun.  Cette  différenuau»*^e 

dx+dp  {z—z')+pdz  =  0  f 
dy+dq{z— z*)+qdz=0  ; 

ou,en  faisant  attention  que  dz^pdx^qdf^p-^ 
dq=sdx+tdy, 


(i+p*)dx+pqdy+(rdx+sdy)  (s-*')'0, 
pqdx+(i+q<)dx+(sdx+tdf)  ~0' 


deiu  te- 


En  éliminant  maintenant  z — z  entre  ces 
nières  équations ,  ce  qui  donne 


> 

■ 
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on  obtient  une  équation  à  laquelle  doit  satisfaire  la  va- 

leur  de  —  appartenant  à  la  projection  horizontale  de  la 

courbe  suivant  laquelle  il  faut  se  déplacer  sur  cette 
surface  pour  satisfaire  à  la  condition  que  deux  nor- 
males infiniment  voisines  soient  comprises  dans  un 
même  plan.  Or,  cette  équation  est  précisément  celle  qui 

donne  les  deux  valeurs  du  rapport -1  auxquelles  corres- 
pondent les  rayons  de  courbure  principaux.  On  recon- 
naît d'ailleurs  immédiatement  que  les  deux  valeurs  de  ^ 

données  par  cette  équation  appartiennent  respective- 
ment à  deux  lignes  qui  se  coupent  à  angles  droits,  lors- 
qu'on suppose  ,  comme  dans  le  n°  569  ,  la  position  des 
plans  coordonnés  changée  de  manière  que  le  plan  des^x 
devienne  parallèle  au  plan  qui  touche  la  surface  au 
point  m.  On  a  alors /j—0,g=0 ,  et  l'équation  précédente 
se  réduit  à 

•  (£)■♦=?(#-«-. 

les  deux  racines  donneraient  donc  les  tangentes  trigo- 
nométriques  de  deux  angles  suppléments  l'un  de  l'autre, 
c'est-à-dire  que  les  directions  des  courbes  auxquelles 
elles  appartiendraient  seraient  perpendiculaires  entre 
elles. 

Si  Ton  élimine  maintenant  —  entre  les  deux  équa- 
tions qui  ont  été  trouvées  ci-dessus  ,  on  aura 
(r*-w*)(z--*ï+[(l4-?y—  2pqsHi+Py]{z~.z')+i+p'+q'=0. 
Cette  équation,  réunie  aux  deux  équations  de  la  nor- 
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maie,  donnera  les  coordonnées  x^y,*'  du  point  de  ren- 
contre des  deux  normales  consécutives ,  c'est-à-dire  du 
centre  de  courbure.  Comme  elle  est  du  second  deiné, 
chacune  de  ces  coordonnées  aura  en  général  deux  va- 
leurs ,  en  sorte  qu'il  y  aura  sur  la  môme  normale  deux 
centres  de  courbure  appartenant  respectivement  aux 
sections  rectangulaires  déterminées  par  l'équation  pré- 
cédente. Quant  à  la  grandeur  du  rayon  de  courbure,  si 
on  la  désigne  comme  ci-dessus  par  R,  on  a  évidemment 

R  

z — z=  — -  . 

k  1 +/>•+*■■ 

L'équation  que  Ton  vient  d'obtenir  s'accorde  donc  avec 
celle  qui  a  été  trouvée  n°  568  ,  et  dont  on  a  déduit  l'ex- 
pression (h)  des  rayons  de  courbure  principaux  de  1* 
surface. 

573.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'après  s'être 
placé  en  un  point  quelconque  d'une  surface ,  on  peut 
toujours  passer  de  ce  point  à  un  point  voisin  suivant 
deux  directions  qui  forment  entre  elles  un  angle  droit . 
avec  la  condition  que  les  normales  menées  à  la  surface 
par  les  deux  points  seront  comprises  dans  le  même  plan, 
et  se  rencontreront.  Après  s'être  ainsi  transporté  dans  ua 
second  point  on  peut  passer  à  un  troisième  ,  puis  à  un 
quatrième ,  et  ainsi  de  suite  ,  en  s'assujettissant  toujours 
à  la  même  condition.  On  tracera  de  cette  manière  sa* 
la  surface  une  ligne  continue ,  que  l'on  a  nommée  lipi 
de  courbure  y  et  dont  la  considération  est  importante 
Il  existe  toujours,  pour  chaque  point  d'une  surface, 
deux  lignes  de  courbure ,  qui  se  coupent  à  angles  droit? 
dans  ce  point.  En  concevant  toutes  ces  lignes  tracées  su- 
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la  surface ,  on  voit  qu'elles  la  divisent  en  deux  systèmes 
de  zônes ,  dont  le  croisement  forme  des  figures  rectan- 
gulaires.  Les  deux  lignes  de  courbure  qui  se  coupent 
en  chaque  point ,  correspondent  aux  sections  normales 
de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  ,  c'est-à-dire 
aux  sections  normales  principales. 
L'équation 

=  0 

qui  a  été  obtenue  précédemment ,  est  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  projection  des  lignes  de  courbure  sur  le 
plan  des  xy.  Comme  celle  du  second  degré  par  rapport  à 

— ,  son  intégrale  contiendra  une  constante  arbitraire 

élevée  au  quarré  ;  et  si  Ton  veut  déterminer  cette  con- 
stante de  manière  a  faire  passer  la  ligne  de  courbure 
par  un  point  donné  de  la  surface ,  on  trouvera  deux 
valeurs  qui  appartiendront  respectivement  aux  lignes 
de  courbure  de  chaque  système. 

En  éliminant  ret  t  aumoyen  des  relations dp=rdx+$dyt 
dq—sdx^rtdy,  et  ên  se  rappelant  que  dz=pdx+qdyy 
cette  équation  prend  la  forme 

dp  {dy+qdz)  =  dq  {dx+qdz) 
qui  doit  être  remarquée. 

57k.  L'examen  des  diverses  figures  que  peut  affecter 
la  courbe  appelée  indicatrice  est  très-propre  à  faire 
juger  des  modifications  que  présente  la  courbure  des 
surfaces.  L'équation  (b)  du  n°566,  dans  laquelle  on  n'a 
conservé  que  les  termes  du  second  ordre  en  a  et  S, 

Y  —  P*+q%+-  ^  (/v"+2* /€+*'>*)  , 
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appartient  à  une  surface  du  second  degré  ;  d'où  Von  con- 
clut qu'une  telle  surface  peut  en  général  avoir  dans 
toutes  les  directions  autour  d'un  point  quelconque  une 
oscillation  du  second  ordre  avec  la  surface  proposée.  La 
surface  proposée  et  la  surface  du  second  degré  oscula- 
trice  doivent  être  regardées  comme  se  confondant  Tune 
avec  l'autre  dans  une  étendue  infiniment  petite  autour 
du  point  m ,  et  l'indicatrice  comme  appartenant  à  l'une 
et  à  l'autre.  L'équation  (e)  de  la  projection  de  l'indi- 
catrice sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  a  été 
donnée  n°  566  :  nous  l'écrirons  simplement 


en  faisant  pour  abréger  D  =  âtfJ/p'-HfVi  ;  cette  équa- 
tion résolue  par  rapport  à  6  donne 


€  . 

575.  Si  la  fonction  rt — /  est  positive ,  l'indicatrice 
est  une  ellipse»  et  la  surface  osculatrice  du  second  degré 
esf  un  ellipsoïde.  Tous  les  diamètres  de  l'ellipse  étant 
réels ,  les  quarrés  de  ces  diamètres  ,  auxquels  ^les  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  sont  proportionnels  , 
sont  tous  positifs.  Toutes  les  sections  normales  ont  leurs 
courbures  tournées  dans  le  mémesens.  Le  même  résultai 
se  conclut  de  l'expression  (k)  du  n*  568. 

576.  Si  la  fonction  rt—s*  est  négative ,  l'indicatrice 
est  une  hyperbole ,  et  la  surface  osculatrice  du  second 
degré  est  un  hyperboloïde.  Les  diamètres  de  l'indica- 
trice, ayant  leurs  quarrés  positifs,  tandis  que  les  dia- 
mètres imaginaires  ont  leurs  quarrés  négatifs  ,  les  dent 
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courbures  principales  de  la  surface  sont  tournées  en  sens 
contraires  ;  et  en  général ,  parmi  les  diverses  sections 
normales ,  les  unes  ont  leur  courbure  tournée  dans  un 
sens ,  les  autres  dans  le  sens  opposé.  Les  asymptotes  de 
l'hyperbole ,  dans  la  direction  desquelles  la  courbure 
est  nulle,  séparent  les  sections  normales  qui  ont  res- 
pectivement leur  courbure  tournée  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre. 

On  obtiendra  la  direction  de  ces  asymptotes  en  éga- 
lant à  zéro  le  dénominateur  de  l'expression  (g)  du  n°  567, 
ce  qui  donne 

Ainsi  l'équation  différentielle 

appartient  à  la  projection  sur  le  plan  des  xy  des  courbes 
tracées  sur  la  surface  proposée  dans  le  sens  desquelles 
la  courbure  est  nulle ,  ou  le  rayon  de  courbure  infini. 
L'équation  différentielle 

dz=pdx+qdy 

appartient  également  au  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  m,  et  à  la  surface  elle-même  ;  on  en  déduit 

{Tz^dp.dx  +  dq.dy,       ou      d*z  =  rdx9+2sdrdx+tdy>. 

Mais  on  a  pour  le  plan  tangent  tTz=0  :  donc  en  écrivant 

rdx%+  2sdydx  +tdy*z=  0 , 

on  établit  entre  dx  et  dy  une  relation  qui  appartient  à 
la  ligne  d'intersection  de  la  surface  proposée  et  de  son 
plan  tangent.  Ainsi  dans  les  surfaces  du  genre  de  celles 
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dont  il  s'agit,  c est-à-dire  lorsque  les  deux  courbures 
principales  sont  dirigées  en  sens  contraires  ,  la  surface 
est  coupée  par  son  plan  tangent  suivant  deux  lignes 
dont  les  directions  coïncident  avec  les  asymptotes  de 
l'indicatrice. 

L'angle  compris  entre  ses  asymptotes  peut  faire  juger 
du  rapport  des  deux  courbures.  En  effet ,  le  rapport  des 
deux  axes  de  l'byperbole  étant  exprimé  par  la  tangente 
tri gonomé trique  de  cet  angle ,  le  rapport  des  rayons 
de  courbure  principaux  le  sera  par  le  quarré  de  cette 
tangente  tri  gonomé  trique. 

577.  Si  la  fonction  rt— 5*  a  une  valeur  nulle,  l'ex- 
pression de  6  du  n°  574  se  réduit  à 

t=  

t 

et  représente  le  système  de  deux  bgnes  droites,  formant 
avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  trigométri- 

que  est  —     L'indicatrice  est  donc  formée  ici  de  deux 

lignes  droites  parallèles ,  et  la  surface  osculatrice  du 
second  degré  est  une  surface  cylindrique.  Tous  les  dia- 
mètres de  l'indicatrice  étant  réels,  la  surface  a  toutes 
ses  courbures  dirigées  dans  le  même  sens  ;  mais  la  cour- 
bure est  nulle  dans  le  sens  des  lignes  droites  dont  il 
s'agit.  En  effet,  en  supposant  rt — s*=0  dans  l'expres- 
sion (h)  du  n°  568 ,  qui  donne  les  valeurs  des  rayons  de 
courbure  principaux  ,  on  voit  que  Tune  des  racines  de 
cette  équation  est  alors  finie ,  l'autre  infinie ,  et  qu'elles 
sont  de  même  signe.  La  propriété  d'avoir  un  contact  du 
second  ordre  avec  Une  surface  cylindrique  ,  appartient 
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aux  surfaces  appelées  développables  ,  et  les  caractérise. 
L  équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre 

rt—s'=  0 , 

qui  exprime  cette  propriété  ,  convient  à  toutes  les  sur- 
faces de  ce  genre. 

578.  Les  deux  valeurs  de  R  donuées  par  l'expression 
(k)  du  n°  568  seront  égales  et  de  même  signe  si  Ton  a 

»W  +  (t  +p*)tY— *{i+p9+q')  (r/— s*)  =  0. 

Cette  dernière  équation  exprime  donc  la  condition  né- 
cessaire pour  que  les  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux soient  égaux  entre  eux  et  dirigés  dans  le  même  sens. 
L'expression  de  p  du  n°  570  montre  que  dans  ce  cas  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont 
égaux  entre  eux.  Les  points  d'une  surface  où  cette  cir- 
constance se  présente  ,  et  dans  lesquels  l'indicatrice  est 
un  cercle ,  sont  ordinairement  très-remarquables  :  on 
leur  a  donné  le  nom  d'ombilics.  Il  importe  d'observer 
que  d'après  la  remarque  qui  a  été  faite  à  la  fin  du  n°  568, 
l'équation  précédente  ne  peut  pas  subsister  à  moins  que 
l'on  n'ait  séparément  les  deux  équations 

(l+/)5-/^rr=0, 

lesquelles  entraînent  la  suivante 

{l+q^s— pqt  =  0. 

On  peut  se  convaincre  d'ailleurs  que  l'égalité  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux  entraîne  toujours  l'exis- 
tence de  la  double  équation 

i+p*  _pq 

r    ~~  s  "~     t  , 
en  remarquant  que  la  formule  du  n°  570  prouvant  que  les 


■ 
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rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont 
alors  égaux  entre  eux,  il  est  nécessaire  que  le  rap- 

port  -  disparaisse  dans  1  expression  {§)  du  n°  567,  ce 

qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  cette  double  équation 
n'existait  point. 

Cette  double  équation  rendant  identique  l'équation 

du  n°  568  dont  dépend  l'expression  de  -  ,  ou  (ce  qui  est 
la  même  chose) ,  1  équation  du  n°  572,  dont  dépend  l'ex- 
pression de  ^  qui  convient  aux  directions  des  lignes 

de  courbure  principales ,  on  ne  peut  plus  rien  conclure 
relativement  à  ces  directions.  Il  existe  des  ombilics  où  il 
ne  passe  qu'une  seule  ligne  de  courbure  principale, 
d'autres  où  il  en  passe  un  nombre  fini  plus  grand  que 
deux,  d'autres  enfin  où  un  nombre  infini  de  lignes  de 
courbure  se  croisent  dans  toutes  les  directions.  Les  som- 
mets ou  pôles  des  surfaces  de  révolution  sont  dans  ce 
dernier  cas.  La  distinction  des  divers  cas  qui  se  présen- 
tent peut  se  déduire  de  l'équation  même 


dont  il  s'agit,  en  la  di&érentiant  successivement  par 

rapport  à  .r  et  jr,  -~  étant  regardé  comme  constant. 
On  obtient  ainsi  des  équations  du  troisième ,  qua- 

trième  ,  etc.  degré  par  rapport  à       qui  donneront  les 

valeurs  propres  à  mettre  en  évidence  les  véritables  di- 
rections des  lignes  de  courbure. 
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La  surface  spbérique  est  la  seule  pour  tous  les  points 
de  laauelle  on  ait  la  relation 

r         *  t 

579.  Les  deux  valeurs  de  R  données  par  la  formule  {h) 
dun°  568,  seront  égales  et  de  signes  contraires  si  Ton  a 

Dans  ce  cas  les  deux  courbures  principales  sont  égales 
et  dirigées  en  sens  opposés.  L'indicatrice  est  une  hy- 
perbole équilatère.  Les  sections  normales ,  placées  sy- 
métriquement par  rapport  aux  axes  ou  aux  asymptotes 
de  cette  hyperbole,  présentent  des  courbures  égales 
entre  elles.  Les  lignes  dans  le  sens  desquelles  la  cour- 
bure est  nulle,  se  croisent  à  angles  droits  comme  les 
lignes  de  courbure  principales.  L'équation  précédente 
ne  diffère  point  d'ailleurs  de  celle  qui  a  été  (rouvée 
n°  517,  pour  l'expression  de  la  condition  que  l'aire  de 
la  surface  comprise  dans  un  contour  quelconque  soit  un 
minimum.  Ainsi  les  surfaces  qui  satisfont  à  cette  con- 
dition ont  la  propriété  d'avoir  dans  tous  leurs  points 
leurs  deux  rayons  de  courbure  principaux  égaux  et  di- 
rigés en  sens  contraires,  proposition  qui  ne  peut  être 
démontrée  directement. 

De  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure. 

580.  Un  point  m  étant  pris  sur  une  surface  donnée , 
concevons  les  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent 
en  ce  point,  et  le  plan  normal  qui  est  dirigé  dans  le 
sens  de  Tune  des  lignes  de  courbure.  Si  l'on  admet  que 
ce  plan  se  meut  dans  l'espace  sans  cesser  d'être  normal 
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à  la  surface  proposée ,  et  tangent  à  la  ligne  de  courbure 
dont  il  s  agit ,  l'espace  qu'il  décrira  aura  pour  enveloppe 
une  surface  développable ,  coupant  à  angles  droits  la 
surface  proposée.  Cette  surface  développable  sera  le 
lieu  de  toutes  les  normales  à  la  surface  proposée ,  me- 
nées par  la  ligne  de  courbure ,  et  ces  normales  en  seront 
les  caractéristiques.  Les  intersections  des  normales  con- 
sécutives traceront  sur  la  surface  développable  une  de 
ces  lignes  remarquables  que  Ton  a  désignées  sous  le  nom 
à' arêtes  de  rebroussement.  L'arête  de  rebroussement 
sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  correspondants 
aux  différents  points  de  la  ligne  de  courbure ,  qui  a 
servi  de  directrice  au  mouvement  du  plan  normal. 

En  concevant  également  le  plan  normal  à  la  surface 
au  point  m  ,  qui  est  dirigé  dans  le  sens  de  la  seconde 
ligne  de  courbure  ,  et  admettant  de  même  que  ce  plan 
se  meut  sans  cesser  d'être  normal  à  la  surface  et  tancent 
à  cette  ligne  ,  on  obtiendra  une  autre  surface  dévelop- 
pable qui  sera  le  lieu  des  normales  à  la  surface  proposée, 
menées  par  les  points  de  la  seconde  ligne  de  courbure, 
et  dont  l'arête  de  rebroussement  sera  le  lieu  des  centres 
de  courbure  correspondants  à  ces  points. 

On  peut  se  représenter  construites  dans  l'espace  toutes 
les  surfaces  développables ,  appartenant  au  premier 
système  de  lignes  de  courbure  de  la  surface  proposée  , 
et  toutes  les  surfaces  développables  appartenant  au  se- 
cond système  de  ces  lignes  de  courbure.  Les  surfaces 
développables  du  premier  système  couperont  partout 
à  angles  droits  celles  du  second.  Les  deux  systèmes  de 
surfaces  dont  il  s'agit ,  partageront  l'espace  en  parties 
rectangulaires  d'une  longueur  infinie ,  dans  le  sens  des 


Digitized  by  Google 


-  285  - 

normales  à  la  surface  proposée.  La  suite  des  arêtes  de 
rebroussement  des  surfaces  développables,  appartenant 
au  premier  système,  formera  elle-même  une  autre  sur- 
face ,  sur  laquelle  se  trouveront  tous  les  centres  de  lune 
des  courbures.  La  suite  des  arêtes  de  rebroussement  des 
surfaces  développables ,  appartenant  au  second  système 
des  lignes  de  courbure  formera  également  une  seconde 
surface ,  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  l'autre 
courbure.  Les  surfaces  lieu  des  centres  de  courbure  sont , 
par  rapport  à  la  surface  proposée ,  ce  que  la  développée 
d'une  courbe  plane  est  par  rapport  à  cette  courbe. 

581.  Les  équations  des  surfaces  dont  on  vient  de 
parler  peuvent  être  obtenues  comme  il  suit.  Reprenons 
les  équations  de  la  normale  du  nQ  572  : 

x— x'+p  (z— s')  =  0 , 
et  les  suivantes 

=  0,  (2) 

(rf-0(z— *')a+[(l+f»)  r-2pqs+(i+py](z  —  z')  +!+/»*+?' 

=  0,  (1) 

qui  en  ont  été  déduites.  L'équation  (2)  aux  différences 
ordinaires  entre  les  variables  x  z\.y  appartient  aux  pro- 
jections sur  le  plan  des  xy  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface  proposée.  Cette  équation  du  premier  ordre  et 

du  second  degré  par  rapport  au  coefficient   ^  étant 

intégrée,  son  intégrale  sera  complétée  par  une  constante 
arbitraire  qui  s'y  trouvera  élevée  au  second  degré.  En 
déterminant  donc  cette  constante  de  manière  à  faire 
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passer  une  ligne  de  courbure  par  un  point  donné ,  on 
trouvera  deux  valeurs ,  correspondant  respectivement 
aux  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  dans  tous 
les  points  de  la  surface.  Indiquons  pour  abréger  par  (  Y) 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  dont  il  s  agit.  Il  est 
visible  qu'en  éliminant  xtjrfz  entre  l'équation  de  la  sur- 
face proposée,  les  équations  (i)  et  l'équation  (2  ),  l'é- 
quation restante  en  xf^y,z,  appartiendra  aux  surfaces 
développables  normales  qui  coupent  la  surface  suivant 
ses  lignes  de  courbure.  Elle  donnera  Tune  quelconque 
de  ces  surfaces  développables  en  y  déterminant  convena- 
blement la  constante  arbitraire  qui  s'y  trouve  contenue. 

582.  L'équation  (3)  est  une  équation  primitive  en 
xy9z  et  z.  Elle  doit  donner  la  valeur  de  z',  apparte- 
nant au  point  d'intersection  de  deux  normales  consécu- 
tives ,  c'est-à-dire  au  centre  de  courbure.  En  éliminant 
x,y, z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée ,  les  équa- 
tions (i)  et  l'équation  (3),  on  aura  donc  en  x*y  et  z9  l'é- 
quation de  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure.  Cette 
équation  montera  au  second  degré  par  rapport  à  z\  Si 
elle  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs ,  on  obtiendra, 
en  les  égalant  séparément  à  zéro,  les  équations  distinctes 
de  deux  surfaces  qui  contiendront  respectivement  les 
centres  de  Tune  et  de  l'autre  courbure  de  la  surface 
proposée.  Si  cette  décomposition  n'a  pas  lieu ,  les  cen- 
tres des  deux  courbures  se  trouveront  placés  sur  deux 
nappes  appartenant  à  une  surface  unique. 

Une  normale  quelconque  à  la  surface  proposée  touche 
à  la  fois  les  deux  nappes  qui  contiennent  respectivement 
les  centres  de  l'une  et  de  l'autre  courbure,  et  si  l'on  mène 
par  cette  normale  deux  plans  tangents  à  ces  deux  nap- 
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pcs,  ces  plans  se  couperont  à  angles  droits.  Donc  les 
deux  nappes  de  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure 
sont  toujours  telles,  qu'étant  regardées  d'un  point  quel- 
conque, leurs  contours  apparents  paraissent  se  croiser 
à  angles  droits.  Ainsi  une  surface  quelconque  n'est  pas 
propre  à  devenir  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une 
autre  surface;  on  peut  prendre  arbitrairement  le  lieu 
des  centres  de  Tune  des  courbures  ;  mais  la  surface  qui 
contiendrait  les  centres  de  l'autre  courbure  doit  être 
telle  que  son  contour  apparent  paraisse  toujours  couper 
celui  de  la  première  à  angles  droits. 

583.  Lorsque  la  surface  qui  contient  les  centres  de 
Tune  *  des  courbures  coupe  la  surface  qui  contient  les 
centres  de  l'autre  courbure ,  les  points  d'intersection 
appartenant  également  à  l'une  et  à  l'autre  courbure,  ré- 
pondent aux  points  de  la  surface  proposée ,  pour  les- 
quels les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont 
égaux  entre  eux ,  points  qui  sont  détermines  par  l'é- 
quation 

[(l+?V2^+(lV)/r-  4(l+/Af?,)('*— O=0, 

comme  on  l'a  vu  n°  578.  Cette  équation  donne  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  xjr  de  la  ligne  des  courbures 
sphériques  sur  la  surface  proposée. 

584.  Chacune  des  arêtes  de  rebroussement  des  sur- 
faces développables  normales ,  dont  la  réunion  forme  les 
deux  nappes  de  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure 
est  une  ligne  de  plus  courte  distance  sur  cette  dernière 
surface.  En  effet ,  le  plan  passant  par  deux  normales 
consécutives ,  appartenant  à  l'une  de  ces  surfaces  déve- 
loppables normales ,  est  en  même  temps  le  plan  oscu- 
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lateur  de  l'arête  de  rebroussement  au  pointM'inter- 
section  de  ces  deux  normales,  et  perpendiculaire  au 
même  point  à  la  nappe  de  la  surface  lieu  des  centres 
de  courbure,  sur  laquelle  cette  arête  de  rebroussement 
est  placée.  Or,  le  caractère  de  la  ligne  de  plus  courte 
distance  sur  une  surface  quelconque  consiste  en  ce  que 
le  plan  osculateur  de  cette  ligne  soit  en  même  temps 
normal  à  la  surface 

Concevons  un  fil  dont  une  extrémité  est  fixée  sur  un 
point  de  la  ligne  d'intersectioif  des  deux  nappes  qui 
contiennent  respectivement  les  centres  de  Tune  et  Vautre 
courbure.  En  tendant  ce  fil ,  et  le  faisant  mouvoir  de 
manière  qu'il  soit  en  partie  plié  sur  cette  intersection  , 
et  que  la  portion  libre  soit  dirigée  dans  le  sens  de  la 
tangente ,  l'extrémité  opposée  décrira  la  ligne  des  cour- 
bures spbériques  sur  la  surface  proposée.  Si  1  on  fait 
ensuite  mouvoir  le  même  fil  de  manière  qu'il  soit  en 
partie  plié  sur  l'intersection  des  deux  nappes  dont  on 
vient  de  parler,  et  en  partie  sur  Tune  ou  sur  l'autre  de 
ces  nappes  ,  l'extrémité  pourra  se  transporter  dans  tous 
les  points  de  la  surface  proposée ,  qui  peut  ainsi  être 
décrite  de  deux  manières  différentes  par  le  mouvement 
d'un  fil  plié  sur  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure , 
comme  Test  une  courbe  par  le  mouvement  d'un  fil  plié 
sur  sa  développée. 

Exemple  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure 

et  des  rayons  de  courbure* 

585.  Soit 

™  2a  +  2b 

l'équation  de  la  surface  proposée.  Cette  surface  est  un 
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paraboloïde  dont  l'axe  des  z  est  Taxe  principal.  Les 
sections  faites  parallèlement  au  plan  des  xy  sont  des 
ellipses  ayant  leurs  axes  dirigés  dans  le  sens  des  x  et 
dans  le  sens  des  y.  La  longueur  des  demi-axes  de  ces 
sections  dans  le  sens  des  x  est  [/ 2az  ,  et  la  longueur 
des  demi-axes  dans  le  sens  des  y  est  V%bz.  Nous  sup-r 
poserons  ici  a>£. 
Nous  aurons 

dz  x  d*z  1 

dz     y  d'z   ^  ^ 

dy      ^      6'  dxdy    *~  1 

d%z  1 

dy-c-  V 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  des  lignes 
de  courbure 

=  0, 

qui  a  été  trouvée  n°  572,  il  viendra 

--ï(£,*[MBM«-5)i]£+3-'- 

Cette  équation  ,  en  posant  pour  abréger 

« 

s'écrira 

^(sy+^-ArHB)  ^-ay=0.:  (m) 

elle  appartient  à  la  projection  des  lignes  de  courbure 
de  la  surface  proposée  sur  le  plan  des-xy. 

2'  année.  19 
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Pour  l'intégrer  on  la  dilférentiera  d'abord ,  ce  qui 
donnera 


puis  on  éliminera  B  entre  cette  équation  du 
ordre  et  l'équation  (m).  La  constante  A  disparaîtra  éga- 
lement du  résultat  de  l'élimination ,  et  l'on  trouvera 

Cette  dernière  équation  étant  multipliée  par  le  fac- 
teur ^  devient 
x 

,    dy  dy 

xd^dx"yHdx  A 
 — — ;  =o, 

y 

dont  le  premier  membre  est  la  difiérentielle  exacte 

de  Z  ^L,  On  a  donc  en  intégrant  une  première  fois 
x  dx 

-  j£=a,     ou     ydy  =  ai.xcLr  ; 
x  dx 

et  en  intégrant  une  seconde  fois 

y%=zax%^y 

a  et  6  étant  deux  constantes. 

L'équation  y*=zx*+6  est  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation (m).  Mais  comme  cette  dernière  n'est  que  du 
premier  ordre ,  son  intégrale  ne  doit  contenir  qu'une 
seule  constante  arbitraire.  L'une  des  constantes  6,  est 
déterminée  par  la  condition  quel  équation  jr*=»x*-|-ê  sa- 
tisfasse à  l'équation  (m).  En  substituant  donc  dans  Fé- 
quation  les  valeurs 
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on  trouve  pour  condition 

Aa*>  —  B«  -f-  6  =  0  7 

d'où 


ç=  ,     c  est-a-dire     6=  — . 

L équation  sous  forme  finie  des  lignes  de  courbure  est 
par  conséquent 

s ,  ab{a—b)x 

dans  laquelle  «  est  la  constante  arbitraire. 

586.  Si  Ton  veut  déterminer  la  constante  «  de  manière 
que  l'équation  (n)  appartienne  à  une  ligne  de  courbure, 
passant  par  un  point  donné  de  la  surface  proposée  dont 
les  abscisses  seraient  x'  et  jr\  on  fera  ,r=x,,/=j/  dans 
cette  équation ,  et  on  la  résoudra  par  rapport  à  »,  ce  qui 
donnera 

en  posant , 

c=bjc%—ay"+ab{*—b) . 

Ainsi  Ton  trouvera  toujours ,  pour  la  constante  a ,  deux 
valeurs  réelles ,  l'une  positive  et  l'autre  négative;  et  ces 
valeurs  étant  substituées  dans  1  équation  (n)  donneront 
respectivement  les  équations  des  projections  des  deux 
lignes  de  courbure  qui  se  croisent  dans  le  point  auquel 
appartiennent  les  abscisses  x\y  . 

La  valeur  positive  de  adonnera  ,  pour  les- projections 
du  premier  système  des  lignes  de  courbure  ,des  hyper- 
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boles  ayant  leur  axe  réel  dirigé  dan»  le  sens  de  lase 
des  yf  dont  les  équations  seront 


La  grandeur  du  demi-axe. est  ^/ — a*+b      ^  ^m 

petite  valeur  que  puisse  prendre  ce  demi-axe  est  0,  ce 
qui  répond  aux  cas  où  Ton  supposerait  x  très-grande 
et  y  très-petite  :  les  deux  branches  de  l'hyperbole  se 
confondent  alors  avec  Taxe  des  x.  La  plus  grande  va- 
leur que  puisse  prendre  ce  demi-axe  est  i^b{a — b) ,  ce 


qui  répond  au  cas  où  la  valeur  positive  de  a  serait  in- 
finie ,  parce  que  l'on  aurait  supposé  x'  très-petite  etj 
très-grande.  L'hyperbole  s'écarterait  alors  très-peu  de 
l'axe  des  y.  Si  l'on  porte  donc  sur  Taxe  des  y  de  part  et 
d'autre  de  l'origine  une  distance  égale  à  \/ ' b{a — 6),  on 
aura  deux  points  ,  au  delà  desquels  les  sommets  des  hy- 
perboles qui  donnent  le  premier  système  des  lignes  de 
courbure  ne  pourront  pas  être  placés. 

La  valeur  négative  de  a  donnera  pour  les  projections 
du  second  système  de  courbure ,  des  ellipses  ayant  leur: 
axes  rectangulaires  dirigés  dans  le  sens  de  l'axe  des  j 
et  de  l'axe  desy,  et  dont  les  équations  seront 

ab(a—b)x 

y=^—«*+— — 7-. 

a% — o 

La  grandeur  du  demi-axe,  placé  dans  le  sens  de  Ta 
./  ab{a — b) 

des  x,  est  V  — ^  ^  ,  et  la  grandeur  du  demi- axe ,  pla 

ii  i  ii        i  %/ab{a — b)x 

dans  le  sens  de  1  axe  des  yy  est  V  Zjf~*  00 
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}ue  le  rapport  de  ces  deux  axes  est  égal  à  Ën  sup- 
>osant  x  extrêmement  grande,  la  valeur  négative  de  a  est 

i  Tort  peu  près  égale  à  -  ,  ce  qui  est  la  plus  petite  va- 

eur  absolue  que  Ton  puisse  attribuer  à  cette  quantité. 
\  mesure  que  x'  diminue,  la  valeur  absolue  de  « 
augmente ,  pourvu  que  la  quantité  c  demeure  posi- 
tive ,  et,  cette  condition  étant  satisfaite,  a  devien- 
dra infiniment  grande  quand  x*  sera  supposée  infi- 
niment petite*  Alors  l'axe  de  l'ellipse ,  placé  dans  le 
sens  des  x,  sera  infiniment  petit ,  et  la  moitié  de  Taxe, 
placé  dans  le  sens  des  yt  sera  égale  à  V  b{a — b).  Il  n'est 
pas  possible ,  d'ailleurs  ,  de  supposer  à  la  fois  x*  assez 
petite  et  y  assez  grande  pour  que  la  quantité  c  deve- 
nant négative  ,  la  valeur  de  a  puisse  devenir  aussi  petite 
qu'on  le  voudrait  ;  car  l'équation  des  lignes  de  courbure 
ne  donne  que  des  valeurs  imaginaires  quand  a  étant 
supposée  négative,  on  attribue  à  cette  constante  une  va- 
leur absolue  moindre  que  - .  On  voit  que  les  points  placés  ^ 

sur  Taxe  des  j',  à  la  distance  VI  [a — b)  de  l'origine  ,  for- 
ment ici  une  limite  commune  que  les  sommets  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  ne  peuvent  dépasser 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Les  axes  des  x  et  des  y  sont  au  nombre  des  ligues 
qui  appartiennent  aux  projections  des  deux  systèmes 
de  lignes  de  courbure  du  paraboloïde. 

587.  L'équation  générale  de  la  projection  de  l'indi- 
catrice 

devient  ici 
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cette  projection  appartient  toujours  à  une  ellipse ,  ainsi 
que  le  comporte  la  nature  de  la  surface  proposée ,  dont 
les  deux  courbures  sont  dans  toute  son  étendue  dirigées 
dans  le  même  sens. 
Quant  à  la  relation 

i+p*    pq  1-hy1 

■ 

qui ,  d  après  le  n°  578  ,  doit  subsister  dans  les  ombilics . 
c'est-à-dire  dans  les  points  où  tous  les  layons  de  cour- 
bure sont  égaux  ,  elle  devient 

a  0  ~~  b 

Cette  relation  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  supposant 
x=0  eiy=\/  b{a—  c'est-à-dire  pour  les  points  de 
la  surface  qui  séparent  les  sommets  des  ellipses  et  des 
byperboles  appartenant  respectivement  aux  deux  sys- 
tèmes de  lignes  de  courbure.  Les  deux  points  dont  il 
s'agit  sont  les  seuls  ombilics  que  la  surface  proposée 
puisse  présenter.  L'indicatrice  y  doit  être  circulaire , 
en  effet,  le  plan  tangent  est  en  ces  deux  points  pa- 
rallèle aux  deux  systèmes  de  plans  qui  coupent  le  pa- 
raboloïde  suivant  des  cercles. 

i 

588.  A  l'égard  des  valeurs  des  rayons  de  courbure 
principaux,  on  trouvera,  en  substituant  les  expressions 
des  coefficients  différentiels/?,^ ,r,s>t  qui  ont  été  données 
n°  585  dans  l'expression  (*)  du  n°  568  : 
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589.  Lorsqu'il  s'agira  d'un  paraboloïde  de  révolution, 
les  deux  quantités  désignées  par  a  et  b  ,  seront  égales 
entre  elles.  L'expression  de  «  du  n°  586  se  réduira  à 

ou  bien 


La  valeur  positive  de  a  est  donc  ^  L'équation  des  pro- 
jections hyperboliques  du  premier  système  des  lignes 
de  courbure  se  réduit  à 

y  =  ~ 

et  appartient  au  système  de  deux  lignes  droites  qui  se 
croisent  à  l'origine  des  coordonnées. 

Quant  à  la  valeur  négative  de  «,  elle  est  — 1.  Ainsi 
l'équation  des  projections  elliptiques  du  second  système 
des  lignes  de  courbure  devient 

r=— *9+l>      ou  S+*?=l> 

qui  appartient  à  un  cercle  dont  le  centre  est  placé  à  l'o- 
rigine des  coordonnées  ,  et  dont  on  peut  fixer  arbitrai- 
rement le  rayon.  En  effet,  les  lignes  de  courbure  dans 
une  surface  de  révolution ,  sont  évidemment  dirigées 
dans  le  sens  des  méridiens  et  des  parallèles. 

La  distance  de  l'ombilic  au  centre,  exprimée  ci- 
dessus  par  {/b{a — b) ,  devient  nulle  :  les  deux  ombilics 
se  confondent  en  un  seul  qui  est  le  sommet  de  la  surface 
de  révolution. 
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En  faisant  a=zb ,  dans  l'expression  de  R  du  n«  588 , 
eUe  se  réduit  à 

Les  deux  rayons  de  courbure  principaux  dans  le  para- 
boloïde  de  révolution  sont  donc  respectivement  expri- 
més par 

■ 

s 

(/ia-hr*-hr*)» 
-        Jr)     et  -(aW)'. 

CL 

Comme  l'équation  de  la  parabole  dont  la  révolution 
autour  de  Taxe  des  z  décrit  cette  surface  est 


z  = 


2a 

on  voit  que  la  première  expression  donne  le  rayon  de 
courbure  du  méridien ,  et  que  la  seconde  donne  le  rayon 
de  la  courbure  dans  le  sens  du  parallèle.  Cette  dernière 
expression  représente  la  valeur  de  la  normale  de  la  courbe 
méridienne  ;  ce  qui  doit  être ,  puisque  toutes  les  sections 
faites  dans  le  sens  des  parallèles  ont  leur  centre  de  cour- 
bure placé  sur  Taxe  de  la  surface  de  la  révolution. 

XLIV.  Des  surfaces  les  plus  simples  dont  l'équa- 
tion AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  EST  DU  PREMIER 
ORDRE. 

590.  Revenons  aux  notions  présentées  dans  les  n™  &72 
et  suivants.  Une  surface  quelconque  peut  en  général 
être  considérée  comme  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru 
par  une  autre  surface  qui  se  déplace  sans  cbanger  de 
figure  suivant  une  loi  donnée,  ou  qui  se  déplace  en 
changeant  à  la  fois  de  position  et  de  figure  suivant  des 
lois  également  données.  Nous  représentons  générale- 
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ment  l'équation  de  l'enveloppée  ,  exprimée  en  quantités 
finies ,  par 

F(x^,z,a,€,v,^,....)  =  0, 

dans  laquelle  xty^z  désignent  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  quelconque  de  cette  surface  ;  et 
a.Syy,*,   plusieurs  constantes  arbitraires ,  dont  les  va- 
leurs varient  suivant  les  diverses  positions  ou  les  diver- 
ses figures  que  l'enveloppée  peut  affecter.  Mais  si  l'on 
veut  considérer  la  surface  qui  enveloppe  une  série  dé- 
terminée des  positions  de  l'enveloppée ,  afin  d'en  re- 
chercher les  propriétés,  on  ne  peut  plus  regarder  dans 

l'équation  précédente  les  quantités  «,$,yA   comme 

tout  à  fait  arbitraires  et  indépendantes  les  unes  des  au- 
tres. On  doit  concevoirque  ces  quantités  sont  liées  par 
des  relations  qui  distinguent  la  série  des  positions  dont  il 
s'agit.  Par  conséquent,  laissant  indéterminé  un  seul  pa- 
ramètre «,  on  regardera  toutes  les  autres  arbitraires 

G,7,J,        comme  des  fonctions  données  y^K*) ,«(«),  

de  ce  paramètre ,  et  Ton  écrira  au  lieu  de  l'équation  pré- 
cédente pour  représenter  l'enveloppée 

F{^,z?(>VK«)^(>)  }  =0. 

En  donnant  dans  cette  équation  à  a  toutes  les  valeurs 
possibles  depuis  —  oo  jusqu'à  +00  ,  on  aura  une  certaine 
série  d'enveloppées,  déterminée  par  la  forme  des  fonc- 
tions  i  et  si  ces  fonctions  demeurent  arbitraires , 

les  résultats  que  l'on  obtiendra  seront  généraux  et  con- 
viendront à  toutes  les  surfaces  possibles  qui  peuvent  être 
produites  par  le  mouvement  d'une  enveloppée  quelcon- 
que comprise  dans  l'équation  F  {x,y,z>  *$9G,y,$,  )=0. 
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591'.  En  diflérentiant  successivement  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  xyy  l'équation  F=0  ,  on  a  deux 
nouvelles  équations  appartenant  à  l'enveloppée  et  à  1  en- 
veloppe ,  au  moyen  desquelles  on  peut  éliminer  deux 

des  constantes  a,6,v,         Par  conséquent ,  si  l'équation 

F=0  ne  contient  que  deux  de  ces  constantes ,  il  reste 
une  équation  aux  différences  partielles  du  premier  or- 
dre entièrement  délivrée  des  constantes  arbitraires, 
qui  d'après  cela  appartient  à  toutes  les  enveloppées 
comprises  dans  l'équation  F=0  aussi  bien  qu'à  toutes 
les  enveloppes  que  ces  enveloppées  peuvent  produire , 
et  qui  exprime  un  caractère  géométrique  qui  leur  con- 
vient spécialement  et  les  distingue  de  toutes  les  autres 
surfaces. 

Si  l'équation  F=0  de  l'enveloppée  contenait  trois 
constantes  arbitraires  a>S,y,  les  équations  différentielles 
du  premier  ordre  ne  suffiraient  pas  en  général  pour  les 
éliminer  :  il  faudrait  passer  aux  équations  du  second 
ordre,  et  l'on  trouverait  alors  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  ,  entièrement  délivrée 
des  constantes  ou  des  fonctions  arbitraires  ,  exprimant 
la  propriété  géométrique  qui  appartient  à  toutes  les 
enveloppes,  et  qui  les  caractérise. 

Si  l'équation  F=0  contenait  quatre  constantes  ar- 
bitraires a, 6,7, <î,  on  serait  en  général  obligé  pour  les 
éliminer  de  passer  aux  équations  différentielles  du  troi- 
sième ordre  ;  et  ainsi  de  suite  pour  les  cas  où  il  y  aurait 
un  plus  grand  nombre  de  constantes  arbitraires. 

592.  Lorsque  l'équation  de  l'enveloppée 

F|x^,s,a,?(,)r}(a),w(a),....j  =0 

est  donnée,  l'équation  générale  de  l'enveloppe  exprimer 
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en  quantités  finies  s'en  déduit  immédiatement.  Car 

dF  .       ,  dF 

l'équation  F-)~  — rfa==0,  que  1  on  peut  réduire  a  — rfx=0, 

appartenant  à  l'enveloppée  infiniment  voisine ,  le  sys- 
tème des  équations 

dF 

F  =  0,  -=0, 

représente  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  enve- 
loppées ,  courbe  que  nous  appelons  caractéristique.  Ces 
deux  équations  donneront  donc  toutes  les  caractéristi- 
ques possibles  appartenant  à  la  série  des  positions  de 

l'enveloppée  définie  par  les  fonctions  *,•!»,.*  quand  on 

y  fera  varier  a  depuis  —  oo  j usqu'à  +  x  .  Donc,  puisque 
l'enveloppe  est  évidemment  le  lieu  de  ces  caractéristi- 
ques, 1  équation  de  l'enveloppe  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  a  entre  les  deux  équations 

dF 

F  =  0.  -7-=0. 

dx 

élimination  qui  ne  peut  être  effectuée  qu'après  que  les 
fonctions  ?  auront  été  définies. 

593.  Il  existe  généralement  sur  une  enveloppe  quel- 
conque ,  et  par  conséquent  sur  une  surface  quelconque 
(car  toutes  les  surfaces  peuvent  être  regardées  comme 
des  enveloppes),  diverses  lignes  remarquables  dont  le' ca- 
ractère géométrique  résulte  de  la  définition  seule  de  l'en- 
veloppée ,  et  subsiste ,  comme  le  caractère  géométrique 
de  l'enveloppe  elle-même ,  indépendamment  des  lois  ar- 
bitraires qui  déterminent  le  mode  de  déplacement  de 
cette  enveloppée.  Les  équations  aux  différences  ordi- 
naires de  ces  lignes  ,  comme  on  l'a  vu  dans  les  n°*  V79  et 
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suivants  pour  la  caractéristique  ,  peuvent  être  déduites 
de  l'équation  aux  différences  partielles  de  la  surface , 
qu'elles  servent  à  intégrer  ;  et  Ton  peut  aussi  obtenir 
leurs  équations  en  quantités  finies  au  moyen  de  celle  de 
l'enveloppée. 

Quant  à  la  caractéristique ,  elle  est  représentée  par  le 
système  des  deux  équations 

dF 

F  =  0,  -f=0, 

dx 

qui,  lorsque  les  fonctions  9,^,0,  auront  été  définies, 

donneront  toutes  les  caractéristiques  appartenant  à  une 
même  enveloppe  quelconque  en  fixant  convenablement 
la  valeur  de  a. 

594.  Considérons  maintenant  les  deux  caractéristi- 
ques consécutives  qui  résultent  de  l'intersection  deux 
à  deux  de  trois  enveloppées  consécutives.  Les  équa- 
tions de  ces  trois  enveloppées  étant  représentées  par 

dF  à  F  d*F 

F=0,  F+  ^  ^=0,  F+2  -r  </H-  tt  ^' =0  ,  la  pre- 
ax  dx         dx  1 

mi  ère  caractéristique  est  donnée  par  les  deux  équations 

dF 

F=0  et  -  jr  =0,  et  la  seconde  caractéristique  par  les 

dF  cTF 
deux  équations  —  =0  et  -^-;=0.  Ces  deux  lignes  cour- 
bes se  coupent  en  général  en  même  temps  qu  elles  se 
touchent  en  un  point  déterminé  par  les  valeurs  de 
x,y,z  ,  qui  satisfont  simultanément  aux  trois  équations 

^         dF  <fF  ^ 

F=0'      "°'  17=° 

En  attribuant  successivement  à  x  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles depuis  —  00  jusqu'à  +  00  ,  les  valeurs  desx^.r  , 
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déduites  de  ces  trois  équations,  appartiennent  à  la  série 
des  points  dans  lesquels  chaque  caractéristique  est  cou- 
pée et  touchée  par  la  caractéristique  voisine.  La  suite  de 
ces  points  forme  toujours  sur  l'enveloppe  une  ligne  re- 
marquable ,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d'aréte  de 
rebroussement.  Les  arêtes  de  rebroussement  partagent 
en  général  les  surfaces  en  nappes  distinctes  :  elles  sont 
touchées  par  toutes  les  caractéristiques  ,  et  sont  à  leur 
égard  de  véritables  enveloppes. 

L  arête  de  rebroussement  étant  le  lieu  des  points 
d'intersection  de  la  caractéristique  correspondante  à  une 
valeur  déterminée  de  « ,  et  de  la  caractéristique  voisine , 
on  a  évidemment  les  équations  de  cette  courbe  pour 
une  enveloppe  déterminée  en  éliminant  a  entre  les  trois 
équations 

dF  d'F 

élimination  qui  ne  pourra  avoir  lieu  qu'après  que  les 

fonctions  y,^,»,  qui  définissent  l'enveloppe  auront 

été  données.  Les  deux  équations  en  xtytz,  qui  résultent 
de  cette  élimination  ,  appartiennent  donc  à  l'arête  de 
rebroussement. 

595.  Considérons  encore  trois  caractéristiques  con- 
sécutives résultant  de  l'intersection  deux  à  deux  des 
qua  tre  enveloppées  consécutives,  dont  les  équations  sont 

F=0,  F+  ^  ^=0,  F+2  ^  da+  ^  tfa»=0 , 
dF  ,        d'F  d'F 

Si  ces  trois  caractéristiques  se  coupent  en  un  seul  point, 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  des  cas  très-particu- 
liers ,  les  valeurs  de  x,y,z  ,  appartenant  à  ce  point ,  sa- 
tisferont à  la  fois  aux  quatre  équations  précédentes. 
Donc ,  si  l'on  élimine  x,y,z  entre  les  quatre  équations  , 

dF  d*F  d*F 

F=0-     T>  =  0'      ^=0'      7? =°> 

l'équation  en  a ,  qui  restera  après  cette  élimination , 
donnera  la  valeur  de  ce  paramètre ,  à  laquelle  corres- 
pondra la  caractéristique  sur  laquelle  le  point  dont  il 
s'agit  se  trouvera  placé.  Il  sera  donc  situé  au  lieu  où 
cette  caractéristique  touche  l'arête  de  rebroussement. 
Les  points  de  cette  espèce  sont  toujours  très-remarqua- 
bles sur  cette  arête ,  à  l'égard  de  laquelle  ils  sont  eux- 
mêmes  des  points  d'inflexion  ou  de  rebroussement. 

596.  Il  arrive  quelquefois  que  les  caractéristiques 
d'une  enveloppe  ne  se  coupent  nulle  part ,  et  par  con- 
séquent que  la  surface  ne  présente  pas  d'arête  de  re- 
broussement. Mais  alors  il  existe  en  général  un  point 
sur  chaque  caractéristique  où  elle  se  trouve  plus  rap- 
prochée de  la  caractéristique  contiguë  que  dans  tout 
autre  lieu.  La  série  de  ces  points  forme  sur  la  surface 
une  ligne  que  l'on  distingue  facilement,  et  que  l'on  a 
nommée  ligne  de  striction. 

Surfaces  cylindriques. 

597.  Une  surface  cylindrique ,  considérée  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  ,  peut  être  regardée  comme  l'en- 
veloppe de  l'espace  décrit  par  un  plan  qui  se  meut  sans 
cesser  d'être  parallèle  à  une  même  droite  donnée  prise 
pour  directrice.  Soient 
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x  =?  az ,  y=  bz , 

les  équations  de  cette  directrice.  L'équation  d'un  plan 
étant 

z  =  Ax+By+C  t 

ce  plan  sera  parallèle  à  la  droite  donnée  si  Ton  a  la 
relation 

1  =  Aa  +  Bb  , 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  éliminer  Tune  des  con- 
stantes A,B.  En  éliminant  A,  par  exemple  ,  il  viendra 

1 — Bb 

a 

pour  l'équation  d'un  plan  quelconque,  parallèle  à  la 
droite  donnée.  Cette  équation  est  ici  celle  de  l'envelop- 
pée  ,  et  B,C  sont  les  deux  constantes  arbitraires  qui  en 
déterminent  la  position.  Enféliminant  donc  ces  deux 
constantes  entre  cette  équation  et  ses  deux  équations 
différentielles  du  premier  ordre ,  qui  sont 

dz  _  1— Bb 

dx  a 


il  viendra 


dz  n' 

dz     .  dz 
a  —  +b  —  =  \, 
dx  dy 


pour  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre  qui  appartient  également  à  l'enveloppée  et  à  l'en- 
veloppe ,  c'est-à-dire  au  plan  mobile  et  à  une  surface 
cylindrique  quelconque  décrite  par  ce  plan. 
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On  aurait  pu  reconnaître  immédiatement  que 

dz      ,  dz 

appartient  à  une  surface  cylindrique  quelconque ,  dont 
les  arêtes  sont  parallèles  à  la  droite  ayant  pour  équa- 
lions  x=az,y=bz  ,  en  remarquant  que  tout  plan  tan- 
gent à  cette  surface  doit  être  parallèle  à  la  droite  dont  il 
s'agit. 

598.  Pour  intégrer  l'équation  précédente ,  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  exposé  dans  les  n°a  V78  et  suivants, 
on  formera  les  équations  aux  différences  ordinaires  de 
la  caractéristique ,  qui  seront  .ici 

ady- — bdx  =  0, 
adz —  dx  =  0 , 
bdz —  dy  =  0. 

Ces  équations  appartiennent  évidemment  à  une  ligne 
droite  parallèle  à  la  directrice ,  et  Ton  aurait  pu  les 
écrire  immédiatement  en  remarquant  que  la  caractéris- 
tique est  l'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  cette 
ligne.  En  intégrant  les  deux  dernières  il  viendra 

a  et  ê  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale 
générale  est  donc 

y—bz  =  ^x  —  az)  , 

y  désignant  une  fonction  arbitraire.  Cette  équation  ap- 
partient à  toute  surface  cylindrique,  dont  la  généra- 
trice est  parallèle  à  la  directrice  proposée.  Elle  a  le  même 
degré  de  généralité  que  l'équation  aux  différences  par- 
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dz         dz  '*  S  ' 

tiellesa  —  -\-b  ^  =1.  On  pourrait  la  trouver  directe- 
ment en  remarquant  que  les  équations  d'une  généra- 
trice quelconque  peuvent  être  représentées  par 

x=az+* 

a  et  6  étant  deux  constantes  indéterminées.  Or ,  si  un 
point  se  meut  sur  la  surface  cylindrique  sans  sortir  de' 
cette  même  génératrice,  les  coordonnées  Je  ce  point 
satisferont  à  ces  équations.  Mais  si  le  point  se  meut  en, , 
passant  sur  une  génératrice  voisine ,  ses  coordonnées  ne 
pourront  satisfaire  à  ces  mêmes  équations  ,  à  moins  qi&; 
Ton  ne  fasse  varier  en  même  temps  a  et  5.  Donc  ces 
quantités  demeurent  constantes,  ou  varient  simulta- 
nément :  elles  sont  donc  fonction  Tune  de  l'autre ,  et. 
Ton  peut  écrire  ê=y(a) ,  ou 

'      jf-  bz  =  y(x—az). 
599.  L'équation 

dz  dz 

étant  diliérentiéê  par  rapport  à  x  cihjr,  donne 

d%z        d*z   •  *  *i 

a  -j—,  +  b- — -  =  0     ou  tir+bs=0 
dx  dxdy 


t 


* 


d'z  '  d*z 
a— _  +        =0  as+bt=0. 

dxdy  dy 


Donc  rt — 5'=0,  équation  générale  des  surfaces  dévelop- 
pâmes. Les  surfaces  cylindriques  présentent,  quanta  teuç 
courbure,  les  propriétés  qui  ont  été  indiquées  577* 

600.  La  fonction  <p ,  dans  l'équation  générale 

y — bz—  y\.r  —  az) 
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des  surfaces  cylindriques  ,  peut  être  détermiuée  d  après 
diverses  conditions.  Si  la  surface  doit  passer  par 
une  ligne  courbe  donnée ,  dont  les  équations  soient 
7t(.r,y,*)=0,  v(jc,y,5)=0,  il-est  visible  que  ces  équations 
et  les  deux  équations  de  ia  génératrice  x=az-\-*t 
Y—bz+^y)  doivent  pouvoir  être  satisfaites  par  les  mê- 
mes valeurs  de  xyyyz  ,  quelles  que  soient  les  constantes 
,itet  *(a).  Ainsi,  éliminant  x$r9  z  entre  Les  quatre  équa- 
tions j 

,  .  i'(-z\r>s)=o 

x — az  =  * 

y  —  bz  =  y{x)y 

m 

il  restera  une  équation  entre,  xet  ,  qui  déterminera 
la  fonction  <p.  Soit /(*,<£>(*)  )=0  l'équation  dont  il  s'agit  : 
l'équation  de  la  surface  cylindrique  demandée,  sera  donc 

f[x — azj'  —  bz)=0. 

V 

601.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  tangente  à 
une    surface  courbe   donnée,   dont  lequation  soit 
(x,y,z)-.0,  on  remarquera  que,  pour,  tous  les  points 
de  la  courbe  de  contact,  les  deux  surfaces  ont  le  même 

plan  tangent.  Donc  les  valeurs  de  ^  et        tirées  île 

l'équation  n(xytz)=Q  doivent ,  pour  les  points  dont  il 
sa'git,  satisfaire  à  l'équation  différentielle  de  la  sur- 
face cylindrique.  On  trouvera  donc  une  équation 
y(x,y<z)=0  de  la  courbe  de  contact  en  prenant  les  va- 
dz     d  z 

leurs  de  —  et  —  dans  l'équation  donnée  n(.r,y,r.)=0  , 
dx     dy  ■  T 

et  les  substituant  dans  l'équation  aux  différences  par- 
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tiellesa  —  ^-A~=i.  Ayant  maintenant  deux  équa- 
tions r(ar,j,z)=0,  m  (x^fz)=0,  appartenant  à  une  courbe 
par  laquelle  doit  passer  la  surface  cylindrique  cher- 
chée ,  on  opérera  comme  on  Ta  vu  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

Surfaces  coniques. 

ta 

602.  Une  surface  conique  .est  l'enveloppe  deçïespace 
décrit  par  un  plan  qui  passe  constamment  par  un  point 
donné.  Ce  point  est  le  sommet ,  ou  le  centre  de  la  sur- 
face. Soient  atb,c  ses  coordonnées  :  l'équation  du  plan 
mobile  ou  de  l'enveloppée  sera  donc 

♦ 

z  —  c  =  A{jc—a)+Btr—b)  ; 

À  etB  étant  deux  constantes  arbitraires.  Un  déduit  de 
cette  équation 

dz  —  a  <*5_B.  * 

djc        '  dy 

et  par  conséquent  1  élimination  de  ces  deux  constantes 
donne  pour  l'équation  aux  différences  partielles  des 
surfaces  coniques ,  considérées  de  la  manière  la  plus  gé- 
nérale 

dz  \  dz 

On  aurait  pu  obtenir  directement  cette  équation  en 
remarquant  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  conique 
doit  passer  par  le  centre  dont  lés  coordonnées  «ont  a,btc. 

603.  Les  équations  de  la  caractéristique  sont  ici 

{x — a)dy — (y  —  6)c£r*=0  * 
{x  —  a)dz —  (z  —  c)  dxt=0 
/  %  ty—b)dz^-(z— c)  dy  =  Ù  ; 


■ 
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elles  appartiennent  évidemment  aux 
ligne  droite  ,  passant  par.  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  a,b,c.  On  déduit  des  deux  dernières 


Z  C  ' 


éê  1  -  ;=  b  , 

•  Z  — C 

a  et  «  représentant  deux  constantes  arbitraires  ;  tt  par 
conséquent  l'intégrale  de  l'équation  du  niiméropéâàent, 
ou  l'équation  d'une  surface  conique  quelconque, est 


Z—C       TV*— C' 


<p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  aurait  pu  obtenir  directement  cette  équation* 
remarquant  que,  quand  un  point  se  déplace  sof 

surtace  conique  ,  les  rapports 


Uous  deux  constants  si  ce  point  reste  sur  une  œ  j 
arête  rectiligne  ,  et  varient  tous  deux  si  le  po^1 
s'agit  passe  d'une  arête  a  upe  autre.  Ces  npp**  ; 
meurant  constants  ou  variant  ensemble ,  sout 
tion  l'un  de  l'autre  pour  toutes  les  valeurs  ' 
qui  satisfont  à  l'équation  d'une  surface  couique 
604.  L'équation 

(*-«)  £+(y-b)  %=z-c,  ou  [t-*^*** 

j 

étant  différentiée  par  rapport  à  xet  hf  donne 

^S+lr-*â-- o.  ou  {x-*r+ù~»* 

i 

i  •  *  •  i  ^ 
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d'où  rt — j"ssO  ,  relation  qui  appartient  à  toutes  les  stuv 
faces  développables.  On  peut  faire  ici  la  même  remar- 
que qui  a  été  faite  n«  599. 

605.  Si  dans  1  équation  générale 

— 

la  fonction  ?  doit  être  déterminée  par  la  condition  que 
la  surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  dont  les 
équations  soient  7r(xl/,z)=0,  M  (jp^r,z)=0 ,  les  équa- 
tions de  la  génératrice  devront  subsister  en  même  temps* 
que  celles-ci.  Posant  donc  les  quatre  équations 


y—b  (  x — a\ 


n(x^,z)=0 


x—a 


"2t  —  C  J  * 

y— b  ■  + 

 =  <p  (a) 

Z — C  • 

entre  lesquelles  on  éliminera  x,yyz  .  il  restera  une-  équa- 
tion que  nous  représentons  par/ïa,*(7)]=0.  L'équation 
de  la  surface  conique  demandée  sera,  donc  . 

606.  Sf  la  fonction  y  doit  être  déterminée  par  la  con- 
dition que  la  surface  conique  soit  {gpgçnte  à  une  sur- 
face donnée  ayant  pour  équation  T.{x\ytz)ss=0,  on  verra 
comme  cfcns  le  n°  ^01 ,  que  Ton  obtient  Une  seconde 
équation  ^(jç,^,s)=0  de  la  cburbfc de  contact  en  prenant 

be  valeurs  de^et  ^dansl  equalion  donnée  «(jt^zJssO, 
**t     les    substituant    dans    l^quàtion  différentielle 
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(je — a)  ~  +(y — b)^=z—c.  La  question  se  troufe 
alors  ramenée  au  cas  du  numéro  précédent. 

Surfaces  de  révolution. 

607.  Une  surface  de  révolution  est  l'enveloppe  de 
l'espace  décrit  par  une  sphère  dont  le  centre  se  meut 
sur  une  ligne  droite  qui  est  l'axe  de  la  surface,  et  Joui 
le  rayon  varie  suivant  une  loi  quelconque.  Soient 

x'=K.z'+a 

les  équations  données  de  Taxe  de  la  surface.  L  équation 
d'une  sphère  de  rayon  r,  dont  le  centre  est  placé  sur  cet 
axe,  sera 

{x — kzf — a)*+  {y— Bz-  b?+  (s— *T=  r\ 

x,y,z ,  représentant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  sphère.  Cette  équation  appartient  donc 
ici  à  l'enveloppée;  z  et  r  sont  les  deux  constantes  arbi- 
traires qui  peuvent  être  déterminées  de  manière  à  don- 
ner une  enveloppée  quelconque.  En  différentiant  1  équa- 
tion dont  il  s'agit  par  rapporta  x  et  à  y,  il  vient 

dz 

.r— Az'— a-f(3— z')  —  =  0 

dx  s 

r  _Bz'— H(z— 4)  -r  =0  i 
et  en  éliminant  z';  # 

(r-^_Bz)  ^  -(x-a-Az)  p  =  B{x-a)~\{f-^ 
ax  ciy  m 

- 

pour  l'équation  aux^  différences*  partielles  appartenant  a 
toutes  les  surfaces  de  dévolution. 
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On  peut  obtenir  la  même  équation  eh  remarquant 
que  .  dans  un  point  quelconque  d'une  surface  de  révo- 
lution ,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  mé- 
ridien »  c'est-à-dire  au  plan  mené  par  Taxe  de  la^hir- 
face  et  par  le  point  dont  il  s'agit.  L'équation  d'un  plan 
méridien  ,  passant  par  le  point  de  la  surface  ,  dont"  les  • 
coordonnées  sont  xtytz  ,  peut  être  représentée  par  \ 

z'—z  =  M  (x— x)+ N  (y--*-),  * 

les  constantes  M.N  étant  déterminées  de  manière  à  faire  # 
passer  également  ce  plan  par  l'axe  de  la  surface.  Celle 
condition  donne  la  seconde  équation 

z'_ z  =  M  (  Az'+  a— x) + N  (Bz'+  bt  — .r) , 

qui  doit  subsister  quelle  que  soit  z'.  Elle  se  décompose 
donc  dans  les  deux  suivantes 

1  =  MA+N,     d'où     M^s  ,    '  - 


B(a— x)-A(&-r) 

l'équation  du  pîaà  tangent  étant 

,  dz     ,  dz     .      t  * 


il  sera  perpendiculaire  au  plan  méridien  si  Ton  a  la 
relation  il  . 

équation  qui  revient  a  la  précédente  quand  ou  met  à 
la  place  île  M  et  N  leurs  valeurs. 

On  peut  enc6re  obtenir  cette  équation  d'après  la 
propriété  générateurs  sutfaces  de  révolution  qui  con- 


< 
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siste  en  ce  que  la  normale  à  un  point  quelconque  ren- 
contre toujours  Taxe.  Les  équations  de  la  normale  sont 
en  général 

dx       .  ' 

y—<y+~p(z'—z)  =  o  : 

I 

I 

et  les  mêmes  valeurs  de  x'y,z'  devront  donc  satisfaire  à 
ces  équations  et  à  celles  de  Taxe.  Si  Von  élimine  jc\/ ,«* 
k  entre  ces  quatre  équations,  on  retrouvera  l'équation  aux 
différences  partielles  dont  il  s'agit.  * 
608.  L'intégration  de  l'équation 

•(r—b—Bz^  —x—a—Az)  -1  =B(.r— a)-k\j-b), 

dépend,  conformément  aux  n°*  478  et  suivants,  des 
équations 

(y—b-~Bz)dy+(x— a — Az)dx=0 
(y-^b— fis)        [B(*—  a)  —  A  {y  —  b)]dx =0 
— (x — a—Az)dz — \B(x — a)—  Afjr—àfld/^ 

qui  appartiennent  à  la  caractéristique.  Ces  équations 
ne  peuvent  être  immédiatement*  intégrées  ;  mais  si  Ion 
ajoute  les  deux  dernières  après,  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  A ,  et  la  seconde  par  B  ,  puis  si  on  Jes  ajoute 
*  de  nouveau  après  avoir  multiplié  la  première  par  x—* 
et  la  seconde  par  y- — b ,  on  trouvera 

tS 

Adx+Bdy+dz  =  0 

et  en  intégrant 

Àx+B>+s=* 
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a  et  5  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'une  de  ces 
équations  appartenant  à  un  plan  quelconque  perpendi- 
culaire à  Taxe  donné  de  la  surface  de  révolution  ,  l'autre 
à  une  sphère  d'un  rayon  quelconque  ,  dont  le  centre 
est  placé  au  point ,  dont  les  coordonnées  sont  a,à,c , 
c'est-à-dire  au  point  où  cet  axe  rencontre  le  plan  des  xjr, 
on  reconnaît  que  la  caractéristique  est  toujours  un 
cercle  dont  le  centre  est  dans  Taxe,  et  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  cet  axe.  On  a  d'ailleurs  pour  l'é- 
quation générale  des  surfaces  de  révolution 

(x— (y — b)%  +  aa=  ?(Ajt+ Br  +  z) , 

♦ 

T  désignant  toujours  une  fonction  arbitraire. 

On  obtient  immédiatement  cette  équation  en  remar- 
quant que  si  un  point  se  déplace  sur  la  surface  sans 
sortir  d'une  même  caractéristique,  c'est-à-dire  d'une 
même  section  faite  perpendiculairement  à  l'axe,  ou  d'un 
parallèle,  les  quantités  Ax-)-Bjr-{-z  et(x — — b)*+z* 
conserveront  toutes  deux  -des  valeurs  constantes ,  tandis 
qu'elles  varieront  toutes  deux  si  le  point  se  déplace  en 
passant  d'une  caractéristique  à  une  autre;  d'où  il  suit 
que  l'une  de  ces  quantités  est  nécessairement  fonction 
de  l'autre. 

609.  La  fonction  arbitraire  «  dans  l'équation  précé- 
dente peut  être  .déterminée  par  la  condition  que  la  sur- 
face passe  par  une  courbe  quelconque  donnée,  dont  leî 
équations  sont  it(x,y%z)-b, ^(xjy,z)=0i  c'est-à-dire  que 
cette  surface  soit  décrite  par  la  dévolution  je  la  courbe 
auffnr  de  Taxe.  Comme  toutes  les  caractéristiîppes  doi- 
vent renc<j3trer  la  courbe  donnée ,  .il  d^pît  exister  des  1 
^  valeurs  de  xtyflk  qu^  satisfont  à  Ja  fois  aux  quatre 
tquations         *.  •» 
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.    A'X+By+Z  =  * 

(x — a)m+  (x — 6)V  z  =  f  (a) 

Éliminant  entre  ces  équations,  il  restera  une 

relation   entre  a  et  y  (*) ,   que   nous   désignons  par 
*)]=0  ,  par  laquelle  la  fonction  ?  est  déterminée. 
L'équation  de  la  surface  demâudée  est 

/[Ax +Byr  +  z,{x  —  *)'+        b)9+  z']  =  0. 

610.  La  fonction  arbitraire  peut  également  être  dé- 
terminée dans  l'équation  du  n°  608 ,  par  la  condition 
que  la  surface  de  révolution  enveloppe  une  surface 
quelconque  donnée,  dont  l'équation  est  r(.r^',r)=0, 
c'est-à-dire  soit  décrite  par  la  révolution  de  cette  surface 
autour  de  l'axe.  Il  est  visible  que  la  surface  de  révolu- 
tion demandée  doit  toucher  la  surface  donnée,  et  qu'on 
aura  une  seconde  équation  primitive  appartenant  à  la 

courbe  de  contact  en  prenant  les  valeurs  de  ^ et  ^l^ans 

l'équation  r(x.^,s)=0,  et  les  substituant  dans  l'équation 
différentielle 

dz  dz 
(y — b — Bz)  ^  —{x — u—Az)  —  =B(x — <7>  — A(j'— o), 

Soit  K#.J'»~)=0  le  résulta  de  cette  substitution  :  la  so- 
lution s'achèvera  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  numéro  précédent. 

Surface  gauche  décrite  par  une  ligne  droite  horizontale , 
passant  toujours  par  une  même  verticale. 

611.  Nou$  supposerons  le  plan  des  xy  horizontale! 


■ 
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l'axe  des  z  vertical  ,  et  nous  considérerons  la  surface 
décrite  par  une  ligne  droite  parallèle  au  plan  des  xjy 
et  passant  constamment  par  l'axe  des  z. 

Considérons  en  premier  lieu  la  surface  qui  serait  l'en- 
veloppe de  l'espace  décrit  par  un  cylindre  de  rayon  r, 
dont  Taxe  demeurerait  toujours  parallèle  au  plan  des  xy, 
et  passerait  constamment  par  l'axe  des  z.  On  aurait 
évidemment 


pour  l'équation  de  ce  cylindre,  qui  est  l'enveloppée; 
a  et  c  étant  les  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  pre- 
mière représente  la  tangente  de  l'angle  formé  par  l'axe 
du  cylindre  avez  le  plan  des  xz ,  et  la  seconde  la  dis- 
tance de  cet  axe  au  plan  des  xy.  Prenant  les  deux  équa- 
tions diflérentielles  ,  il  viendra 

(y — ax)a  dz 

a  -H  dy 
d'où  I  on  déduit  immédiatement 

(dz  dz\ 

c'est-a-dire 

dz 

dz        Hz  da: 
^+«^-0,     «.ou  , 

valeur  qui  doit  être  substituée  dans  l'équation  de  ^en- 
veloppée. ÎVJaissi  nous  supposons  le  rayon  /-  infiniment 

■  • 
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petit ,  cas  dans  lequel  l'enveloppe  de  l'espace  décrit  par 
le  cylindre  ne  différera  pas  de  la  surface  gauche  dont  il 
s'agit,  nous  devons  négliger  dans  cette  équation  les 
termes  (z — c)%  et  r  ;  elle  deviendra  donc ,  en  y  rempla- 
çant a  par  la  valeur  précédente  , 

dz  dz 

m 

qui  est  l'équation  aux  différences  partielles  de  cette  sur- 
face gauche. 

On  pourrait  parvenir  directement  au  même  résultat 
en  partant  de  cette  propriété  générale  des  surfaces 
gauches  qui  consiste  en  ce  que ,  pour  un  point  quel- 
conque de  ces  surfaces ,  le  plan  tangent  contient  la  gé- 
nératrice rectiligne  qui  passe  par  ce  point.  L'équation 
générale  du  plan  tangent  étant 

i 

,  ,  .         dz       ,  dz 


on  a 


/      I  l^2  ,    '  f  K*lZ 

pour  l'équation  de  l'intersection  de  ce  plan  par  un  plan 
horizontal  mené  |»ar  le  point  de  tangence.  Or,  cette  in- 
terjection n'étant  autre  chose  que  la  génératrice  elle- 
même  ,  qui  doit  rencontrer  l'axe  des  z  ,  son  équntû 
doit  être  satisfaile  par  les  valeurs  ,  /=0 ,  ce  qui 
dojtype  comme  ci -dessus  ^ 

dz       dz  « 

(Le  dy 

-  • 
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612.  L'intégrale  générale  de  cette  équation Yobtten* 
dra  en  posant 

y 

xdy  —ydx  =  0 ,       d'où       —  =  <x 

x 

*  .  dz  =  0,  z  =  €  , 

a  et  €  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  ce  qui  donne 

pour  l'intégrale  cherchée  ,  ?  étant  le  signe  d'une  fonc- 
tion arbitraire.  La  considération  de  la  caractéristique , 
qui  est  toujours  une  ligne  droite  horizontale  ayant  pour 

équations  —  «s  a  et  z=*t ,  conduit  directement  à  cette 
même  équation.' 

618.  Si  la  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée  de 
manière  à  faire  passer  \b  surface  par  une  courbe  quel- 
conque ayant  pour  équations  n (x,jr,z)=Qi  ty{xjrtz)=0, 
on  verra  comme  ci-dessus  que  Ton  doit  éliminer  x,y,z 
entre  les  quatre  équations 

Il(.r%^,z)=0 


X 


5=6  ; 

*  ■ 

et  qu'en  représentant  par /(a,6)=.0 ,  le  résultat  de  l'éli- 
mination ,  1  équation  de  la  surface  démandée  est 

■ 

614.  Enfin ,  si  la  fonction  arbitraire  doit  être  dé- 
terminée de  manière  que  la  surface  gauche ,  dont  il 


- 
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s'agit,  touche  et  embrasse  une  surface  donnée,  ayant 
pour  équation  *{xtjrtz)=:0 .  on  prendra  les  valeurs  de 

~et^  dans  cette  équation,  et  les  substituant  dans 
dx    dy  1 

» ,  .  -îi       dz         d  z 

1  équation  différentielle  -\~y  ^  =0,  on  aura  une 

seconde  équation  primitive  ${<x,y,z)^0  ,  appartenant  à 
la  courbe  de  contact ,  ce  qui  ramène  la  question  au  cas 
du  numéro  précédent. 
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NOTES. 


i. 


Sur  la  formule  de  Maclaurin. 

.  M.  Cauchy  a  présenté  le  reste  de  la  série  de  Ma- 
claurin sous  une  forme  nouvelle.  Pour  obtenir  sa  for- 
mule représentons  par  <p(.r,  z)  ou  simplement  par  la 
quantité 

/w-/w  -  "rw  -  •  •  -rrfep) 

qui  s'évanouit  pour  z  =  x.  En  difiérentianfc  par  rapport 
à  z  et  omettant  les  termes  qui  se  détruisent,  on  trouve 

^=-«-.^:.(!rii)^)w- 

■ 

Mais  par  la  formule  de  Taylor  bornée  à  deux  termes, 
et  en  observant  que  z  =  x-¥,(z£—x)y  on  a 

o  désignant  une  quantité  comprise  entre  0  et  1.  A  cause 
de  :(x)=0,  celte  équation  se  réduit  «à 
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puis ,  en  remplaçant  la  fonction  ?'  par  sa  valeur,  die 
devient 

ou  bien,  en  posant  0,=1 — ô, 

* 

Pour  le  cas  particulier  de  z=0, 

*V  '      1.2...(/i-t)*/  ' 

e  est,  comme 0,  compris  entre  0  et  1  :  f(0)est  d'aiUean 
la  valeur  de  la  quantité 

/W-/(0)-^/'(0)-. . . .-  tx^zt/1^ 

par  suite  on  a 

■ 


Tejle  est  la  formule  de  M.  Cauchy. 


♦ 
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II. 


Sur  les  fractions  qui  se  présentent  sous  la  forme  ^ . 

Lorsque ,  pour  une  valeur  particulière  a  de  x,  une 

fraction 

'  F(x) 

se  présente  sous  la  forme      on  obtient  généralement  la 

vraie  valeur  A  de  cette  fraction  en  la  remplaçant  par  la 
suivante 

et  faisant  ensuite  x=a.  La  même  règle  s'applique  en- 
core à  la  fraction  proposée  lorsque,  pour  x=a,  elle 

se  présente  sous  la  forme  22 .  Pour  démontrer  ce  théo* 

rème  dû,  je  crois,  à  M.  Caucby,  écrivons  d'abord 

i 

f(x)  =  F(x) 
F(x)  1 


0 

pour  x=a ,  le  second  membre  devient  -  ;  sa  vraie  valeur 

0 

A  s'obtiendra  donc  en  faisant  x=a  dans  la  fraction 
nouvelle 


2e  *hnék  21 
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F(x) 

F(x)'  _  F  (x)  fjx)' 
on  a  par  suite  . 

En  appliquant  cette  rèi;le  aux  deux  quantités 


dont  la  première  doit  être  regardée  comme  le  quotient 
de  log.  x  par  — ,  on  trouve ,  en  aupposant jipcuiA 


•r*log.or= -^-iL  =0  pour  x  =  0, 

et 

log.  x  1 


'og.  x  1 

— —=--;;  =  Opoui  x=* 


n  r 
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111. 

* 

Sur  quelques  intégrales  définies. 

1 .  Legendre  a  donné  le  nom  d'intégrales  eulériennes 
de  première  et  de  seconde  espèce  aux  deux  intégrales 
suivantes 

qui  se  présentent  souvent  dans  les  applications  et  dont 
Euler  s'est  beaucoup  occupé  :  p,  q,  n,  sont  des  expo- 
sants positifs  quelconques.  On  désigne  ordinairement 
par  r(/i)  la  seconde  de  ces  intégrales,  en  sorte  que 

r(«) 


e-'x^dx; 


en  posan  te  =  z  y  ou  x =y'y  on  a  encore 

l'W=j0  Q°*'j)  dz=*j  «"V""'^ 

En  intégrant  pair  parties,  on  trouve 

\        .  e"1/     1  | 

\e  'x*-'dx=  +  - 1  e~zxndx  : 

}  n  nj 

9 

dooe,  entre  les  limites  jc  ==  0,  x  — ao  ,  il  vient 


c'est-à-dire 


f    e-*xn-dx=:l  j 
J  o       ■  n  J  o 


e~* xn dx , 


r(n)  =   ou     i(n  +  \)  =  nv(n). 

n 
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Cette  formule  permet  de  calculer  la  valeur  de  \[n) , 
quel  que  soit  l'indice  n ,  lorsque  cette  valeur  est  connue 
pour  n <  1.  Elle  donne  successivement 

r(2)  =  r(l  ) ,   i(3)  =  2r(2)  =  2.  t.  r(l), 

r(4ï  =  3-r(3)  =  3.2.1  .r(t),  

r(»;  =  (/i— .r(i); 


or 


-r 


r(1)  =  l  e~*4r=l. 


Donc 

r(n)  =  1 .2.3...(/i— I), 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  trouve  de  même 


r 


/2n+l \_ 2n— 1  2;*— 3      3  1  /l\ 

2~_ ~*     2*2  rV§/ 


Mais 

•  x 

/  1  \  S 

1 


Donc  en  général 


/2/i  +  l\  _2/i—l 
\    2    j"     2  ' 


—  1  2n— 3     3  1 


*  2*2  K" 


2.  L'intégrale  eulérienne  de  première  espèce  sex- 
prime  toujours  en  fonctions  r  à  l'aide  de  la  formule  sui- 
vante 


Cette    formule   est  due  à    Euler.   Voici  comment 

« 

M.  Poisson  la  démontre  par  la  considération  des  inlé- 
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jrrales  doubles.  11  multiplie  membre  à  membre  les  deux 


équations 


1(^)  =  2  c-V'"'*'. 


ï  (9)  =  2  f    e~*Vfl  ^^ 

et  observe  que  le  produit  des  deux  seconds  membres 
est  égal  à  quatre  fois  l'intégrale  double  de 

m 

les  limites  de  l'intégrale  étant  0  et  oo  pour  les  deux 
variables.  On  a  ainsi 

r(  p)  Yiq)  =4  e-^y-'x^dydx. 

J  o    J  o 

Mais  si  l'on  regarde  x  et  y  comme  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, et  qu'on  y  joigne  une  troisième  coordonnée 
z  perpendiculaire  aux  deux  autres,  l'intégrale  double 
dont  nous  venons  de  parler  représentera  le  volume  com- 
pris dans  l'angle  des  coordonnées  positives,  entre  les 
plans  des  xy,  '!es  xz,  des  yz  et  la  surface  dont  l'équa- 
tion est 


L'expression  de  ce  volume  changera  de  forme  si  l'on 
remplace  les  coordonnées  rectangulaires  x  et  j*  par  des 
coordonnées  polaires  r  et  m,  en  faisant 

ar  =  rcos.o>,  ^=srsin.w. 

L'élément  de  volume  sera  z .  rdrd*  ,  et  il  faudra  intégrer 
entre  les  limites 

» 

r.)  =  0,       =       r=.0.     r=  oo . 
2 
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On  aura  ainsi 
Cest-à-dire 

T(p)       =  4  J    Jv*'.  r'(*+<0-  sin .  ""V  cas.""*,  dd» 

• 

en  remplaçant  z  et  ensuite  et  x  par  leurs  valeurs. 
L'intégrale  double  placée  dans  le  second  ciera>>re  est  le 
produit  de  deux  intégrales  simples,  dont  l'une, 

100 


est  égale  à  j  r  (p+q) ,  et  dont  l'autre  ,  savoir 


f. 


^sin.,F""wcos.'f~'«<&>, 

se  réduit  à 

lorsqu'on  pose  sin.  •»  *=  ^x.  Il  suit  de  là  que 
par  suite  on  a 

r(/>)rfr) 


ce  qui  démontre  la  formule  d'Euler.  On  Toit  par tel,f 
formule  que  l'intégrale  eulérienne  de  première  <*r* 
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est  une  fonction  symétrique  de  deux  paramètres  p  et  q 
dont  elle  dépend. 

3.  fin  généralisant  la  formule  d'fiuler,  M.  Lejeune 
Dirichlet  a  obtenu  des  résultats  intéressants  lia  consi- 
déré l'intégrale 

(t)  V*|  |  ...ix—y*-..  z-'dxdy...d%. 


jj'  f * y  ' 


dans  laquelle  les  variables  x ,  y . .  z  doivent  prendre 
toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à  l'inégalité 

<=)'♦(■?)'*■••♦(;)'<•■ 

a ,  .  .  .  c,  i'/*  pyQi  •  •  «r  sont  des  constantes  posi- 
tives. La  méthode  de  M.  Dirichlet  la  conduit  à  une 

■ 

valeur  remarquable  de  V,  savoir 

V      p    q  rj 

que  Ton  peut,  dit-il,  obtenir  par  différents  moyens  ,  et 
qui  renferme  un  grand  nombre  de  résultats  relatifs  aux 
volumes,  centres  de  gravité,  moments  d'inertie,  etc. 
Cette  formule  peut  se  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante. 

h.  D  abord  en  remplaçant 

(!)  parx'  ff)  par'"  Q  **r2' 

et  dx  ,  djy  .  .  .dz  par 


i 


y:'    dx,   Y  ;»'•*. 
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on  a 

y=-gp-"/  .U, 

U  étant  une  intégrale 

(4)  .       Jj".  ..j"^  \y*  â.  .zr  \dxdff„My 

de  même  forme  que  V,  mais  dans  laquelle  x,y,...z 
doivent  prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui  satis- 
font à  l'inégalité 

En  posant 

a        b  c  • 

/>        ?  r 

il  viendra 

et  il  s'agira  de  prouver  que 

r(*)r(/)...r(m) 

(5)  tl  — 


r(l+A+/+...+m)' 


5.  Quand  le  nombre  des  variables  x,  y,  etc.,  se  ré- 
duit à  l'unité,  on  a 

la  formule  (5)  est  donc  exacte  alors. 
•     Elle  lest  également,  d'après  un  théorème  connu, 
lorsque  Je  nombre  des  variables  x ,  / ,  etc.  ,  se  réduit 
à  2  :  il  vient  dans  te  cas 

i 

U  =  f  *  xk~'dx  f  *  ~~  Xy-'dy  =  }  f        (I -x)'. dx. 

.    .'o  J» 

■ 
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Or,  par  la  formule  d'Eulcr, 


et  il  eu  résulte  • 

lr(\+k+t)  r(H-*+/)' 
ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (5). 

> 

6.  Supposons  maintenant  que  U  soit  une  intégrale 
triple  :  on  pourra  l'écrire  ainsi 

y%  et  zt  représentant  respectivement  les  différences 
1 — 1 — x—y,  en  sorte  que  l'on  a 

i  —  JC=yt,yi—yz=zn.  '  . 

Désignons  par  u  et  \>  de  nouvelles  variables,  et 
posons 

3  =  ^,  y  =  uyt  ; 

les  limites  communes  de  u  et  v  seront  0  et  1  :  l'intégrale 
U  prendra  ainsi  la  forme 

■ 

puis,  à  cause  de 

•T.  =  l— z.=y—uy,=  (i-x)(i-u), 
elle  deviendra 

U  =  J  ***"'(*  — J1  u'~{i  -  u)mdu .  J 
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Les  intégrations  relatives  aux  diverses  variables  peuvent 
maintenant  s'effectuer  indépendamment  Tune  de  l'autre, 
et  comme  on  a 


K       '  r(i +  *+/+#*). 

r(m) 


la  valeur  de  U  sera  finalement 

¥î     r(Xr)  r(/)  l(m) 


conformément  à  la  formule  (5). 

S'il  y  a  quatre  variables  indépendantes  x ,  jr ,  s,f, 
dans  l'intégrale  U,  la  valeur  de  cette  intégrale  s'ob- 
tiendra encore  par  le  même  procédé.  On  supposera  les 
intégrations  effectuées  successivement  sur  t  i  z.jrttx. 
et  Ton  posera  t 

les  limites  relatives  à  f,  z,  y  et  x  seront  respectivement 
0  et  0  et  jz,  0  et  j^,  0  et  1  :  si  donc  on  remplace  ; 
et  par  de  nouvelles  variables  liées  aux  premières  par 
les  relations 

les  limites  communes  à  ces  nouvelles  variables  seront 
0  et  1  :  de  plus  on  aura 

y,=  i  —  x,  3|=(1__X)(1  —  u)f  ,  —  (1  — x)  (1  —  . 

•  » 

par  conséquent,  les  variables  x  ,  u,  r,      pourront  être 
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séparées;  en  d'autres  termes  l'intégrale  multiple  U  se 
décomposera  dans  un  produit  de  quatre  intégrales  qui 
toutes  s'exprimeront  par  des  fonctions  r  à  l'aide  de  la 
formule  (6).  Cette  méthode  est  générale,  et  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  etc.,  elle  conduit  à  la 
formule  (5)  qui  se  trouve  ainsi  démontrée. 
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IV. 

Sur  l'évaluation  approchée  du  produit  1 .2.3.  .\ , 

lorsque  i  est  très-grand. 

1.  La  méthode  dont  je  me  servirai  pour  démontrer 
la  formule  de  Stirling  qui  6ert  a  cette  évaluation,  res- 
semble beaucoup  à  celle  employée  par  M.  Lacroix  dans 
son  Traité  élémentaire  du  calcul  différentiel  et  ducakul 
intégral  (page  678  de  la  cinquième  édition).  Cette  mé- 
thode consiste  à  chercher  le  logarithme  du  produit 
1.2. 3.x  et  elle  repose  sur  la  formule  connue  de  Wallis 

7T  _2  2  4  4        2x  2x 
2     1  3  3  5      i>x— 1  2x-f  1 

en  vertu  de  laquelle  la  quantité 

2  log.2-f  2log.4+  H-2log.(2jr—  2) 

—  2  log.i— 2log.3—  — 2log.(2x— 3)— log.(2x— D 

seréduit  àlog.7;  —  log.2  lorsque  x=oo.  Mais  je  la  com- 
pléterai en  donnant  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  dans  l'évaluation  approchée  de  log.  ;i.23...x! 

2.  Pour  toute  valeur  positive  de  z,  on  a 

2  Jo 

d'où  résulte,  en  intégrant  par  rapport  à  z. 


(D 
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Faisant  successivement ,  dans  cette  formule  ,  z  =  1  , 
*=  2  z  =  x>  puis  ajoutant  les  résultats  ainsi  ob- 
tenus ,  il  nous  viendra 

■ 

C  e~*dx  /      1—  e-"\ 

(2)    iog.(i.a.3...*)=  — —  (•*— t) 

•'o 

Ainsi  la  question  est  ramenée  à  trouver  la  valeu/  de 
l'intégrale  définie  placée  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (2).  Représentons  cette  intégrale  par  u  et 
traitons  x  comme  une  variable  continue.  En  différen- 
ciant nous  obtiendrons 


du      (  dx  /  »e-«*\ 


3.  La  fonction   qui  sert  de  coefficient  à  e— **  et 

que  nous  désignerons  par  y  (a)  peut  se  développer  en 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  a.  En  diffé- 
renciant plusieurs  fois  de  suite  l'équation 

(c*-t  )/(«)=  y, 

on  a 

e*y{a)  = 

(c*  -  li/t"W+gc*/,M(a)+3e«>;(«)  +  e«/«  =  0, 
de  sorte  qu'en  posant  a  =  0  on  trouve  sans  difficulté 


Les  deux  premiers  termes  du  développemeht  de  /"(xj 
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sont  donc  1  —  ^  ;  et  les  autres  ne  peuvent  contenir  <p 
«les  puissances  paires  de  z,  car  la  différence 


est  égale  à  la  moitié  de 


et  par  conséquent  est  une  fonction  paire  de  a. 
Les  valeurs  générales  de  /*»  et  de/"^)  sont 

- 

■ 

En  se  rappelant  que  la  variable  r  est  >0«  on  i*et 
prouver  que  la  première  de  ces  dettx  dérivées  est  e* 
sentiellement  positive  et  la  seconde  essentiellement  né- 
gative. 

D'abord  en  posant 
on  a 

d?  <?p 


»  > 

Pour  toute  valeur  de  *  >  0  ,  on  a  —  >  0  :  on  a  ^ 

dx  h 

dP  dP  -0 

-  ;  0  et  P  >  0  puisque  ~  et  P  s'annullcnt  pouc  '  -u 


t 


Digitized  by  Google 


—  335  — 

■ 

et  prennent  ensuite  le  signe  de  leurs  dérivées.  Il  suit 
évidemment  de  là  que  f{%)  est  une  quantité  positive. 

Posons  maintenant 
ce  qui  donne 

dP 

-j-=  (2a— 5Je»*+(4fl44)e«  + 1  * 
€tx 

d'P  * 

—  =  (4.— 8)e>*+(4*+&)e*)  ; 

eu  faisant 
nous  aurons 

de  manière  que  les  deux  fonctions  Q  et  -—seront  de 

dx 

même  signe.  Or,  Q  et  ~  sont  zéro  pour  aaO  ;  de  plus 

—  est  <0  dès  que  a  surpasse  zéro  :  donc  il  en  est  de 

» 

ctP 

même  de  Q  et  de  —  ;  par  suite  la  fonction  P  jouit  aussi 

dP 

de  la  même  propriété  puisque  l'on  a  P  =  0  et  —  =  0 

quand  a  =  0  ;  il  suit  évidemment  de  là  que /*"(*)  est  une 
quantité  négative. 

On  voit  d  après  cela  qué  /"(*)  est  une  fonction  dé- 
croissante de  x  dont  la  plus  grande  valeur  est  égale  à 

y*'(0),  c'est-à-dire  à  -. 

6 

V.  Après  cette  digression  revenons  ;ru  développement 
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de /(*).  D'après  une  formule  connue,  nous  pourrons 


écrire 


e*-l  2 


R  représentant,  suivant  que  l'on  voudra  pousser  le 
développement  plus  ou  moins  loin,  ou  la  quantité 


ou  la  quantité 


</"(0)        ^7™(0)  m 

2    * +  1.2.. .2/1  1.2...(2*+2)' 

c'est  ce  que  Ton  comprendra  en  se  rappelant  que  R 
est  une  fonction  paire  de  a  :  à  peine  est-il  nécessaire 
d'avertir  que  9  représente  d'une  manière  générale  un 
certain  nombre  compris  entre  0  et  1.  Cette  valeur  de 

du 

/Y*)  substituée  dans  celle  de  —  fournit 

dx 

du      Ç  dx(  j.  \ 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule  (1) 


du     ,  if 


0 

Par  conséquen  t 


„    f      1  \  .  f 
11  X      2/    ^  j 

0 

cette   valeur   de   u  est   en    même    temps   celle  de 


* 
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log.(1.2.3. ..x).   Nous  prouverons  plus  tard  que  la 

constante  C  est  égale  à  log-Cl/^). 

5.  On  trouve  aisément  les  limites  de  Terreur  que 
Ton  commettrait  en  négligeant  dans  le  second  membre 
le  terme 


à  cause  de 

ce  terme  devient 

1 

J  Q  * 

Il  est  donc  essentiellement  positif  comme  la  fonction 
De  plus,  il  est  moindre  que 


—  I    e~*xdx    ou  — - , 
J0 


4 

puisque  l'on  a /"(<)*)  <  t. 

Cette  discussion  nous  montre  qu  en  désignant  par  «x 
un  certain  nombre  compris  entre  0  et  1 ,  on  peut  poser 

log.(1.2.3...x)=C-f-^  jc+  ^log.j:— x-h^-. 
6.  Si  l'on  prend 

12  1,2...2/iT1.2...(2«+2)' 

le  terme 


3 


0 

2'  annék.  22 


by  Google 


se  présentera  sous  une  autre  forme  ;  il  deviendra 
AO)  /"(O) 

ir*"+2/i(2n— t)x~-'   J     1 .2....(2/M-2)  > 

et  si  l'on  veut  avoir  une  limite  supérieure  de  la  râleur 
absolue  de  l'intégrale  dont  il  dépend,  il  suffira  de  rem- 
placer y3"*9  (9a)  par  le  maximum  absolu  M  de ce 
qui  permettra  d'effectuer  l'intégration. 

7.  Pour  déterminer  la  constante  G,  mettons  l'équation 

log.(t.2.3..jr)=C+(x+^  log.x— . 
sous  la  forme 

log.l+log.2+log.3+...4-log.jc  =  C+(x+i)log.x—  x-H*c 

le  signe  etc.  désignant  un  terme  qui  s'annule  quand 
x=  oo. 

Nous  en  tirerons  facilement 
log.l+log.2+log.3+...+)og.2x==C4^2x+^log.2x~2xT-e«c 

A  cause  de 

!og.2+log.4-f..+log.2j:=jrlog.2+log.i+log.2+...+log.x, 
nous  aurons  aussi 

log.24-lc^.4flog.6+..+log.2x===C4-^jr+~^  log.x-h.rlog. 2 


Retranchant  cette  équation  de  celle  qui  donne  la  somme 
des  logarithmes  des  nombres  naturels  depuis  1  jusqu  a 
2x,  on  obtient 

log.l+log.3+5+...+log.(2x— 1)«xlog.x+(x+Mlog.2 


9 

—  xfete. 
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Retranchant  à  son  tour  le  double  de  cette  nouvelle 
équation  du  double  de  la  précédente,  il  vient  enfin 

2  log.2  +  2log.4 + 2log .  6  +. . .  +  2log.  (2*^-2)  +  log .  2jc 
—2  log.  1— 2log.3— 2log.5— . .— 2log.(2j>-3)— 2log.(2.*— 1  ) 

=2C— 2log.2+etc. 

de  sorte  qu'à  laide  de  la  formule  de  Wallis  citée  plus 
haut,  on  trouve  en  faisant  x  infini, 

■ 

log.*— log.2  =  2C— 2log.2 , 

et  par  suite 

C  =  î(log.n+lag.2)=log.(|/5^. 

Nous  devons  dire  en  terminant  que  M.  Binet  a  traité 
la  question  précédente  et  plusieurs  autres  du  même 
genre  dans  un  mémoire  considérable  destiné  au  Journal 
de  l'École  polytechnique. 


Sur  une  application  singulière  de  la  théorie  de*  intégrales 
doubles  à  la  démonstration  d'un  théorème  d'algèbre 

En  désignant  par  p  et  *>  les  coordonnées  polaires  d'un 
point  pris  dans  un  plan  fixe  horizontal ,  et  par  z  une 
fonction  réelle  et  déterminée  de  u  et  <»,  qui  ne  devient 
pas  infinie  entre  les  limites  0  et  R  de  0  et  a*  de  «,  on 
voit  que  les  deux  intégrales  doubles 

fR     f2*  T2t  fR 

dp\    zd«!         d»>\  zdo 

J  o        J  o  J  o  J  o 

sont  nécessairement  égales  entre  elles  ,  puisqu'elles  re- 
présentent toutes  deux  un  même  volume  ;  savoir,  le  ro- 
lume  compris  entre  le  plan  fixe ,  la  surface  cylindrique 
droite  ayant  pour  base  un  cercle  de  rayon  R  tracé  au- 
tour de  l'origine  des  coordonnées  prise  pour  centre,  ei 
une  autre  surface  dont  l'ordonnée  verticale  est  pocr 
chaque  système  de  valeurs  des  deux  quantités  p  et* 
représentée  par  z.  Or,  on  peut  de  là  conclure,  ave* 
M.  Gauss ,  que  le  premier  membre  de  toute  équatiw 
algébrique  à  coefficients  réels 

est  divisible  soit  par  un  facteur  réel  du  premier  de 
gréz^p,  soit  par  un  facteur  réel  du  second  des* 
z* — 2os  cos.o-f  s\  en  sorte  que  cette  équation  a  to" 
jours  au  moins  une  racine  réelle  ou  imaginaire,  »w 

zh  p  ou  p(cos.  w  +  {/—  1  Hn.ft»). 

En  d  autres  termes  ,  on  peut  prouver  qu'il  existe  w 
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jours  des  valeurs  réelles  des  deux  quantités  p  et  &>  satis- 
faisant à  la  fois  aux  deux  équations 

om  cos.  m  û> + Ap"*~'  cos.  (pi — l)w  +  + Lp  cos.  w +M  =  0 , 

p"sin./ww  +  Ap*1"'  sin.  (m  —  1)*>+  +  Lpsin.  w=0. 

Désignons 'en  effet  par  t  et  u  les  premiers  membres  de 
ces  équations,  puis  posons 

,      du       dt     ,         dt  du 
t  =  — =p-7-,  tt  =  —  -r-=p  — , 
ow       ap  cw  as 

d<*     ^ do*  d&     k  dp  ' 

Soit  R  une  quantité  positive  quelconque,  mais  plus 
grande  que  la  plus  grande  des  quantités 


où  A',  B',  C',...  M'  désignent  les  valeurs  absolues  des 
coefficients  A,B,C,...M.  Cela  élant,  je  dis  que  si  l'on 
pose  p  =  B,  la  somme  tt'  +  uu  aura  une  valeur  positive. 
Pour  le  montrer,  observons  d'abord  que  les  quatre  quan- 
tités suivantes 

» 

Rmcos.  -  +  AR""'  cos.  (  -  +  w  4- . . .  +  M  cos.  (  r4-wiw 
i-  Rmsra.       ARl*~,sin.0+w^  +  . .  ,  +  Msiu.Q  +  /w«  ^ 

,        mR"  cos.  ^  (-f  m  —  i )  AR^'cos.^  +  &>  ^  + . .  .-f  LR  cos.^+(/w  —  i 
*       rnRm  sin .  ^ + (m—  1  )  AR^'sin.Q  +  «  ^-f. .  .4-LR  siu         (m  —  l)w^ 

^      que  je  nommerai  respectivement  T,  U,  T',  U',  sont 
&      toutes  >o  :  on  le  prouve,  par  exemple,  pour  la  pre- 
mière, en  décomposant  T  sous  celte  forme 


)gle 


mK2  'J 

+^S[R5+wC,/"2cos'(*+3'')] 

+  

et  en  se  rappelant  ce  que  Ton  a  dit  ci-dessus  de  la  gran- 
deur de  R.  Une  démonstration  semblable  s'applique  aux 
trois  autres  sommes  U,  T,  U'. 
Or ,  pour  pacR,  on  a 

/  =  Tcos.^|+'7**>^  +  U  sin.^+mw^ 

t! =Tvcos.  ^  j + m*»^ + U'sin .  ^ + m*^ 
u' = T'sin .  ^£  4-  m«j  —  U'cos.^*  4-  w«j , 

et  de  là  résulte  tt'  +  uu'  =  TV  +  UU'  :  donc  tt!+uu'  est 
>o.  On  peut  observer  en  passant  que  nos  équations 
donnent  en  outre  t9  +  u*  =  T*  +  ir. 

Maintenant  on  peut  prouver  le  théorème  qui  fait 
l'objet  de  cette  note  ;  savoir  qu'entre  les  limites  p  =  0  , 
P  =  R,  w  =  0 ,  w  =  ar ,  il  existe  certaines  valeurs  de  « 
et  de  ?  pour  lesquelles  on  a  à  la  fois  t  =  0,  u  =  0. 
Car.  si  l'on  n'admet  pas  ce  théorème,  il  faudra  en  con- 
clure que  la  fraction 

_  y +u*)(tt'+uuH)  +  {tu'—uSf—itt+uu'y 
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ne  deviendra  pas  infinie  enlre  les  limites  citées,  et  que, 
par  suite,  on  aura 

TR     Ç2n  Ç-2n  fR 

I   dp  I     zdoi=  I    do)\  zdp. 

Or 

m'— tué 


s 


comme  on  le  vérifie  aisément  par  la  difiérentialion  : 
de  plus ,  t ,  ii>  f/,  m',  reprennent  les  mêmes  valeurs  aux 
deux  limites  0  et  2tt  :  par  suite ,  on  a 


S. 


2r 

zdu  —  O, 


en  sorte  que  la  première  de  nos  deux  intégrales  doubles 
se  réduit  à  zéro.  Mais  la  seconde  est  au  contraire  essen- 
tiellement >o.  En  effet,  si  Ton  intègre  d'abord  par  rap- 
port à  p ,  il  vient 

tt  H- 1<«' 

Zdo  =  —  r  : 

d'où 


f 


R         TT  +  UU' 


et  partant 


c'est-à-dire 

I    <&>J    z<&  =  une  quantité  positive, 


I 
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puisque  l'élément 

V  (TT'  +  UU')^ 

est  essentiellement  positif.  Donc  l'équation 
I    dp  I     zdu  =  I     du  I  zdz 

J  o       J  a  J  o  J 

est  impossible  ;  donc  aussi  la  fraction  z  devient  infinie 
une  ou  plusieurs  fois ,  et  par  suite  t  et  u  s'annulent  en- 
semble pour  des  valeurs  réelles  de  p  et  *>,  C,  Q,F,D. 

Si  Ton  pose  log.  ûa=t9  ou  p  =  e\  on  voit  de  suite 
que  t  et  u  sont  les  deux  dérivées  par  rapport  à  *•  et 
0  d'une  même  intégrale 


e"»S  sin.mw    Aém— OS  $in.(m — i)«  _  .  .  „ 

?=  +  —+  +Le9sin.*H-M* 

m  m— 1 

d*9  d* 

de  l'équation  -f-  -~  =  0  :  d'après  un  théorème  dé- 
montré par  M.  Lamé  dans  le  Journal  de  l École  polytech- 
nique, cette  équation  sera  donc  aussi  satisfaite  par 

?  =  log.  kY-hi**.  Ainsi  les  deux  quantités 

'  d*S 

sont  égales  entre  elles  :  leur  valeur  commune  est  préci- 
sément celle  du  produit  oz. 
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VI. 

Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  différentielles. 
Soit 

une  équation  différentielle  de  Tordre  n,y  ,y'  ,...j^")étant 
les  dérivées  successives  de  y.  L'intégrale  complète  de 
cette  équation  (  intégrale  que  je  suppose  connue)  con- 
tiendra n  constantes  arbitraires  a,  b,....c  ,  et  sera  de  la 
forme y  =  F(x,  a,  b,...c)  ou  plutôt  r.  [x,  y,  a,  &,...c)=0. 
Maintenant  clilléren  lions  par  rapport  à  a  les  deux 
membres  de  1  équation  (1),  et  représentons  par  u  la  dé- 
rivée -—.Il  nous  viendra 
da 

df       df  du  df  dTu 

On  aurait  eu  la  même  équation  si ,  au  lieu  de  poser 

dy  dy  dy 

—  =u   on  avait  posé  —  =  u  ou  —  =  u.  Donc  les 

da  *    1       db  de 

dérivées  de  y  prises*  par  rapport  aux  n  constantes 
a,  b,...c,  représentent  autant  d'intégrales  particulières 
de  l'équation  linéaire  (2);  de  sorte  qu'en  général  l'inté- 
grale complète  de  cette  équation  (2)  est 

A,  B,...  C  étant  des  constantes  arbitraires. 
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Ce  théorème,  aussi  simple  que  remarquable,  est  dù 
à  M.  Jacobi .  Il  s'étend  de  lui-même  à  un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles  simultanées.  Pour 
l'appliquer  à  un  exemple ,  considérons  le  cas  particu- 
lier où  1  équation  (1)  est  de  la  forme 

y— ?(r)  =  o5 

cette  équation  peutalors  s'intégrer,  car,  en  la  multipliant 
par  *dy9  elle  nous  donne 


rf(ë)-2^=0' 

d'où  Ton  tire 
et  par  suite 

(3)  jc  =  b+[—JY      _  . 

J\Za+2J9(y)dy 

En  vertu  de  cette  dernière  équation  fy  est  une  fonction 
dex,  a,  b.  Or,  il  suit  du  théorème  de  M.  Jacobi  que  le- 

quation  linéaire  "jp  =  ?  (y)  "  où  -r'{y)  désigne  la  dérivée 

dy 

de  y  y  aura  une  intégrale  complète  de  la  forme  u  =  A  ^ 

dy 

+  B        quelle  que  soit  la  fonction  y. 


FIN 
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